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Resumo

Este trabalho apresenta condicdes suficientes para andlise e sintese de controladores H,, para
sistemas lineares continuos ou discretos e invariantes no tempo que estdo sujeitos a influéncia
de retardo no tempo na dinamica do modelo, tanto no vetor de estados quanto na entrada
de controle. Os modelos dos sistemas lineares considerados também podem ser aplicados a
sistemas incertos descritos por incertezas paramétricas politopicas. As abordagens propostas sao
do tipo dependentes do tamanho do retardo no tempo, isto é, a duracdo do retardo no tempo
desempenha um papel crucial na obtencdo de solucdes, no entanto, como exemplificado, podem
fornecer solucdes para sistemas independentes do retardo no tempo.

Os resultados de andlise e sintese sao caracterizados para trés classes de problemas que incluem
sistemas com retardo variante no tempo no vetor de estados e/ou entradas de controle com
mesmas dura¢des ou com duracles diferentes. Os casos para retardo constante no tempo sao
tratados como particularizagdoes dos casos com retardo variante no tempo.

A metodologia utilizada para se obter condicdes suficientes para andlise H, estd baseada em trés
pontos: a utilizagdo de desigualdades matriciais lineares (LMIs — Linear Matrix Inequalities), a
selecao conveniente de funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii e a utilizagdo de uma relagao de
produto vetorial recentemente introduzida na literatura. A implicacdo direta de se utilizar LMlIs
é permitir que se descreva os resultados para andlise como problemas de factibilidade convexos.
No entanto, a sintese de controladores # é descrita como problemas de factilibilidade nio-
convexos. A fim de se contornar este problema, utiliza-se um algoritmo baseado em um método
de linearizacao envolvendo LMls.

Este trabalho apresenta ainda varios exemplos retirados da literatura recente de controle para os
quais sao realizadas varias comparagdes entre as abordagens mais consideradas na literatura e as

desenvolvidas nesta dissertacao.



Abstract

This work presents sufficient conditions to the analysis and #, control synthesis for linear time-
invariant continuous- or discrete-time systems subjected to time-delays in the model dynamics
in the states and control input. The linear systems models considered can also be applied to
uncertain systems described by polytopic parametric uncertainties. The approaches proposed
are delay-dependent, namely the time-delay size performs a crucial role in order to achieve the
solutions, nevertheless, as will be exemplified, the same ones can provide solutions to delay-
independent systems.

The analysis and synthesis results are characterized to three classes of problems which include
systems with time-varying delays on state vector and/or control input with the same size of
time-delays or not. The cases considering constant time-delays are treated as particularities of
the cases considering time-varying delays.

The methodology applied to establish sufficient conditions to the # analysis is based on three
points: the use of linear matrix inequalities (LMIs), the selection of appropriated Lyapunov-
Krasovskii functionals and the use of an inner product of two vectors introduced in the literature
recently. The direct implication of working with LMls is to allow to describe de analysis results
as convex feasibility problems. Nevertheless, the H,, control synthesis is described as non-convex
feasibility problems. To handle with this difficulty, an algorithm based on a linearization method
involving LMls is applied.

This work also presents several examples borrowed from the recent control literature for which
are performed several comparisons between the most considered approaches in the literature and

the ones developed here.



Notacao e Definicoes

e R" denota o espaco euclidiano real

o RMM(C(M<N)) denota o espaco normado das matrizes reais (complexas)

e [, denota o espago de Hilbert das fungdes de quadrado integravel no intervalo [0; o)

e /7 denota o espago de Hilbert das seqiiéncias de quadrado somavel entre [0; o)

e L denota o espaco £ no contexto a tempo continuo e £ no contexto a tempo discreto
e H,y denota a matriz de transferéncia entre W e z

® Opax(-) denota o valor singular maximo do argumento (+)

e | denota uma matriz identidade de dimensao apropriada

e 0 denota uma matriz nula de dimens3o apropriada

e x denota termos matriciais simétricos em relacao a diagonal principal

e FT denota a matriz transposta de F

e F 7 denota as matrizes F e

e F >0 (F > 0) denota F definida (semidefinida) positiva

e F <0 (F <0) denota F definida (semidefinida) negativa

e K denota o nlimero de vértices

e 0x(t) denota X(t) para sistemas a tempo continuo e X(t+1) para sistemas a tempo discreto

3
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Definicdo 1 (Espacos de Hardy H.) O espaco He representa as funcbes matriciais limitadas

e analiticas em CT. O

o R%H, é um subespaco do #H,, e representa todas as matrizes de transferéncia racionais com

coeficientes reais, estaveis e préprias

e ||H|l« denota a norma H, da matriz de transferéncia H({), { =S5,z

Definicao 2 (Atenuacio de ruidosy) Y€ R é denominado um nivel de atenuacio de ruidos para

um sistema representado pela matriz de transferéncia H({) se satisfaz a desigualdade ||H||» <Y,
y> 0, com H({) € RH. O

Lema 1 (Complemento de Schur [1],[4]) Seja

Pun P2 (n+-m) x (n+m)
P= eR
[Psz PZJ

onde P11 e Poy sdo matrizes simétricas. Entdo
e P> 0 se somente se P11 > 0, Py — PlTZPﬁlplz =0 ou

e P = 0 se somente se Py =0, P11 — P12P2_21P1T2 =0 ¢

Lema 2 (Limitante Superior para o Produto Interno de Dois Vetores [21]) Assuma que a(-) €
R", b(:) e RM e A(:) € R™M estejam definidos no intervalo Q. Ent3o, para quaisquer matrizes
X eR™NY e R™M e Z € R™M 3 desigualdade

_z/Q a’ (a) ACb(a) da < /Q {ggggr y [YTTNT Y—ZN} y {ggm da

€ assegurada se somente se
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs

Uma desigualdade matricial linear (LMI) é uma restricdo da forma

L(X) = Lo+X1L1+...+xnLn <0 (1)
sendo que:
e X=[X1,...,XN] é um vetor de incognitas escalares (varidveis de decisdo ou otimiza¢3o).
e Lo,...,LN sdo matrizes simétricas dadas.

Observe que as desigualdades L(x) > 0 ou L(X) < M(X) sdo casos especiais de (1)

Acronimos

e LMI — Desigualdade matricial linear

e LIT — Linear e invariante no tempo



Capitulo 1

Introducao

Desde o inicio da década de 80, o problema de controle e estabilizacdo robusta de sistemas
lineares sujeitos a variacdes paramétricas no modelo do sistema tem sido um dos grandes tépicos
de interesse na comunidade de controle, tanto no meio académico, quanto no meio industrial.
Naturalmente, técnicas de controle que levem em conta, no modelo matematico, as incertezas
do sistema fisico sao mais realistas e podem levar a um desempenho final melhorado. Nesta
direcdo, mais recentemente, técnicas de controle envolvendo indices de desempenho e robustez
do tipo normas #; e Hy, mostraram-se ser ferramentas bastante adequadas, além de se tornarem
mais poderosas com a introducdo de metodologia baseada em otimizagao envolvendo descricoes
em termos de desigualdades matriciais lineares — LMls [2].

Em uma vasta gama de sistemas de engenharia que envolvem fenémenos de transporte de
energia, matéria ou informagdo (processos quimicos e de manufatura, sistemas pneumaticos e
hidrdulicos, sistemas biomédicos e ecoldgicos, sistemas robdticos, consumo de combustivel em
aeronaves, redes de transmissao de dados, internet, processos controlados por computadores,
etc.) ndo sé as incertezas nos modelos que descrevem estes sistemas podem ocorrer, como
também a dependéncia de informacdes com histérico temporal. Estas informacdes s3o tratadas
na literatura como sendo sujeitas a retardo no tempo.

O problema de projeto de controladores voltados a sistemas lineares sujeitos a retardo de

informagdes no vetor de estados e/ou entrada de controle! tem sido amplamente investigado,

1A modelagem de sistemas de primeira ordem com retardo no tempo no dominio das transformadas, particular-
mente chamado de “tempo morto” e denotado por €57, & uma descrigdo que representa uma grande variedade de
processos industriais para o quais se desenvolveram os dois métodos classicos de Ziegler-Nichols para sintonia de
controladores PID, no inicio da década de 40.
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uma vez que estes retardos no tempo se mostram como consideraveis fontes de instabilidade ou

degradacdo de desempenho.

Além da andlise de estabilidade, varios outros pontos tém sido incorporados ao problema
de projeto de controladores para sistemas com retardo no tempo como, por exemplo: incertezas
paramétricas, indice de desempenho #,, condicdes de independéncia e dependéncia do retardo no
tempo, retardo distribuido, concentrado e miiltiplos, além de técnicas de otimizacao envolvendo

descricbes em termos de LMls.

No geral, a maior parte das abordagens que tratam este problema de controle emprega
somente a tradicional condicao de independéncia do retardo, isto é, o projeto do controlador
nao leva em consideracdo a informacdo de duracdo, ou tamanho, do retardo no tempo que o
sistema controlado estard sujeito. Evidentemente estas abordagens tornam-se invélidas para os
casos nos quais a estabilidade do sistema dependa explicitamente do tamanho do retardo, além
de se mostrarem como solu¢des conservadoras para casos onde o retardo no tempo no sistema

apresenta curta duracao.

A fim de superar as deficiéncias das abordagens independentes do retardo no tempo, é ne-
cessario que se utilize alguma condicao de dependéncia do tamanho do retardo no projeto do
controlador. E importante salientar que as estratégias de projeto de controladores baseadas em
condicao de dependéncia do retardo ndo devem ser vistas como solug¢des globais para o problema
de controle de sistemas sujeitos a retardo no tempo, pois, no geral, tais estratégias mostram-se
bastante conservadoras quando aplicadas a sistemas que suportam retardo no tempo de duracao

ilimitada.

A reducdo de conservantismo nas abordagem que tratam este problema de controle consti-
tui o centro das ateng¢des por parte dos pesquisadores do tema. O desenvolvimento de novas
transformacdes para os modelos de sistemas, descricoes matematicas dependentes de parametros
para os funcionais de Lyapunov e limitantes superiores para o produtos internos de dois vetores
tém sido as principais fontes de fomento de pesquisa neste assunto. Em [11] é apresentada uma
descricdo dos principais tipos de transformacdes de modelos de sistemas atualmente emprega-
dos na literatura para o desenvolvimento de abordagens de andlise de estabilidade e sintese de

controladores dependentes do retardo no tempo.
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1.1 Revisao Bibliografica

Considerando a literatura que trata o problema de controle robusto #, de sistemas lineares
continuos no tempo, [6], [8] e [9] analisam sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo constante
no vetor de estados e [3], [10], [11], [15] e [16] consideram retardo no tempo variante. Em [16]
a presenca de retardo na entrada de controle do sistema também é considerada. As abordagens
apresentadas em [15] e [16] sdo descriges de abordagens independentes do retardo no tempo,
ou seja, a informacdo de duracdo do retardo ndo é considerada na formulagdo da solugdo de
controle. Em [3], [6], [8], [9], [10] e [11] as abordagens consideradas sdo do tipo dependentes
do retardo.

O numero de trabalhos que tratam o problema de sintetizar um controlar robusto s, para
sistemas lineares discretos sujeitos a retardo no tempo é relativamente pequeno se comparado
ao numero de trabalhos que abordam os sistemas continuos. Uma explicagdo parcial para este
fato é que grande parte da teoria de controle de sistemas lineares discretos pode ser aplicada
na solucdo de problemas para sistemas discretos sujeitos a retardo no tempo, uma vez que estes
sistemas podem ser transformados em sistemas lineares discretos sem retardo no tempo através
de um procedimento de elevacdo da ordem do sistema, isto é adicao de uma ou mais variaveis de
estado. No entanto, no entendimento do autor desta dissertacao, tal alternativa nao parece ser
de cardter geral em dois pontos: i) se o retardo no tempo for desconhecido, ou ndo mensurdvel,
como se estipular o instante de tempo que uma varidvel (ou varidveis) de estado ocorre a fim
de se criar um sistema aumentado; ii) o mesmo vale para sistemas que independem do tamanho
do retardo no tempo, a duracao no tempo pode assumir valores elevados e nao necessariamente
mensuraveis.

Particularmente, em se tratando de sistemas lineares discretos sujeitos a retardo variante no
tempo, o procedimento de elevacao da ordem do sistema também ndo tem validade. Assim, em
[17], [18] e [26] abordagens dependentes do retardo sdo propostas, a fim de solucionar o problema
de controle robusto #,. Uma abordagem independente do retardo é apresentada em [16].

Recentemente foi apresentada na literatura, [21], uma nova abordagem considerando o pro-
blema de estabilizacao robusta de sistemas lineares sujeitos a retardo no tempo. Esta abordagem
baseia-se em uma nova versdo para o limitante superior do produto interno de dois vetores apre-
sentado em [24] e pode ser considerada como o ponto de partida no desenvolvimento deste

trabalho de dissertacao.
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1.2 Proposta e Descricao do Trabalho

O objeto de estudo desta dissertacdo é o problema do controle robusto #s, para sistemas lineares
incertos continuos ou discretos sujeitos a retardo no tempo no vetor de estados e/ou entrada
de controle. Neste trabalho desenvolvem-se abordagens para a sintese de controladores robus-
tos por realimentacido de estados aplicdveis a esta classe de sistemas lineares. As abordagens

desenvolvidas centram-se em trés pontos principais:

e Aplicagdo do limitante superior, introduzido recentemente em [21], para o produto interno

de dois vetores:

e Definicdo apropriada de funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii para andlise de estabilidade

dos sistemas sujeitos a retardo no tempo [25];

e Utilizacdo de ferramentas de otimizacdo convexa para solucionar problemas descritos em
termos de LMlIs [12].

O trabalho estd organizado da seguinte forma: o capitulo 2 aborda o problema de analise de
estabilidade robusta #, para sistemas sujeitos a retardos variantes/constantes no tempo. Pri-
meiramente s3o apresentadas as formulacbes para todos os problemas a serem estudados neste
trabalho de dissertacao e em seguida sao apresentados os teoremas voltados a andlise de esta-
bilidade % baseados em procedimentos de otimizacdo convexa descritos em termos de LMls.
O capitulo 3 aborda os problemas de sintese de controlador robusto #.,, sendo uma extensio
do capitulo anterior. Procedimentos de otimizacao lineares nao-convexos sao desenvolvidos em
termos de LMIs. O capitulo 4 apresenta uma série de exemplos numéricos. Os exemplos consi-
derados foram retirados de literatura recente sobre o tema e sao apresentados com um carater
fortemente comparativo entre as diversas abordagens existentes na literatura e as desenvolvidas
neste trabalho. Por fim, o capitulo 5 apresenta conclusGes cabiveis acerca do trabalho desenvol-
vido e propostas para trabalhos futuros.

Cabe ressaltar que parte dos resultados apresentados nesta dissertacao gerou artigos aceitos
em conferéncias internacionais [22], [23] ou estd em processo de revisdo em periddicos interna-

cionais.



Capitulo 2
Analise de Estabilidade 7L,

2.1 Introducao

Neste capitulo, o problema de controle a ser abordado nesta dissertacao serd apresentado em uma
formulagdo geral que independe da natureza continua ou discreta dos sistemas lineares a serem
considerados e, a seguir, em formulagdes especificas tratando classes particulares de sistemas.
Abordagens dependentes do retardo no tempo serao desenvolvidas em termos de LMIs para fins

de andlise de estabilidade robusta H,.

2.2 Definicao do Problema

Considere um sistema controlado como apresentado na figura 2.1

W —p ;
u > 2
Ud
y
K [&—

Figura 2.1: Sistema controlado.

10
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O sistema é realimentado através do controlador K e é descrito por familia de modelos

internos 2 do tipo

Z:{T7X7X‘d7u7u7ud7 ‘Zld7W7 ‘W7Y79/7Z7Z7L|J7h7g} (2'1)

no qual

conjunto de indices ou conjunto de tempos

espaco de estados
espaco de estados retardados no tempo

= conjunto de valores admissiveis para a varidvel de controle

2 C & = N
1

conjunto de fung¢des de controle admissiveis u: 7 — U

c
o
|

conjunto de valores admissiveis para a variavel de controle retardada no tempo

£
|

conjunto de fungdes de controle retardadas no tempo admissiveis U : ‘7 — Ug

= conjunto de valores admissiveis para sinais exdgenos de entrada

conjunto de funcdes de sinais exégenos de entrada w: 7T — W

conjunto de valores admissiveis para a variavel de saida medida
conjunto de fungdes de saidas medidas admissiveis y: 7 — Y

= conjunto de valores admissiveis para a variavel de saida controlada

conjunto de funcdes de saidas controladas admissiveis z: T — Z

funcdo de transicao de estados P : 7T X T X X X UX Xg X Uy — X

funcdo de saida medida h: T X X X UX Xg X Ugx W —

@:-EL\INKQ'<§.E
|

= funcdo de saida controlada g: T X X x UX Xg X Ug X W — Z

Sob este cendrio, o problema de controle a ser abordado neste trabalho serd tratado em
duas diferentes instancias. A primeira volta-se a questdo da andlise da estabilidade robusta e
desempenho %, do sistema frente a uma lei de controle pré-estabelecida e a segunda volta-se a
quest3o relativa a sintese do controlador que assegure estabilidade robusta e desempenho #, ao

sistema em condicOes de operacao pré-determinadas, isto é, em condicdes de operacao nas quais
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o comportamento do retardo no tempo seja caracterizado por limitantes e um nivel de atenuagao
de distidrbios # seja garantido.
Considerando a andlise da estabilidade robusta e desempenho #, tem-se a seguinte for-

mulacdo geral:

(PA4.)— Problema de Andlise de Estabilidade Robusta #.. Considere uma familia de
modelos ¥ para um sistema dindmico. Dadas as fungbes U € U =Ly e Uq € Uy =Ly e um nivel

de atenuac3o de distiirbios y € R, deseja-se verificar se o sistema € estdvel e se

z
ap Ll

<y 2.2)
wil, 20 Wil

ou seja, se a relacao de sinais exdgenos para a saida controlada, denotada pelo ganho induzido L,

€ limitada por um nivel de atenuagdo fixado. A

Considerando a sintese do controlador, tem-se a seguinte formulacdo geral:
(PCw)— Problema de Controle Robusto .. Considere uma familia de modelos X para um
sistema dindmico. Deseja-se encontrar fungbes U € U =Ly e Uug € Uy = L2 (se existirem) que

garantam ao sistema estabilidade e um nivel y € R™ de atenuacio de distiirbios Hs. A

Antes de se formular os problemas que serdo tratados neste trabalho de dissertacdo, considere,
como uma representacao do modelo interno Z, o seguinte sistema linear e invariante no tempo

(LIT) sujeito a retardos no tempo no vetor de estados e na entrada de controle:

ox(t) = AX(t)+Agx(t —11(t)) +Bu(t) +Bgu(t —12(t)) + Ew(t)
C X(t) +Cax(t —T1(t)) + Du(t) + Dgu(t — T2(t)) + Fw(t)
= Ix(t)
= @t), teT

(2.3)

no qual x(t) € X =R" é o vetor de estados, x(t —T1(t)) € Xy =R" é o vetor de estados com
retardo no tempo, U(t) € U =L, é a entrada de controle, U =R™, u(t —12(t)) € Uy =L, é a
entrada de controle com retardo no tempo, Ug =R™, w(t) € W =L, € a entrada de distdrbios,
W =RP, y(t) € 9 =L, é a saida medida, Y =R", z(t) € Z =L, é a saida controlada, Z =RY,
t €7 =R (N) é o instante de tempo, T1(t) é o retardo variante no tempo do vetor de estados,
To(t) é o retardo variante no tempo da entrada de controle, P = [trajetdria dos estados X(t)],

h=y(t), g=z(t), @(t) denota uma funcio continua no segmento [—T,0) ou uma seqliéncia no
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segmento [—T,—T+1,—T+2...,0) que define o valor inicial do sistema. Considera-se que as
variaveis de estado s3o completamente medidas e que os retardos variantes no tempo satisfazem

as seguintes condi¢des para tempo continuo:
0<T12(t) <Tip <o, 0<T1o(t) <2<l WteR (2.4)

ou a seguinte condicdo para tempo discreto:
0<T2(t)<Ty12<o, WteN (2.5)

Considere como controlador #;, a seguinte lei de controle de realimentac3o estatica de estados

sem memdriaZ:

u(t) = Kx(t) (2.6)

no qual K é o ganho do controlador.

Realimentando o sistema (2.3) através da lei de controle (2.6), obtém-se o seguinte sistema

em malha fechada:

~

ox(t) = AX(t)+Agx(t —11(t)) +BgKx(t —12(t)) + Ew(t)
)

2(t) = CX(t)+Cax(t —Ta(t)) + DgKx(t — To(t)) + Fw(t (2.7)

comA2A4+BK eC2C+DK.
Para o caso particular no qual o retardo no vetor de entradas de controle é igual ao retardo

no vetor de estados, ou seja, T2(t) = T1(t), considera-se o seguinte sistema em malha fechada:

ox(t) = AX(t)+Agx(t —Ta(t)) +Ew(t)

z(t) = Cx(t)+Cax(t —Ta(t)) + Fw(t) (2.8)

com A2 A+BK, Ag2Ag+ByK, CAC+DK e Cy2Cq+DgK.3

20 caso envolvendo controle com memoria pode ser desenvolvido a partir da metodologia descrita neste trabalho.
Deve-se ressaltar que o controle com memoria exige o conhecimento do retardo no tempo que atua no sistema, uma
Vez que 0 armazenamento e a recuperacdo dos estados com retardo sdo necessarios para a implementacdo da lei de
controle com memoria.

3Caso o sistema (2.3) ndo apresente ou n3o trate o retardo no tempo na entrada de controle, considera-se By = 0
e Dg = 0. Assim, os sistemas (2.7) e (2.8) tornam-se equivalentes.
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Assuma que o conjunto de matrizes (A,Aq,B,Bq4,C,Cq,D,Dg,E,F) que descreve o sistema (2.3)
nao seja precisamente conhecido, ou seja, que apresente incertezas, mas pertenca a um conjunto

politépico P descrito por K vértices
A K K
2 2

A figura 2.2 ilustra o conjunto politépico. Cada elemento pertencente ao conjunto politépico é
formado através da combinag¢do convexa dos vértices que descrevem tal conjunto. A descricao de
incerteza politépica permite que se generalize outras descricdes de incerteza, como por exemplo

a descricao de incerteza limitada em norma.

Figura 2.2: Conjunto politopico.

Definicao 3 (Estabilidade Robusta) O sistema (2.7) ou (2.8) com w(t) = 0 € dito robustamente
estdvel se sua solucdo trivial X(t) = 0 € uniformemente e assintoticamente estdvel para todas as
incertezas admissiveis em P e retardos no tempo 11 2(t) que satisfacam as condicbes pertinentes
(2.4) ou (2.5). a

Partindo das defini¢des dos problemas (PA4.) e (P(Cx) e das consideragdes feitas sobre o

sistema generalizado (2.3), podem-se formular os problemas que serdo tratados neste trabalho.

(P4.) — Problema de Anilise de Estabilidade Robusta 7, para Sistemas Continuos
com Retardos Distintos no Controle e Estado. Dado o ganho K de um candidato a
controlador H para o sistema (2.3), determine se este controlador é capaz de assegurar a
estabilidade robusta do sistema (2.7) para quaisquer condices de retardos no tempo T12(t) que

satisfacam (2.4) e para um dado nivel y de atenuacio de distiirbios Hs. A
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(PAs:) — Problema de Andlise de Estabilidade Robusta 7, para Sistemas Continuos
com Retardos Idénticos no Controle e Estado. Dado o ganho K de um candidato a
controlador Hs para o sistema (2.3) com T2(t) = 11(t), determine se este controlador é capaz de
assegurar a estabilidade robusta do sistema (2.8) para qualquer condicdo de retardo no tempo

T1(t) que satisfaca (2.4) e para um dado nivel y de atenuacdo de distiirbios He,. A

(P4;L) — Problema de Anilise de Estabilidade Robusta 7, para Sistemas Discretos
com Retardos Idénticos no Controle e Estado. Dado o ganho K de um candidato a
controlador Hs para o sistema (2.3) com T2(t) = 11(t), determine se este controlador é capaz de
assegurar a estabilidade robusta do sistema (2.8) para qualquer condicdo de retardo no tempo

T1(t) que satisfaca (2.5) e para um dado nivel y de atenuacdo de distiirbios He,. A

(PC;léz) — Problema de Controle Robusto #, para Sistemas Continuos com Retardos
Distintos no Controle e Estado. Dados f172 e C12, respectivamente, limitantes para o
tamanho dos retardos no tempo T12(t) e suas taxas de variagées e y € R™ o nivel de atenuacdo
de distirbios He, determine um ganho K (se existir) para o sistema (2.3) tal que o sistema em
malha fechada (2.7) seja robustamente estdvel para quaisquer condicées de retardos no tempo

T12(t) que satistacam (2.4) e tenha um nivel y de atenuacdo de distirbios He garantido. A

(PCss) — Problema de Controle Robusto #, para Sistemas Continuos com Retardos
Idénticos no Controle e Estado. Dados T1 e G1, os limitantes para o tamanho do retardo
no tempo T1(t) e sua taxa de variacdo, respectivamente, e Y € R™ o nivel de atenuacdo de
distirbios He, determine o ganho K (se existir) para o sistema (2.3) com 12(t) = 11(t) tal que o
sistema (2.8) seja robustamente estdvel para qualquer condicdo de retardo no tempo 11(t) que

satisfaca (2.4) e tenha um nivel y de atenuagdo de distirbios Hs garantido. A

(PCY) — Problema de Controle Robusto 7, para Sistemas Discretos com Retardos
Idénticos no Controle e Estado. Dado T1, o limitante para o tamanho do retardo no
tempo T1(t) e Y€ RT o nivel de atenuacdo de distirbios Hs,, determine o ganho K (se existir)
para o sistema (2.3) com 12(t) = 14(t) tal que o sistema (2.8) seja robustamente estavel para
qualquer condigdo de retardo no tempo 11 (t) que satisfaca (2.5) e tenha um nivel y de atenuacdo
de distirbios He garantido. A
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2.3 Sistemas a Tempo Continuo

2.3.1 Resolvendo o Problema P4

Teorema 1  Considere o sistema em malha fechada (2.7). Sejam T12 e G2 os respectivos
limitantes para o tamanho dos retardos no tempo T12(t) e suas taxas de variacdes, e y€ RT o
nivel de atenuacdo de distiirbios He.. Se existirem matrizes simétricas X >0, H12 >0, Q12 >0

e Z15 = 0 e matrizes V1 5 que satisfacam as LMls:

Yii Y Y XE ATz e2AT Z, o
« —-Q1 O 0 e1ALZ1 &AL Z2 Cli

« o« —Qp 0 eK'BLzZi eKT'BlZ, KTD;
x * +  —YI eE'Z e2E'Z, T | <0 (2.10)
* * * * —e1Z1 0 0
* * * * * —ey7Zo 0
| * * * * * * —1 |
Vi=1,...,K
Hi Vi Hy Vo
- - .
Vi on)=o [ %)= (&1
com
~ o~ _ _ 1
Yni = XAi+AiTX+T1H1+T2H2+V1+V1T+V2+V2T+1 cQ1+1 CQ2
—Q1 —Q
Yi2i £ XAgi—V1
Yz 2 XBgK—V;
T1
€1 =
1jC1
T2
€2 S
1-¢

ent3o este sistema é robustamente estavel, com nivel y de atenuacdo de distirbios Hs, para

quaisquer condicGes de retardos no tempo 11 2(t) que satisfacam (2.4). O
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Demonstracao: Considerando a identidade de Leibniz-Newton:

/b\)(t) dt = v(b) —v(a),

o sistema (2.7) pode ser reescrito como:

~ t
X(t) = (A+Ad+BdK)x(t)—Ad/  X(@) do
t—1q(t
t
—BgK X(a) da+Ew(t),
t—Ta(t)

2(t) = Cx(t) +Cax(t —T1(t)) + DgKx(t — T2(t)) + Fw(t).
Considere o seguinte funcional tipo Lyapunov-Krasovskii [25]:
V (X(t),X(t — Tl(t)),X(t — Tg(t)),W(t),t) =Vi1+Vo+V3+Vs+Vs
com

Vi o= xT(D)Xx(t),

V, = / / a)Zix(a) da df3,
_Tl T1 t+B

Vi = e [ T (@eu() d

T 1M e .

Ve = / / a)Zox(a) dat dB,
_TZ To(t) Jt+B

1
0 /Hzm (0)Qax(a) d

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Derivando o funcional (2.14) obtém-se:
V() =Vi+Vo+Va+Vs+Vs (2.15)
com

Vi o= 2XT ()X (A+Ag+BgK)x(t) +2xT () XEw(t)
—xT ()X Aq / ' %) da (2.16)
t-T4(t) '
—2xT (t)XBgK x(a) da, (2.17)

Vo = —U 3T yzix(t) — / KT (a)Z1x(at) da

IN

X" (t)Z1x(t) (2.18)

—/t KT (@)Zax(@) da, (2.19)
t—11

1

Vs = = (t>xT<t)Q1x<t)—xT(t—rl(t))le(t—T1<t)),

Vy = 1125)(t)mt)zz>'<(t)— /ttTZ(UXT(a)ZZX(G) da

IN

X7 (t)Zox(t) (2.20)

- /t ' X (@)2e%(a) da, (2.21)

1

Vs = . _.Tz(t)xT(t)sz(t) —xT(t —T2(t))Qax(t — T2(t)).




SISTEMAS A TEMPO CONTINUO

19

Aplicando o limitante superior para o produto interno de dois vetores, Lema 2 na pagina 4,

para os termos (2.16) e (2.17) segue que

(2.16) <

(217) <

T2 (D)X (H)Hix(t)

t
+2xT (1) (V1 — XAqg) / %(a) da
t—Ta(t)

t
+ [  X"(a)Zx(a) da,

t—T4
T2 ()X (t)Hax(t)

t
X7 (1) (Vs —XBdK)/ %(a) da
t—To(t)

t
+ [ xT(a)Zx(a) da.
t—1o

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Estas limitagdes sdo verificadas se as matrizes Hy 5, V12 e Z; » satisfizerem as restri¢Ges:

Vi Ho V2
FO’ {v; zJi"'

(2.26)

Desenvolvendo os termos (2.18), (2.20), (2.22) e (2.24), realizando as devidas elimina¢Ges dos

termos (2.19), (2.21), (2.23) e (2.25) e considerando T12 € G2 como os respectivos limitantes

para o tamanho do retardo e sua taxa de variagdo, pode-se reescrever (2.15) como:

xt) 17 X(t)
X(t—14(t)) X(t—1a(t))
VO S | it () x(t—T3(1) (2.27)

w(t) w(t)
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com
My Mo Mg Mg
AD | My MMz Moy
¢ * * M3z M3g |’
* * * Mya
My 2 XA+ATX +TiH 4+ ToH + Vi 4V +Vo +V,)
1 — —
elATZ1A+e)AT Z,A
+1—C1Q1+1—C2Q2+ 1A" Z1A+ A Z5A,
My S XAq—V1+ el,&TZlAd —+ ezATZZAd ,
Miz 2 XBgK —Vo+e1ATZ1BgK +eAT Z,ByK |
Mu 2 XE-+eATZiE +e,ATZ5E,
My 2 —Qi+e1AlZ1Ag+eAlZoAg,
My 2 e1AJZ1BgK + €Al Z,BeK,
Mas £ elAJZiE +e2A Z5E,
M3s 2 —Qu+e1KTBJZ1ByK +e:K Bl Z2BgK
M3 2 e K'BJZiE +eKTB]Z,E,
My = el_ET21E+82ETzzE,
T1
e = )
1jC1
T2
e, = )
1-¢
quando Hi, V12 e Z1 7 satisfizerem (2.26).
Considerando o indice de desempenho #:
7= / 7 (®)z2(t) — W (Hw(t)] dt (2.28)
0

e assumindo, sem perda de generalidade, condi¢cGes iniciais nulas e estabilidade para o sistema

(2.7) implica que V(+)[t=0 =0 e V(*)|t—oeo — €, com € — 0 se W(t) =0 ou € < 0 se w(t) # 0.
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Assim, pode-se escrever
]g/ 27 (t)z(t) — YW ()w(t) +V(-)] dt (2.29)
0
e ainda,
xty 1 X(t)
I x(t—T1a(t)) X(t—11(t))
< A dt 2.30
15[ o | 2| xt-n) (2.30)
w(t) w(t)
com ~ ~ ~ ~
C'™C C'cy CTDgK C'F
N x CJCq CJlDgK CJF
BeZNet | KTDIDgK  KTDJF |-

* * * —VI+FTF

e que expandido através do complemento de Schur, Lema 1 na pégina 4, fica:

_Yl Y> Y3 XE el,&TZl EZI&TZZ (ST i
+ —Q 0 0 eAlZs Al ]
« % —Q2 0 eK'BlZ1 eKTBJZ, KTD]
A2 |« x =yl eETZ; eETZ, FT
* * * * —e1Z, 0 0
* * * * —eyZs 0
| * * * * * —1 ]
Yi 2 XA+ATX 4+TiHp +ToHo + Vi + V] +Vo +V)
1 1

+ 1+ 2,

1—C1Q 1—C2Q
Y £ XAq—Va,
Yz £ XBgK -V,

T1
€1 = ’

1jC1

T2
€2 = ’

1-¢

quando Hi2,V12 e Z1 7 satisfizerem (2.26).
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Considerando que as LMIs (2.10) asseguram que A¢ < 0 para todo o dominio de incertezas
P, temos que J < 0 para todo W(t) € L, ndo nulo. Assim, o sistema (2.7) é garantido ser robus-
tamente estavel com nivel y de atenuacdo de distiirbios # para qualquer condicdo de retardo

que satisfaca (2.4), concluindo a demonstrag3o. |

Para o caso particular em que o sistema (2.7) apresente retardos constantes no tempo, o

Teorema 1 se reduz ao seguinte resultado:

Corolario 1 Considere o sistema em malha fechada (2.7) sujeito a retardos constantes no tempo,
ou seja, T172 =0. Sejam f172 os limitantes para o tamanho dos retardos no tempo 11 2(t) ey > RT
o nivel de atenuagdo de distiirbios He. Se existirem matrizes simétricas X =0, Hy 2 >0, Q12> 0

e Z12 = 0 e matrizes V1 > que satisfacam as LMls:

(Y Yz Y XE UATZn ATz, O
+ —Q1 0 0 TAJZ1 TAjZe  Cj

x o+« —Q 0 TK'BLzZy T.K™BLZ, KTD[
* % +  —Vl gz T,E'Z, FT | <0 (2.31)
* * * * T 0 0
* * * * * Y4 0
| * * * * * * =1 ]
Vi=1,...,K
Hi Wi Hy Va2
MR R (&%)

com

Yii 2 XA 4+ATX +TiHy +ToHa + V1 + V] +Vo+V) +Q1+ Q0
Yz = XAg—Vi
Yisi £ XBgK—V;

Entdo este sistema é robustamente estivel com nivel y de atenuacdo de distiirbios Hs. para

quaisquer condi¢Ges de retardos constantes no tempo 11 2(t) que satisfacam (2.4). A
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2.3.2 Resolvendo o Problema P4},

Teorema 2  Considere o sistema em malha fechada (2.8). Seja 11 e Gq os respectivos limitantes
para o tamanho do retardo no tempo T1(t) e sua taxa de variacdo e y > R o nivel de atenuacio
de distirbios Hy. Se existirem matrizes simétricas X =0, H; =0, Q1 = 0 e Z1 = 0 e uma matriz

V1 que satisfacam as LMIs:

Yii Y XE  eAlzy CT
+ —Q1 0 elAyZi Cy

* o+ -yl elf'zs R'[ <0 (2.33)
* * * —e1Z1 0
* * * * —I

Vi=1,...,K

Hi V1

[VlT ZJ =0 (2.34)

com

~ o~ - 1
Yui = XAi+AiTX+T1H1+V1+V1T+_—C1Q1

Y12i

XAgi —V1
T

1-q

(>

€1

entdo este sistema é robustamente estdvel com nivel Yy de atenuacdo de distirbios H. para

qualquer condicdo de retardo no tempo T1(t) que satisfaga (2.4). O

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema segue o mesmo procedimento adotado na

demonstracdo do Teorema 1 e, portanto, o desenvolvimento de todas as passagens nao sera
apresentado. Considere apenas o seguinte:

Considerando a identidade (2.12) reescreva o sistema (2.8) como:

X(t) = (A+Ad)x(t)—,&d/tt m)’((a) do +Ew(t),
—n (2.35)

2(t) = Cx(t)+Cax(t —T11(t)) + Fw(t).
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Considere o funcional Lyapunov-Krasovskii (2.14) restrito:
V (x(t),x(t —11(t)),w(t),t) =Vi+ Vo + V3. (2.36)

Assim, no desenvolvimento da demonstracdo, os termos referentes as variaveis Ho, Q2, Zo
e Vo deverdo ser desprezados e as matrizes Aq e Cyq deverdo ser substituidas, respectivamente,
pelas expressdes Ag + B4K e Cq + DgK. [ |

Para o caso particular em que o sistema (2.8) apresente retardo constante no tempo, o

Teorema 2 se reduz ao seguinte resultado:

Corolario 2 Considere o sistema em malha fechada (2.8) sujeito a retardo constante no tempo,
ou seja, 11 =0. Seja T1 o limitante para o tamanho do retardo no tempo T1(t) e y>R™ o nivel
de atenuacdo de distiirbios Hs.. Se existirem matrizes simétricas X =0, H; =0, Q1 ~=0eZ; -0

e uma matriz\l1 que satisfacam as LMIs:

Yui Y XE fléiTzl ey
« —-Qp 0 rlAajzl C(L.

* + -yl uE'zy F'| <0 (2.37)
* * * —-11Z; O
* * * * —1

Vi=1,...,K

Hi Vi

{Vf ZJ >0 (2.38)

com

Yii 2 XA +ATX+TH +Vi+V] +Q;
Yii £ XAg—V1

Entdo este sistema € robustamente estavel com nivel y de atenuacdo de distirbios H., para

qualquer condicdo de retardo constante no tempo T1(t) que satisfaca (2.4). A
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2.4 Sistemas a Tempo Discreto

24.1 Resolvendo o Problema P4}

Teorema 3 Considere o sistema em malha fechada (2.8). Seja 11 o limitante para o tamanho
do retardo no tempo 11(t) ey>R™ o nivel de atenuacio de distiirbios He. Se existirem matrizes

simétricas X = 0, Hy =0, Q1 > 0 e Z1 = 0 e uma matriz\'1 que satisfacam as LMIs:

r -v ATX TA-=N)Tzy C]
x —Q O Agrix flAgrizl cgri
* * -yl E'X flEi Z1 F
. ) . Y 0 0 <0 (2.39)
* * * * AL 0
| * * * * * —I |
Vi=1,...,K
Hi Vi
{VlT Zl] =0 (2.40)

com
[ 2 X+THi+Vi+V] +Q;

entdo este sistema € robustamente estavel com nivel y de atenuacdo de distiirbios H., para

qualquer condicdo de retardo no tempo T1(t) que satisfaca (2.5). O

Demonstracao: Considerando a seguinte identidade:

S Ak = x(t) x(t_1(t)). (2.41)
k=t—1(t)

na qual Ax(K) = x(k+1) —x(k), o sistema (2.8) pode ser reescrito como:

-1
X(t+1) = (A+Ag)x(t) —Aq tz Ax(K) +Ew(t),
k={=(1) (2.42)

2(t) = Cx(t)+Cax(t —T(t)) + Fw(t).



CAPITULO 2. ANALISE DE ESTABILIDADE Hs 26
Considere o seguinte funcional tipo Lyapunov-Krasovskii:
\ (X(t),X(t —Tl(t)),W(t),t) =V1+V2+Vs3 (243)
com
Vi o= xT(O)Xx(t),
-1 t-1
Voo = S Y X (KZadx(k),
s=—Ty(t) k=t+s
t-1
V3 = z XT(k)Q1X(k).
k=t—14(t)
Tomando a diferenca de (2.43) obtém-se:
AV (1) = AV1 + AV, + AV, (2.44)
com
AV; = X' (t) [(A+Ag)TX(A+Ag) —X]x(t)
o ot
2" (O)(A+A) XA Y Mx(k) (2.45)
k=t—T14(t)
t-1 L t-1
+ Y XK JAXA| Y Ax(k) (2.46)
k=t—T4(t) k=t—T4(t)
+2[xT(O(A+A)" = 5 AXT(KA]| XEw(t) (2.47)

k=t—T11(t)

+wT (HETXEwW(t),
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t—1

N, = ut)AX (OZbx(t) - Y AT (k)Zadx(k)
k=t—T11(t)
< T (O)AXT (1) Z1AX (1) (2.48)
t—1
- Y MX(KZiax(K), (2.49)
k=t—1,

Az = xT(0)Qux(t) —xT (t —11(t))Qux(t —T1(t)).

Aplicando o limitante superior para o produto interno de dois vetores, Lema 2 na pagina 4,

para o termo (2.45), segue que

(2.45) < Te(t)xT (1)Hx(t)

-1
+2x7 (1) [V — (A+Aq)TXAq] tz Ax(k) (2.50)
=t-T11(t)
t—1
+ Y MXT(K)ZiAx(K) . (2.51)
k=t—11

Esta limitac3do é verificada se as matrizes Hq, V1 e Z; satisfizerem a restricdo:

Hi Vi
{Vf ZJ = 0. (2.52)

Desenvolvendo os termos (2.46), (2.47), (2.48) e (2.50), realizando as devidas eliminagdes
dos termos (2.49) e (2.51) e considerando T; como o limitante para o tamanho do retardo T1(t),

pode-se reescrever (2.44) como:

xt) 17 X(t)
AV() < [xt—T(t) | Ag|xt—T1(t)) (2.53)
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com ~ ~ o~ ~ ~ -~
= V+ATXAg+T1(A=1)TZ1Ag ATXE+T1(A-1)TZ4E
Ng 2 | * —Q+ALXAg+T1A] Z1Aq A$XE+legrzlE ,
x x E'XE+TE'Z41E

(1>

ATXA—X +TH +Vi+V] + Q1 +T1(A—1)TZ1(A-1),

quando Hi, V1 e Z; satisfizerem (2.52).

Considerando o indice de desempenho #:
J= Za 27 (t)z(t) — YW (t)w(t)] (2.54)
=

e assumindo, sem perda de generalidade, condi¢cdes iniciais nulas e estabilidade para o sistema
(2.8) implica que V(+)[t=0 =0 e V(*)|t—oo — €, com € — 0 se W(t) =0 ou € < o se w(t) # 0.

Assim, pode-se escrever:

7< i[f(t)z(t) AW (Ow(t) + AV ()] (255)
t=
e ainda,
o[ xt) 17 X(t)
JSZ) X(t—11(t)) | Ag | X(t—Ta(1)) (2.56)
t= w(t) w(t)

e ¢
Ny ENg+ | = Cng C;er ,
* * —VI+FTF

e que expandido através do complemento de Schur fica:

T —v; 0 A™X ©[uA-1)Tzy CT]
* —Ql 0 ATX f1AT21 éT
% =V E%X flEdle |:dr
*
*
%

lI>

Ad <0,

* * —X 0 0
* * * —NZ 0
* * * —1
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com
[ 2 X+THi +Vi+V +Qu,

quando Hi, Vi e Z; satisfizerem (2.52).

Considerando que as LMIs (2.39) asseguram que Aq < 0 para todo o dominio de incertezas
P, com base em (2.56) temos que J < 0 para todo W(t) € ¢2 ndo nulo. Assim, o sistema (2.8)
é garantido ser robustamente estdvel com nivel y de atenuacio de distiirbios #Hc,, para qualquer

condicdo de retardo que satisfaca (2.5), concluindo a demonstrac3o. |

2.5 Conclusao

Neste capitulo, os problemas de andlise de estabilidade robusta #H e de sintese de controladores
robustos #, considerados neste trabalho de dissertacdo foram apresentados em formulacdes
gerais e em formulacGes especificas, considerando classes particulares de sistemas. Abordagens
dependentes do retardo foram desenvolvidas em termos de LMIs e apresentadas nas formas de
teoremas e corolarios para tratarem os problemas formulados, voltados a analise de estabilidade

robusta e desempenho .



Capitulo 3

Sintese de Controle %,

3.1 Introducao

Neste capitulo abordagens dependentes do retardo no tempo serdao desenvolvidas para a sintese
de controladores robustos #, a partir dos resultados de andlise de estabilidade robusta e desem-

penho # desenvolvidos no capitulo anterior.

3.2 Sistemas a Tempo Continuo

3.2.1 Resolvendo o Problema PC;léz

Teorema 4  Considere o sistema em malha aberta (2.3). Sejam f172 e C12 os respectivos
limitantes para o tamanho dos retardos T12(t) e suas taxas de variacées e y € R* o nivel de
atenuacio de distiirbios H,. Se existirem matrizes simétricas Y > 0, Mio =0 Wyp>~0e

R12 = 0 e matrizes N1, e L que satisfacam as desigualdades matriciais:

(Wi Wi W13 E etWisi  eWisi Wiz |
x  —-Wp 0 0 eYA] eYAL YCL

* x  —W, 0 elL'B} elL™B} LTD]
% - x =Yl eEl  eF FT | <0 (3.1)
* * * * —e1R; 0 0
* * * * * —e7R» 0
|+ * * * * * -]
Vi=1,...,K

30
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Ml Nl M2 Ng
- -
{Nf YRl‘lY] =0, [NZT YRz_lY] =0 (32)
com
Wi £ AY —f’YA;r +BiL+ LTB;r +T11M1 +ToM
1 1
+Np+N{ +Np+NJ + ——W; + W,
—Q 1-¢
Wi £ AgY —Ng
Wisi £ Bgil—Np
W5 2 YA +LTB!
Wi 2 YAl +LTBf
Wiz = YCE.T +L'Df
T
e1 £
1jC1
2
€2 £
1-¢

ent3o este sistema € estabilizdvel por um controlador s, de realimentacio de estados de ganho
K =LY 1 que garante ao sistema em malha fechada (2.7) estabilidade robusta para quaisquer
condi¢cdes de retardos 11 2(t) que satisfacam (2.4) e nivel y de atenuacdo de distirbios He para
todo W(t) € Ly ndo nulo. O

Nota 1 Este ultimo teorema descreve condicbes suficientes para se obter um controlador ro-
busto H.No entanto, as desigualdades matriciais (3.1)-(3.2) ndo formam um conjunto de LMIs.
Assim, a procura por uma solucdo factivel para as varidveis matriciais € descrita como um pro-
cedimento de otimizacdo ndo-convexo. Duas alternativas serdo apresentadas para a solucdo do
teorema. A primeira, mais simples, porém como sera discutido mais conservadora, envolve uma
escolha particular para as varidveis R1 2 em (3.2), tornando o problema convexo. A segunda con-
sidera uma estratégia para lidar com as desigualdades matriciais ndo-convexas, porém ao custo
de ndo haver um solugcdo numérica sistemdtica globalmente convergente. Na secdo 3.4 serdo
apresentados detalhes de como estes dois topicos podem ser abordados a fim de se construir
estratégias de solucdo para todos os teoremas e corolarios desenvolvidos neste trabalho para

tratarem os problemas de controle Hs, definidos no capitulo anterior. A
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A demonstracdo do Teorema 4 parte do resultado de analise apresentado no Teorema 1.

Demonstracdo: Pré e pés-multiplicando a LMI (2.10) pela transformagao de similaridade

diag [x—l,x—l,x—1,|,zl—1,zz—1,| , (3.3)

com Ai e éi substituidos pelas expressoes A; + BiK e Cj + DjK, respectivamente, obtém-se

Y Y1 Y3 Ei  ea(X AT +XIKTB)
«  —XT1QiXt 0 0 erX 1A}
* * —X71Qx7t 0 e1X *KTB};
* * * —y2| elEiT
* * * * —elz{l
* * * * *
| X * * *

e2(X AT +X7IKTBT) X~ICT + XKD
e X 1AL x-1c
e X 1IKTB]; X~IKTD[,
= R <0 (3.4)
0 0
—epZ; 0
* —I |

com

Yii 2 AX T XIAT 4 BiKX 14+ X IKTB] + T X THix L

+X T TH X T X T X e XX e x o x
1 1

XWX 14— X 1o x 14+ ——x1Qx!
+ 2 +1_Cl Ql +1_c2 Q2 )

Yii £ AgX P =XTtviX

Yisi & BgKXT—X"vox 1,
T1

e = ,

! 1jC1
T

€2 =S 2

1-¢°
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Pré e pés-multiplicando as LMIs (2.11) pela transformac3o de similaridade
diag [X 1, X7, (3.5)
obtém-se

> 0. (3.6)

X-vfx-1 x-1z;x-1 XWX X-1zx-1) =

X~tH Xt x—lle—l} 0 [x—lex—l X~hv,x -1

Considerando as mudancas de varidveis: Y = X1 Mo = X’1H172X*1, Nio = X*1V1,2X*1,
Wi, = X_lQl,ZX_l, Rio = Zl_% e L =KX obtém-se imediatamente as restricdes (3.1) e (3.2),
concluindo a demonstracao. [ |
Para o caso particular em que o sistema (2.3) apresente retardos constantes no tempo o

Teorema 4 se reduz ao seguinte resultado:

Corolario 3  Considere o sistema em malha aberta (2.3) sujeito a retardos constantes no tempo,
ou seja, T1.2 =0. Sejam T12 os limitantes para o tamanho dos retardos T12(t) ey € R™ o nivel
de atenuacido de distirbios Hs.. Se existirem matrizes simétricas Y = 0, Mi2 >0 Wip>~0e

R12 = 0 e matrizes N1, e L que satisfacam as desigualdades matriciais:

(Wi Wi Wi B TWisi Wi Win |
x —Wp 0 0 TYA} TYA, YCl

* +  —W, 0 TL'By TL'Bf LD}
% % * -yl wE'  TE R | =<0 (3.7)
* * * * —T1Ry 0 0
* * * * * —T2R» 0
| x * * * * =]
Vi=1,...,K
M1 N1 M- N>
- -
NE vai] =0 [N v =0 49

com

Wy £ AiY‘|—YAiT+BiL+LTBiT+f1M1—|—f2M2
+Ng 4+ N{ +No +NJ + W+ W,
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Wi £ AgY —N;
Wiz = Bgil—N
Wi, 2 YA +LTB
Wi = YAT+LTBf
Wiz £ YC +LTDf

ent3o este sistema € estabilizdvel por um controlador Hs, de realimentacio de estados de ganho
K = LY~ que garante ao sistema em malha fechada (2.7) estabilidade robusta para quais-
quer condicbes de retardos constantes T12(t) que satisfacam (2.4) e nivel y de atenuagdo de
distiirbios He para todo w(t) € Ly ndo nulo. O

3.22 Resolvendo o Problema P(CLL

Teorema 5  Considere o sistema em malha aberta (2.3) onde T5(t) = T1(t). Seja T1 e Q1 os
respectivos limitantes para o tamanho do retardo 11(t) e sua taxa de variacgdo e y€ R o nivel
de atenuacio de distiirbios H,. Se existirem matrizes simétricasY =0, My =0, Wy =0eR; =0

e matrizes N1 e L que satisfacam as desigualdades matriciais:

Wi Wi B ei(YAT+L'BT) YCT+L'Df
x  -Wp 0 el (YAL+LTBL) YCL+LTD}

* - = FT <0 (3.9)
* * * —e1Ry 0
* * * * —1
Vi=1,...,K
M; Ny
[NlT YRllY} =0 (3.10)

com

Wi 2 AY +YAT +BL4+LTB] +TiMy 4+ Ny + N + Wi

1-¢

Wi £ AgY +Bgil —N;
11

1-¢

lI>

€1
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ent3o este sistema € estabilizdvel por um controlador Hs, de realimentacio de estados de ganho
K =LY ! que garante ao sistema em malha fechada (2.8) estabilidade robusta para qualquer
condicdo de retardo T1(t) que satisfaca (2.4) e nivel y de atenuacdo de distirbios Hs para todo
W(t) € Lz ndo nulo. O

A demonstracdo deste teorema parte do resultado de andlise apresentado no Teorema 2.

Demonstracdo: Pré e pés-multiplicando a LMI (2.33) pela transformag3o de similaridade

diag | X5 x7 L1z, (3.11)

com Ai, Adi, éi e édi substituidos pelas expressdes Aj + BiK, Agi + BgiK, Ci + DiK e Cq4i + DgiK,

respectivamente, obtém-se

Y Y12 Ei es(X AT +X7K™BT) X~ +X~IKTDf
£ —X7IQX7t 0 ey(X!AL4+XIKTBL) X-ICL+XKTD]
% * —VA e1E FT <0 (312
* * * —elzl—l 0
* * * * —1
com

Yui 2 AXTLExXTIAT 4 BKX T XIKTBT 41X H Xt
1

+Xx Tt x g x—1+—1 c X 1Qix 1,
—\(1

Yigi £ AgX T4+BgKX T —X"tvix
T1

1-¢

lI>

Pré e pés-multiplicando a LMI (2.34) pela transformagdo de similaridade
diag [X 1, X7, (3.13)

obtém-se ) ) ) .
X TH X1 X~hvpx -
Ty 1w lo.y-1|Z0. 3.14
X~ x=t x-lz;x=t) = (3.14)
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Considerando as mudancas de varidveis: Y = X1 M; =X TH XL Np =X vpx T
Wy =X1Q1X1, Ry =2 e L=KX™! obtém-se imediatamente as restricdes (3.9) e (3.10),

concluindo a demonstracao. [ |

Para o caso particular em que o sistema (2.3) apresente um mesmo retardo constante no
tempo para o vetor de entradas de controle e para o vetor de estados, o Teorema 5 se reduz ao

seguinte resultado:

Corolario 4 Considere o sistema em malha aberta (2.3) sujeito a retardos constantes no tempo
com To(t) = T1(t). Seja T1 o limitante para o tamanho do retardo 11(t) e y€ R o nivel de
atenuacdo de distirbios H,. Se existirem matrizes simétricasY =0, My =0, W; -~0eR; =0e

matrizes N1 e L que satisfacam as desigualdades matriciais:

Wi Wi B T (YAT+L'B!) YCT+LTD]
« Wi 0 T (YA +LTBE) YCG+LTD]

* T TuE R <0 (3.15)
* * * -T1R; 0
* * * * —I1
Vi=1,...,K
My N1
com
Wi = AY +YAiT +BiL+ LTBiT +T1M1 + Ny + Nir +Wq

Wi £ AgiY +BgiL—Ng

ent3o este sistema € estabilizavel por um controlador Hs, de realimentacio de estados de ganho
K =LY ! que garante ao sistema em malha fechada (2.8) estabilidade robusta para qualquer
condicdo de retardo 11 (t) que satisfaca (2.4) e nivel y de atenuagcdo de distiirbios He para todo

w(t) € L ndo nulo. O
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3.3 Sistemas a Tempo Discreto

3.3.1 Resolvendo o Problema PC;ld

Teorema 6  Considere o sistema em malha aberta (2.3) com T2(t) = T1(t). Seja 11 o limitante
para o tamanho do retardo T1(t) e y € R o nivel de atenuacdo de distirbios Hs. Se existirem
matrizes simétricas Y > 0, M1 = 0, Wy = 0 e Ry > O e matrizes N1 e L que satisfacam as

desigualdades matriciais:

(@11 N1 0 Dy iP5 Pugi|
* =W Cy)2 CDZ'F” T_1q32_|1_-',i CDZ_l(_Si
. . . _y 0 0 <0 (3.17)
* * * —1R; 0
| x * * ]
Vi=1,...,K
M1 Np
— :
[NIT YRl_lY} z 0 (3.18)
com
Py = —Y—l—flMl—l—Nl—i-Nir-i-Wl,
D 2 YA +LTB,
D5 2 YAT+LTBT -V,
P 2 YCT+LTD],
@i £ YAG+L'B,
@5 £ YAG+L'Bg,
Py 2 YCL LD

ent3o este sistema € estabilizdvel por um controlador Hs, de realimentacio de estados de ganho
K = LY ! que garante ao sistema em malha fechada (2.8) estabilidade robusta para qualquer
condicdo de retardo T1(t) que satisfaca (2.5) e nivel y de atenuacdo de distirbios Hs para todo
W(t) € £2 ndo nulo. O
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A demonstracio deste teorema parte do resultado de andlise apresentado no Teorema 3.

Demonstracdo: Pré e pés-multiplicando a LMI (2.39) pela transformagao de similaridade

diag X‘l,X‘l,I,X‘l,Zl_l,l] , (3.19)

com Ai, Adi, éi e édi substituidos pelas expressoes Aj + BiK, Agi + BgiK, Ci + DiK e Cq4i 4+ DgiK,

respectivamente, obtém-se

F—xvxt 0 XA +X1KTBf
« —X71Qix7t 0 XTIAL +X7IKTB]
* * —VA EiT

* * * —x1

* * *

* * *

T (X IAT +X7IKTBT —X~1)  X~ICT + X~IKTD] ]
U(XTTAL A XTIKTBE)  XTIC +)$*1KTDgi

= F
0 0 <0 (3.20)
—flzl_l 0
" —1

com
[ 2 X 1o X tHX L Xy L Xy x4 x 1 x 1.
Pré e pés-multiplicando a LMI (2.40) pela transformagdo de similaridade
diag [X 1, X7, (3.21)

obtém-se . . . )
X7THiX— X7V X~
>~ .
X-vx-1t x-1z;x-1| = 0. (3.22)
Considerando as mudancas de varidveis: Y = X1, My = X IHi X1, Ny = X vix—1,
Wy =X"1QiX ™%, Ry =271 e L=KX ™! obtém-se imediatamente as restrices (3.17) e (3.18),

concluindo a demonstracao. [ |
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3.4 Meétodos para Linearizacao

Para se transformar os conjuntos de desigualdades matriciais dos Teoremas 4, 5 e 6 e Co-
rolarios 3 e 4 em conjuntos de LMIs, afim de se resolverem os problemas (PCws?), (PCSL) e
(PC;ld) como problemas de factibilidade ou otimizag3o linear, propde-se duas opgdes: (i) Adota-
se uma linearizagdo forcada fazendo Ry 2 =Y, ou (ii) adota-se o mesmo procedimento proposto

em [13] e [21] no qual as desigualdades matriciais

Mi2 N2
I ) >_
[ : YRI%Y] =0 (3.23)

sao substituidas pelo conjunto de desigualdades matriciais linearizante

Mio Nip <0 §1,2 Y:1,2 “ 0
* Si2| =7 *  Ryp| =77

S12 | Y o Rip |
[ * 81,2} EO’ {* Yl.,Z} EO, [ * Rl,Z} EO

e os problemas de factibilidade ndo-convexos definidos pelos Teoremas 4, 5 e 6 e Corolarios 3 e

(3.24)

4 passam a ser tratados como problemas de otimizacdao nao-lineares sujeitos a restricoes LMls.

Embora a primeira opg¢do para linearizacdo seja simples e conduza a formulagdes de problemas
lineares convexos para a solucdo dos teoremas e coroldrios mencionados, essa escolha, inevita-
velmente, introduz conservantismo nas solucdes destes problemas, haja visto que, o espaco de
procura de solu¢Ges sofre uma limitacdo com a perda de tantos graus de liberdade quanto for o
nimero de varidveis eliminadas.

A segunda opg¢ao permite que se obtenham solucoes menos conservadoras que a primeira,
no entanto, faz-se necessdrio a utilizacdo de um mecanismo iterativo de solucdo descrito pelo
seguinte algoritmo baseado no método de linearizagdo descrito em [19].

Algoritmo de Linearizacio®:

1. Dados os limitantes dos retardos no tempo f172 e G2 e o nivel y de atenuagdo de

distdrbios #, inicialize uma varidvel de contagem (k = 0) e encontre um conjunto factivel

40 algoritmo apresentado esta associado a resolucdo do Teorema 4. Considerando-se os Teoremas 5 e 6 e Co-
rolarios 3 e 4 devidas adaptacdes deverdo ser realizadas.
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de matrizes <882,Y0, sz, §fz,\?102, F\A’fz> que satisfacam as restricdes (3.1) e (3.24).
2. Resolva o problema

min o Trago{fk}
(M1,2,W1,2,N1,27|-751,27Y7R1,2731,2,Y1,27R1.2)

s.a (3.1) e (3.24)
com . . A R
fk 2 [(SKSy+SKS) +-YKY 4+ YKV, +RERy +RERy)
+ (SA|§32 + S|2‘§2 —i—?zkY +YRY, + F\A’ERz + R'gliz)] )

3. Seo Trago{fk} — [(3n) +(3n)] e as desigualdades matriciais (3.2) sdo verificadas, entdo
existe um controlador H, de realimentacdo de estados de ganho K = LY ~! que garante
o nivel y de atenua¢3o de distdrbios H. dado. Termine retornando o ganho K do contro-
lador . Se as desigualdades matriciais (3.2) ndo sdo verificadas ent3o faga §'1(+1 =S,
SIIH =S, YA1k+1 _ ?1, y k+1 -V, F@Iftl _ Fil, R';H — Ry, §I2<+1 _ §2, S;H — S, Y“2k+1 :YAZ,
|§|§+1 =Ry, R'g+1 =R, e incremente o contador de iteragdo (k=k+1). Se k < kmax
(Kmax representa o nimero maximo de interagdes permitidas) entdo retorne ao passo 2,

caso contrario, termine retornando que n3o foi possivel obter a solucdo com kmax iteracdes.

Baseando-se no algoritmo apresentado dois caminhos podem ser seguidos. O primeiro estd
relacionado com o problema de se determinarem os valores maximos permitidos para os limitantes
Ty dos retardos no tempo. Para isto basta adicionar a seguinte informagdo ao passo 3: se
as desigualdades matriciais (3.2) s3o verificadas ent3o T; e/ou Tp podem ser aumentados e o
algoritmo deve retornar ao passo 2. O segundo caminho estd relacionado ao problema de se
determinar o valor minimo para o nivel y de atenuac3o de distirbios #. Procede-se de maneira
similar ao caso anterior adicionado a seguinte informagdo ao passo 3 do algoritmo proposto: se
as desigualdades matriciais (3.2) sdo verificadas entdo Yy pode ser reduzido e o algoritmo deve
retornar ao passo 2.

Ainda com relacdo ao problema de se determinar o valor minimo para o nivel y de atenuagao
de distiirbios # deve-se ressaltar que a utilizacdo do procedimento de linearizaco forcada pode
ser vista como um ponto de partida, no qual se determina um valor inicial y a ser utilizado na

inicializacao do algoritmo de linearizac¢ao.
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Deve-se ressaltar que algoritmo de linearizagdo tende a ser bastante sensivel as variagdes nos
pardmetros T12 e Y a medida que estes se aproximam dos valores étimos. Esta sensibilidade
poderd ser percebida com o crescimento do nimero de iteracoes necessarias no intervalo entre

as variacoes em fl,z ouy.

3.5 Conclusao

Neste capitulo abordagens dependentes do retardo no tempo foram desenvolvidas sob formas
de teoremas e coroldrios para a sintese de controladores robustos #,. Os teoremas e corolarios
apresentados recaem em problemas de factibilidade n3o-convexos. Como alternativas para a
solucdo destes problemas foram apresentados dois procedimentos. O primeiro baseando-se em
uma linearizagdo forcada através de uma escolha particular para as varidveis Ry, e segundo

baseando-se em um mecanismo iterativo descrito por um algoritmo de linearizacao.



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

4.1 Introducao

Neste capitulo, uma série de exemplos numéricos serdo realizados, afim de se evidenciarem as
potencialidades e eventuais deficiéncias das abordagens desenvolvidas neste trabalho. Todos os
exemplos considerados foram retirados de literatura recente abordando o tema [6], [8], [9], [10],
[11], [16] e [28]. O desenvolvimento dos exemplos apresentados tera um carater fortemente com-

parativo entre as diversas abordagens existentes na literatura e as desenvolvidas neste trabalho.

4.2 Exemplo 1: PC.L

Este exemplo considera um modelo de sistema bastante estudado na literatura®, sendo um caso
particular do problema (P(Cxk).
Considere o seguinte sistema continuo, LIT e sujeito a retardo constante no tempo no vetor

de estados:
X(t) = AX(t)+Agx(t—1t1)+Bu(t) + Ew(t)

z(t) = Cx(t)+Du(t) (4.1)

descrito, de acordo com a descricdo generalizada de sistema (2.3), pelas matrizes:

S S I B O

C=[0 1], C4=[0 0], D=0.1, Dg=0, F=0

SInvestigado em [8], [9], [10] e [11], sendo uma adaptac&o do sistema do Exemplo 2 de [6].

42
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A natureza continua e constante do retardo no tempo T1 que atua neste sistema implica a
consideracao dos limitantes do retardo no tempo como sendo®: T eRT e =0 (satisfazendo
as restrigdes (2.4)). Assim, para este problema, utilizar-se-do os Corolarios 2 e 4, para fins de
anélise de estabilidade #, e sintese de controlador #, respectivamente. (Veja péaginas 24 e
36).

Como apresentado’ em [8], [10] e [11], utilizando-se o método indicado no Corolario 3.2
de [6], o valor minimo do nivel y de atenuagdo de distdrbios #e, obtido para uma condi¢do de

retardo constante no tempo limitado a T; = 0.999s, foi

com ganho
K[6] =[—0.10452 —749058]

para o controlador de realimentacao de estados.

Por outro lado, utilizando-se o Coroldrio 6 de [10] e o Lema 3.1 de [8], valores minimos

idénticos para o nivel de atenuac3o de distiirbios # foram obtidos

V[lO] = V[8] =0.22844

com o mesmo ganho

Kiio) = Kgy = [0 —182194]

Utilizando-se o Coroldrio 2 em conjunto com o algoritmo de linearizagdo proposto na pagina 39,
pode-se obter, para a mesma condicio de retardo no tempo T; = 0.999s e o mesmo nivel

y=0.22844 (obtido acima), o seguinte ganho para o controlador Hc,

K =[—0.0006 —14.4847]

Entretanto, despendendo um pouco mais de esforco computacional, pode-se obter um nivel

6Em [10] e [11] fez-se a mesma considerag&o ao se utilizar a abordagem para retardos variantes no tempo.
0Os resultados apresentados em [10] e [11] s3o id@nticos. Assim, apenas os resultados de [10] serdo referenciados.
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garantido de atenuacdo de distirbios #s

com ganho

% = [—0.00023 —14.6794]

Utilizando-se o Corolario 4 e considerando o sistema (4.1) realimentado com o controlador

K1, pode-se verificar que o controlador %3 assegura um nivel de atenuacdo de distirbios Hc,
Ya=0.1770

ao sistema realimentado.

A evolugdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com o controlador X3, para a condi¢do
inicial x(t) = [1 1]T ¥t € [11,0) e condigdo de retardo constante no tempo Ty = 0.999s, é apre-
sentada na figura 4.1.

O diagrama de valores singulares da matriz de transferéncia Hpy é apresentado na figura 4.2.
Observa-se a consisténcia das informagdes sobre o valor singular maximo Opax(Haw) =0.1758 e
o nivel y5 =0.1770 assegurado.

Em um outro cendrio, onde o objetivo principal é encontrar um controlador #,, tal que o sis-
tema realimentado suporte o maior retardo no tempo possivel, tem-se que o método apresentado
em [6], Coroldrio 3.2, permite que se encontre controladores para o retardo méximo T3 = 0.999s.

Em [9], o maior retardo no tempo permitido é f[g] = 1.28s, com Y[o] = 0.18 e ganho
K[9] =[0 —130.38]

J& em [10], usando o Teorema 5, o maior retardo no tempo permitido é f[lO] =1.408s, com
Y[10] = 106.1506 e ganho
K[10] =[—156.36 —1439.66]

Por outro lado, utilizando-se a abordagem desenvolvida neste trabalho, Corolario 2 e algoritmo
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Figura 4.1: Evolugdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com %3 para a condi¢cdo de
retardo constante no tempo 17 = 0.999s.
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Figura 4.2: Diagrama de valores singulares da matriz de transferéncia Hay do sistema (4.1) rea-
limentado com %3 para condi¢do de retardo constante no tempo 11 = 0.999s.
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de linearizacio, mesmo para a condicdo de retardo limitado no tempo T; = 5S, pode-se obter um

controlador H, estabilizante para o sistema (4.1), descrito por:
Ko =[—102.4825 —136.66]

que garante um nivel y= 22. Entretanto, como se pode notar, o aumento do tamanho do
retardo maximo que o sistema pode suportar implica na degradacao do nivel de atenuacao de
disttirbios Hz,.

A evolucdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com o controlador %3, para uma
condicio inicial x(t) = [1 1]T vt € [11,0) e condicdo de retardo constante no tempo Ty = 58, é
apresentada na figura 4.3.

Na figura 4.4, apresenta-se a evolugdo dos estados do sistema (4.1) para dois casos. O
primeiro caso considera o sistema realimentado com o controlador obtido em [10], K[lO]' para
o qual o maximo retardo no tempo permitido foi f[lO] = 1.408s (trago continuo). O segundo
caso considera o sistema realimentado com o controlador &>, obtido usando-se a abordagem
desenvolvida neste trabalho, para a condicdo de retardo maximo limitado a Ty = 5S, porém
sujeito a mesma condic3o de retardo T1 = 1.408s (trago descontinuo).

A figura 4.5 apresenta a evolugdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com o contro-
lador K[lO]' para a condicdo de retardo constante no tempo T1 = 5S. Observa-se a incapacidade
deste controlador de se garantir a estabilizacao do sistema realimentado para esta condi¢cao de
retardo, uma vez que os estados dos sistema tendem afastar-se da origem.

Como observacio final, considerando o sistema realimentado com o controlador X3 e sujeito
a retardo no tempo T; = 1.408s, obtém-se, através do Corolario 4, que este controlador assegura
um nivel y; = 3.5345 de atenuacdo de distirbios #. O
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Figura 4.3: Evolugdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com %> para a condi¢cdo de
retardo constante no tempo 11 = 5s.
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Figura 4.4: Evolucdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com K[10] (traco continuo) e %>
(traco descontinuo) para a condicao de retardo constante no tempo 11 = 1.408s.

Tempo (s)

Figura 4.5: Evolugdo dos estados do sistema (4.1) realimentado com K[10] para a condicdo de
retardo constante no tempo 11 = 5s.
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4.3 Exemplo 2: PCL

Este exemplo trata de um caso particular do problema (P(x%) e foi investigado [6].
Considere o seguinte sistema continuo, LIT, incerto e sujeito a retardo constante no tempo

no vetor de estados:

X(t) = AX(t)+Agx(t—11)+Bu(t) + Ew(t)

2t) = Cx(t) (4.2)

que, de acordo com a descri¢do generalizada de sistema (2.3), é representado pelas matrizes:

AZ{S 1$a}’ Ad:{_loJrB —o._91+8}’ B:m’ Bd:m’ E:H

C=[0 1], C4y=[0 0], D=0, Dg=0, F=0
ja] <02, [B]<0.2

Note que este sistema incerto pode ser descrito por um conjunto politépico P (2.2) de quatro
vértices e que a natureza continua e constante do retardo no tempo T1 implica a consideracao
dos limitantes do retardo no tempo como sendo: T; € Rt e ¢; = 0.

Como apresentado no Exemplo 2 em [6], utilizando-se o método indicado no Teorema 3.2
neste artigo, o sistema (4.2) pode ser robustamente estabilizdvel para uma condi¢cdo de retardo
constante no tempo maximo T; = 0.3346s. Além disso, utilizando-se o Teorema 3.4 naquele
artigo, obtém-se como valor minimo para o nivel de atenuacio de distiirbios H, V6] = 1.95,
considerando que o retardo constante no tempo é limitado a T3 = 0.3s.

Utilizando-se a abordagem apresentada em [9] o valor maximo encontrado para o retardo no

tempo foi T; = 1.0512s com Yo = 1.09 x 10 e ganho
Kjg) = 10° x [—0.4061 —2.8622]

J& com a abordagem apresentada em [10] o retardo maximo no tempo foi T1 = 1.0496s com

Y1) = 142 10* e ganho

Kig) = 10° % [~0.4161 —3.1458]
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No entanto, estas abordagens exigem que se faca um ajuste em um parametro livre nas LMls.
Os valores dos parametros ajustados para as abordagens [9] e [10] foram € = —0.24 e € = —0.23,
respectivamente.

Utilizando a abordagem desenvolvida no Corolério 2 deste trabalho, onde o conjunto de desi-
gualdades matriciais foi transformado em um conjunto de LMIs através da linearizacio forcada®

R1 =Y, pode-se obter um controlador ., estabilizante
Kiin =[—102.4825 —136.66]

para o sistema (4.2) e capaz de garantir um nivel minimo VYjin = 25.1814 de atenuagdo de
distlirbios #,, para uma condicio de retardo constante no tempo méximo T; = 0.624s.
Considerando o nivel yjjn = 25.1814 como um ponto de partida para o algoritmo de linea-

rizacdo, proposto na pagina 39, pode-se obter, apds 826 iteracdes, o controlador #
K1 =[—7.6949 —26.1233]

para uma condicdo de retardo constante no tempo limitado a Ty = 1.1s e nivel y= 25.1814
fixado.

Deve-se ressaltar que resultados mais apurados ainda poderiam ser obtidos despendendo-se
mais esforco computacional no seguintes sentidos: (i) reduzir o nivel y, considerando 11 = 1.1s
fixado ou (ii) aumentar o limite T1, fazendo y > 25.1814, ou seja, degradando o nivel y garantido.

A evolug3o do estado X1 (t) do sistema (4.2) realimentado com o controlador X3, considerando-
se os quatro vértices e o modelo nominal, para uma condicio inicial x(t) = [1 1]T Wt € [11,0) e
condi¢do de retardo constante no tempo T1 = 1.1S, é apresentada na figura 4.6.

Considerando a condicdo de retardo constante no tempo limitado a T; = 0.3s, pode-se obter,
através do Corolario 2 em conjunto com o algoritmo de linearizacdo deste trabalho, um nivel
garantido y= 0.0002 de atenuacio de distirbios H. com o seguinte ganho para o controlador
robusto H,

K = [—-0.5059 —2.41 x 10%]

8\eja na pagina 39 a discussao a respeito das implicacdes de se utilizar esta linearizacao.
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Utilizando o Corolario 4 e considerando o sistema (4.2) realimentado com o controlador %>,

pode-se verificar que o controlador %> assegura um nivel de atenuacdo de distirbios H,
Va = 4.4056 x 10>

ao sistema realimentado.

Calculando o valor da norma #H, em cada vértice do sistema incerto, obteve-se
{4.2399 x 107>, 4.2146 x 107>, 4.3050 x 107>, 4.3253 x 10—5}

o que comprova que Ya = 4.4056 x 107°, de fato, assegura o valor do nivel de atenuacdo de
distirbios H, nos vértices do sistema.

O diagrama de valores singulares das matrizes de transferéncia Hay do sistema (4.2) realimen-
tado com %3, considerando os quatro vértices e o modelo nominal, é apresentado na figura 4.7.

As figuras 4.8 e 4.9 apresentam a evolu¢do do estado X1 (t) do sistema (4.2) realimentado com
o controlador %>, considerando-se pontos de operacao nos quatro vértices e modelo nominal,
para uma condicio inicial x(t) = [1 1]T ¥t € [11,0) e condi¢cdo de retardo constante no tempo
Ty = 0.3s. A figura 4.9 contempla um contexto no qual um sinal de ruido® branco de média
zero, covariancia unitaria e amplitude limitada a 10 unidades, corrompe os estados do sistema
realimentado.

As figuras 4.10 e 4.11 apresentam, respectivamente, o sinal de ruido w(t) que foi aplicado ao
sistema (4.2) realimentado com o controlador %> e o sinal de controle z,(t) corrompido.

Lancando mao do cdlculo da norma L, de sinais pode-se obter a seguinte relacao entre os
sinais z2(t) e w(t):

I122(0) .z _ g 653 x 10-¢
Tw(t) |l

Observa-se a consisténcia deste valor comparado ao nivel de atenuacdo de distiirbios Ho,

assegurado Ya = 4.4056 x 10~° para o sistema realimentado. O

90 sinal de ruido & de energia limitada uma vez que foi aplicado ao sistema por um periodo de tempo finito.
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Figura 4.6: Evolucdo do estado x; (t) do sistema (4.2) realimentado com %3 operando em condi¢éo
nominal (trago continuo) e nos quatro veértices (tracos descontinuos) para a condig¢do de retardo
constante no tempo 11 = 1.15s.
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Figura 4.7: Diagrama de valores singulares das matrizes de transferéncia Hzy do sistema (4.2)
realimentado com %>, considerando os quatro vértices e 0 modelo nominal, para condicdo de
retardo constante no tempo 11 = 0.3s.
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Figura 4.8: Evolucgdo do estado x; (t) do sistema (4.2) realimentado com %> operando em condi¢éo

nominal e nos vértices para a condi¢do de retardo constante no tempo 11 = 0.3s.
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Figura 4.9: Evoluc&o do estado x4 (t) do sistema (4.2) realimentado com %> operando em condi¢cdo
nominal e nos vértices para a condicdo de retardo constante no tempo 11 = 0.3s em um contexto

sujeito a ruido.
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Figura 4.10: Sinal de ruido branco de média zero, covariancia unitaria e amplitude limitada a 10
unidades, corrompendo os estados do sistema (4.2), realimentado com %> e operando no modelo
nominal para a condi¢do de retardo constante no tempo 13 = 0.3s.
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Figura 4.11: Sinal de controle z,(t) do sistema (4.2) realimentado com %> com a presenca do sinal
de ruido w(t).



Exemplo 3: PClL 54

4.4 Exemplo 3: PC.L

Este exemplo considera o problema de estabilizac3o robusta e controle # da combust3o interna
em um motor de foguete alimentado com combustivel liquido monopropelente. O problema é
um caso particular do problema (P(ik) e foi investigado no contexto de estabilizacdo em [5],
[7], [21], [29], e no contexto de controle robusto H, em [28].1°

Considere as seguintes equacgdes dindmicas lineares do sistema de alimentacdo de combustivel

e da cdmara de combustdo do motor de foguete apresentadas em [7]:

Gt) = A=1)@t) —AQt —T) +u(t 1)

) = & [-wo+ B2
(4.3

i) = i PR + () —Pe(t)]

Bt) = g —uo)

sendo que t é a unidade de tempo normalizada com o tempo de residéncia do gas, 8y, em regime
permanente, T=T/8y é o retardo no tempo normalizado com T sendo o retardo no tempo em
regime permanente, @(t) = [p(t) — p]/p com p(t) sendo a pressdo instantdnea na cdmara de
combust3o e P sendo a pressio em regime permanente, J(t) = [M; —m]/m com M; sendo taxa
instantanea da massa de liquido propelente injetado e M o valor de m; em regime permanente,
ui(t) = [my(t) —m]/m com i (t) sendo o fluxo instantineo da massa de liquido propelente,
W(t) = [p1(t) — p1]/2Ap com pi(t) sendo a pressdo instantdnea na linha de alimentagdo de
combustivel, p; o valor de pi(t) em regime permanente e Ap = p; — p a queda na pressdo de
injecdo em regime permanente, Po é a pressao regulada que permite alimentacdo constante,
P = p/2Ap, A é o expoente da press3o tal que (fﬁ)‘) seja constante, & representa o comprimento
fraciondrio para a pressdo de alimentacao, J é o parametro de inércia da linha de alimentacao e
E é o parametro de elasticidade da linha de alimentacdo.

Considerando o conjunto de equagdes (4.3), U= (po — P1)/2Ap como a varidvel de controle,
X(t) = [@(t), i (t), (1), P(t)]T como um vetor de estados e os seguintes valores representativos

para os parametros: P=1, { =0.1, J =2 e E =1, pode-se escrever o sistema a ser controlado

10Em [28] e [29] o problema foi abordado considerando-se a presenca de retardos distribuidos no tempo.
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como: X(t) = AX(t)+Adx(t—T) +Bu(t) + Ew(t)

z(t) = Cx(t)+Duft) (4.4)

que, de acordo com a descri¢do generalizada (2.3), é representado pelas matrizes:

A=1_05556 0 —05556 0.5556 | —0.15<A <0.15
| 0 1 -1 0
__# 0 % 0 0 0 0
0 00 O 5 0 0
Ad: 0 0O 0 o’ B= 0l° Bd— IE E = 1
| 0 0 0 0 0 0 0
C=[1 0 0 0], C4g=[0 0 0 0], D=1, Dg=0, F=0

Note que este sistema incerto pode ser descrito por um conjunto politépico P (2.2) de
dois vértices e que a natureza continua e constante do retardo no tempo T em (4.4) implica a

consideracdo dos limitantes do retardo no tempo T1(t) em (2.3) como sendo: T € RT e ¢g =0.

Considerando o limitante para o retardo no tempo T; = 1 pode-se obter, utilizando a abor-
dagem desenvolvida no Coroldrio 2 deste trabalho em conjunto com o algoritmo de linearizag3o

da pégina 39, o seguinte controlador Ho,
K =[145.6692 —35.4270 —82.9074 —168.7268]

que garante um nivel y= 18.1295 de atenuacdo de distirbios #.

Utilizando o Corolério 4 e considerando o sistema (4.4) realimentado com o controlador X,

pode-se verificar que o controlador K assegura um nivel de atenuacio de distiirbios He
Ya = 18.1200

ao sistema realimentado.

As figuras 4.12 e 4.13 apresentam a evolugdo dos estados X(t) do sistema (4.4) realimentado

com o controlador X para os dois vértices que caracterizam o conjunto de incertezas politépicas.
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Foi considerada a condicio inicial x(t) = [1 1 1 1]Vt € [11,0) e a condicio de retardo constante
no tempo T =1s.

As figuras 4.14 e 4.15 apresentam o comportamento do sistema realimentado considerando
modelos para diferentes valores do pardmetro incerto (A) e o modelo nominal para diferentes
condicOes de retardo constante no tempo T.

O mesmo problema foi resolvido utilizando-se as abordagens apresentadas em [9] e [10].
Com a abordagem de [10], o valor minimo do nivel de atenuagdo de distirbios ., obtido foi

y = 37.8369s para o parametro € = —0.265 e ganho

K=108x[1.9132 —0.1653 —0.2764 —2.0258].

J4 com a abordagem apresentada em [9], o valor minimo do nivel de atenuag&o de distdrbios

Hy obtido foi y=17.9553s para o parametro € = —0.201 e ganho

K =108 x[0.6705 —0.1031 —1.0097 —0.8381].

Observa-se nestas abordagens, a tendéncia a obtencdo de controladores com altos ganhos.
Este problema pode ser em parte contornado, fazendo-se a restricdo extra Q1 = nl, comn €R™,
ao conjunto de LMIs daquelas abordagens.

Assim, procedendo-se conforme observado acima, pode-se encontrar, com a abordagem [10],

fazendo-se N =5 x 1075 e € = —0.265, o controlador
K[lO] —10°% x [4.0223 —0.3488 —0.5062 —4.2543]

que garante Y[10] = 38.0052s e, com a abordagem [9], fazendo-se N =5x 104 e £ = —0.201, o

controlador
K[g]:102><[3.9115 —0.6019 —3.5930 —4.6476].

que garante Yo = 18.0372s
A figura 4.16 apresenta simultaneamente a evolugdo do estado X (t) do sistema (4.4) reali-
mentado com X, com K[lO] e com K[g], considerando-se o0 modelo nominal para a condicao de

retardo constante no tempo T = 1s.



EXEMPLO 3: PCLL 57

Tempo (s)

Figura 4.12: Evolugdo dos estados x(t) do sistema (4.4) realimentado com %, operando no vértice
com A = —0.15, para a condigdo de retardo constante no tempo 1 = 1s.
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Figura 4.13: Evolucdo dos estados x(t) do sistema (4.4) realimentado com X, operando no vértice
com A = 0.15, para a condicdo de retardo constante no tempo T = 1s.
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Figura 4.14: Evolucdo do estado x; (t) do sistema (4.4) realimentado com %, considerando mode-
los nos quais o parametro incerto (A\) assume os valores {—0.15, —0.075, 0, 0.075, 0.15} (tracos
continuos) e o valor fora da faixa garantida de estabilizacdo A = 0.28 (traco descontinuo), para
a condicgao de retardo constante no tempo T = 1s.

|
0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)

Figura 4.15: Evolucdo do estado xi(t) do sistema (4.4) realimentado com %, considerando o
modelo nominal em condi¢Bes nas quais o retardo constante no tempo, T, assume os valores
{0.4,0.6,0.8,1} (tracos continuos) e o valor fora da faixa garantida de estabilizacdo 1 = 1.4
(traco descontinuo).
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A figura 4.17 apresenta o diagrama de valores singulares das matrizes de transferéncia Hay
do sistema (4.4) realimentado com %, considerando-se os dois vértices e o modelo nominal e a
figura 4.18 apresenta o diagrama de valores singulares da matriz de transferéncia Hzy do modelo

nominal do sistema (4.4) realimentado com %X, com K[lO] e com K[g]. O

|
0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)

Figura 4.16: Evolucdo do estado x; (t) do modelo nominal do sistema (4.4) realimentado com X
(traco continuo), com K[10] (traco descontinuo ——) e com K9] (traco descontinuo —-), para a
condicdo de retardo constante no tempo T = 1s.
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Omax = 6.1829
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Figura 4.17: Diagrama de valores singulares das matrizes de transferéncia Hzy do sistema (4.4)
realimentado com X, considerando os dois vértices e 0 modelo nominal, para condi¢éo de retardo
constante no tempo T = 1s.
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Figura 4.18: Diagrama de valores singulares da matriz de transferéncia Hxny do modelo nominal
do sistema (4.4) realimentado com X (traco continuo), com K[10] (traco descontinuo ——) e com
K9] (trago descontinuo —-), para a condic&o de retardo constante no tempo T = 1s.
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45 Exemplo 4: PC.Y

4.1 Este exemplo trata um problema do tipo (PCws?) que foi abordado em [16].
Considere o seguinte sistema continuo, LIT e sujeito a retardos variantes no tempo no vetor

de estados e vetor de entradas de controle:

X(t) = Ax(t)+Agx(t—T11(t)) +Bu(t) +Bgu(t —12(t)) + Ew(t)
z(t) = Cx(t)+Cgx(t —T11(t)) +Du(t) + Dqu(t — t2(t)) + Fw(t)

2 1 02 0.1 1 0.1 0.1
A:[o 1}’ Ad:{o 0.1]’ - M Ba= [0.1]’ E:[O.l}

C=[1 1], Cg4=[01 0.1], D=1, Dg=0.1, F=01

(4.5)

com

T1(t) =240.2cos(t), T2(t) =5+0.2sin(3t)

Deseja-se obter um controlador que estabilize o sistema e garanta um nivel y=1 de atenuacdo
de distiirbios He.

Considerando os limitantes para os retardos variantes no tempo: Ty(t) = 2.2s, T5(t) = 5.2s,
¢1 = 0.2 e ¢ = 0.6 pode-se obter utilizando o Teorema 4 em conjunto com algoritmo de linea-

rizacdo da pagina 39, o seguinte controlador o,
K =[—4.6572 —0.6917]
que garante um nivel y=1 de atenuacdo de distirbios Hc. O

4.2 Considere o sistema do exemplo anterior (4.5), fazendo

Bd:[g] eCq=[0 0]

ou seja, eliminando-se a informacdo do retardo no controle.
Nesta configuracdo, este sistema é considerado um sistema independente do retardo no
tempo.

Utilizando o Teorema 5 em conjunto com algoritmo de linearizacdo proposto, dois testes
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foram realizados visando a obtencdo de controladores que garantissem um nivel de atenuagao
de distiirbios #, Yy=1. No primeiro teste considerou-se o limitante para o tamanho do retardo
variante no tempo Ty(t) como sendo T3 = 1 x 10°s e o limitante para a taxa de variagio do

retardo como sendo ¢; = 0.1. Nestas condicdes obteve-se o seguinte controlador #
K =[-22.7539 —0.1129]

capaz de assegurar um nivel y=0.1007.
No segundo teste considerou-se o mesmo T1 = 1 x 10°s, porém com ¢1 = 0.9. O seguinte
controlador #, foi obtido
K =[-10.3382 0.1336]

assegurando um nivel y=0.1054.
Utilizando o Teorema 1 de [16], pode-se obter, para as mesmas condi¢des do limitante da

taxa de variacdo do retardo no tempo!! ¢; =0.1 e ¢t = 0.9, os seguintes controladores

K =1[-31.9594 14.1164]

K

[—83.3817 52.2575]

que asseguram niveis Y = 0.10024 e y=0.10021, respectivamente. O

I Nesta abordagem, somente os limitantes para a taxa de variacdo do retardo no tempo sdo considerados.
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4.6 Exemplo 5: PC.L

Este exemplo trata um problema do tipo (PC;ld), sendo uma adaptacdo do Exemplo 2 abordado
em [16].

Considere o seguinte sistema discreto, LIT e sujeito a retardo constante no tempo no vetor

de estados:
X(t+1) = AXx(t)+Agx(t —11)+Bu(t) + Ew(t)

2(t) = Cx(t)+Du(t) 4+ Fw(t) (4.6)

descrito, de acordo com a descricdo generalizada de sistema (2.3), pelas matrizes:

2 1 02 0.1 1 0 0.1
A_[o 1}’ Ad_{o 0.1}’ B_M’ Bd_[o}’ E_{O.l]
C=[1 1], Cq=[0 0], D=1, Dg=0, F=0.1

Utilizando o Teorema 2 de [16], o valor minimo obtido para o nivel de atenuagdo de disttrbios He

foi y=0.1166, com o o seguinte controlador

K=[-1.1689 —1].

Com a abordagem desenvolvida neste trabalho, Teorema 6 em conjunto com algoritmo de
linearizacdo da pagina 39, pode-se obter, para a condi¢do de retardo constante no tempo limitada

aT;=1x10%, o seguinte controlador
K =[-1.2430 —0.9977]

que garante um nivel y= 0.35 de atenuac3o de distiirbios H.

Deve-se ressaltar que a abordagem apresentada em [16] trata-se de uma abordagem indepen-
dente do retardo no tempo. Assim, nenhuma informacao relativa a limitacGes para o tamanho do
retardo é considerada, o que faz com que tal abordagem seja restrita a sistemas que possam ser
estabilizados nao importando o tamanho do retardo existente, ou seja, sistemas independentes

do retardo no tempo. O
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4.7 Conclusao

Neste capitulo, exemplos numéricos retirados da literatura foram realizados, afim de se evidenci-
arem as potencialidades e deficiéncias das abordagens desenvolvidas neste trabalho.

Através dos exemplos 1 e 2, pode-se perceber a superioridade das solucdes dos problemas pro-
postos, utilizando-se as abordagens desenvolvidas neste trabalho quando comparadas as solu¢coes
geradas com as abordagens apresentadas em [6], [8], [9] e [10].

O exemplo 3 apresentou uma aplicacdo de cunho pratico, o controle da estabilizacdo ro-
busta # da combust3o interna em um motor de foguete, onde os resultados obtidos com o uso
da abordagem desenvolvida neste trabalho apresentaram-se equiparaveis aos obtidos com o uso
das abordagens desenvolvidas em [9] e [10]. No entanto, deve-se ressaltar que as abordagens de
[9] e [10] permitem a formulag¢do de problemas de otimizagdo lineares convexos para obtengdo
do nivel minimo de atenuacio de distirbios ., ao passo que a abordagem desenvolvida neste
trabalho conduz a um problema nao-convexo, implicando em elevada demanda dos recursos:
capacidade computacional e tempo.

Por fim, através dos exemplos 4 e 5, fica claro que as abordagens desenvolvidas neste trabalho
também permitem que se tratem problemas envolvendo sistemas naturalmente independentes do
retardo no tempo, sem que haja a introducdo de conservantismo nas solucdes, caracteristica
normalmente existente quando se aplicam técnicas desenvolvidas para sistemas dependentes do

retardo no tempo em sistemas que independem do retardo no tempo.
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Conclusao e Propostas de Trabalho

Este trabalho centrou-se na investigacdo do problema de controle robusto #, para sistemas
lineares incertos, invariantes e sujeitos a retardo no tempo. Consideraram-se sistemas continuos
e sistemas discretos no tempo.

Em um primeiro momento, formularam-se os problemas tratados de forma geral e, na sequéncia,
de formas especificas para classes particulares de sistemas continuos e discretos.

Abordagens dependentes do retardo no tempo foram desenvolvidas sob as formas de teoremas
e coroldrios, para tratarem os problemas de anilise e sintese de controladores robustos H,. Os
teoremas e coroldrios voltados a andlise de estabilidade robusta e desempenho . sdo problemas
de factibilidade convexos descritos em termos de desigualdades matriciais lineares — LMls. J3
os teoremas e coroldrios voltados a sintese de controladores robustos #. sdo problemas de
factibilidade nao-convexos descritos em termos de desigualdades matriciais.

Alternativas para a solucdo dos problemas de factibilidade ndo-convexos voltados a sintese
de controladores foram propostas. A primeira alternativa proposta conduz tais problemas a
formulacGes lineares convexas. A segunda alternativa conduz a formulacdes de problemas de
otimizacao nao-lineares descritos em termos de LMIs que podem ser tratados através de um
mecanismo iterativo de solucdo descrito por um algoritmo de linearizagao.

Exemplos numéricos retirados da literatura foram realizados, evidenciando-se as potenciali-
dades e deficiéncias das abordagens desenvolvidas neste trabalho.

Espera-se que os resultados obtidos com o desenvolvimento deste trabalho contribuam para
o enriquecimento da discussao envolvendo o controle robusto de sistemas sujeitos a retardo no

tempo. E importante ressaltar que parte dos resultados apresentados, nesta dissertacao, ge-

65
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rou artigos aceitos em conferéncias internacionais [22], [23] ou estd em processo de revisio em

periddicos internacionais.

Como propostas de trabalhos futuros, pode-se listar:

e Estudo de procedimentos de otimizacdo mais eficientes que aqueles apresentados na sessao 3.4

para tratarem a solvabilidade dos Teoremas 4, 5 e 6 e Corolarios 3 e 4.

e Estudo de abordagens dependentes de parametros, visando a obtencdo de condicoes rela-
xadas nas descricoes das LMlIs, afim de se obterem resultados menos conservadores para

as solucdes dos teoremas e coroldrios desenvolvidos.
e Estudo da possibilidade de utilizacao de funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii mais

genéricos [14].

e Estudo dos efeitos do retardo no tempo sobre as propriedades de uma classe de sistemas
nao-lineares — o oscilador de Duffing, considerando o oscilador de Duffing com amorteci-

mento retardado descrito da forma:

Y(t) +kay(t) +kay(t — T) -+ cay(t) + kay3(t) = bu(t). (5.1)

Modelos da forma (5.1) tém sido utilizados no estudo de sistemas de estabilizagdo de
rotacdo (balan¢o) em navios, onde um termo amortecido produzido artificialmente, Kay(t —

T), é adicionado a sistemas com amortecimento natural insuficiente, K1y(t) [20].

Uma func3o de resposta em freqiiéncia aproximada é dada da forma:

b
(jo1)2 + ke (jon) + ko (joon)e—ienT 4¢;

Hi(jon) =

evidenciando-se o amortecimento retardado em ky(jwp)e @17, para um sistema de se-

gunda ordem.

Um modelo em varidveis de estado, quando definem-se

Xi(t) 2y(t),  xa(t) = xa(t) =y(t),
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é descrito por:

] - 1% A A e
o = 1o [i]

sendo que f(X,t) é uma fungdo linear dependente do pardmetro k3 e X%(t). Dependendo
dos valores k3 o sistema pode ter inclusive um comportamento cadtico. Se o efeito do
coeficiente k3 é pequeno, pode-se obter um modelo linearizado com f(x,t) ~ 0. O efeito
do distlrbio, neste modelo, é fruto da energia produzida pelas ondas [27], de modo que a

introducao do amortecimento retardado tem papel importante no projeto de estabilizacao.

Dois tipos de estudos podem ser implementados com relacdo a este problema. O primeiro
tratando diretamente um modelo linearizado com as técnicas descritas neste trabalho. O
segundo utilizando uma representacdo por modelos lineares locais fuzzy Takagi-Sugeno,

para tratar o comportamento cadtico do oscilador com retardo.
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