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RESUMO

Com esta pesquisa, pretendemos investigar as possibilidades de mobilizacdo das formas de
pensamento matematico no estudo de Transformagdes Geométricas no Plano. O estudo se
fundamentou nos hdbitos de pensamento matemadtico, que sdo modos de pensar que
contribuem para desenvolver as capacidades de raciocinar, testar, experimentar, procurar
relagdes, descobrir, comunicar e nas atividades investigativas, que incentivam a curiosidade, o
interesse e a perseveranga dos alunos por meio da cultura da exploragdo e investigacao
matematica. Foi desenvolvido um trabalho empirico, envolvendo trés grupos de estudantes de
diferentes niveis de escolaridade, trabalhando em um ambiente computacional, utilizando o
software GeoGebra. Foi aplicada uma seqiiéncia de atividades, em forma de descoberta
guiada, focalizando habilidades matematicas de: visualizar; descobrir e inventar coisas;
descrever, formal e informalmente, relacdes e processos; pensar, montando e desmontando
idéias; fazer conjecturas; comunicar as idéias. O conjunto de dados para anélise constituiu de
arquivos de construgdes, contendo registros escritos relativos as tarefas propostas, produzidos
pelos alunos, protocolos de observagao produzidos pela pesquisadora e video. A andlise dos
dados foi feita, buscando identificar as formas de pensamento algébrico e geométrico
mobilizadas pelos alunos durante a realizacdo das atividades. Os resultados mostram que os
alunos se envolveram nas experimentagdes, mobilizaram formas de pensamento matematico
como: visualizar, detectar invariancias, fazer experiéncias e exploragdes, pensar € inventar
idéias, fazer conjecturas e, sobretudo, comunicar oralmente as descobertas, mas apresentaram
dificuldades quando do registro escrito e formalizacdo dessas. Os resultados sinalizam
potencialidades das atividades investigativas e do ambiente informatizado adotado, no sentido
de promover a articulacio entre as formas de raciocinio algébrico e geométrico, contribuindo

para o estudo das Transformacdes Geométricas no Plano.

Palavras-chave: Hdébitos de Pensamento Matemadtico, Investigacio Matematica,

Transformacdes Geométricas no Plano.



ABSTRACT

In this research we intended to investigate the mobilization possibilities of mathematical
thought ways in study of Geometric Transformations in the Plan. This study is based in habits
of mathematical thought, which are modes of thinking that contributes to develop capabilities
of ratiocinating, testing, experimenting, seek relationships, discovering, communicating and,
of investigative activities, which incentives curiosity, the interest and students’ perseverance
through culture of exploration and mathematical investigation. An empiric work was
developed involving three groups of students, of different education levels working, in a
computational atmosphere, using the GeoGebra software. A sequence of activities was
applied, in form of guided discovery, focusing mathematical abilities: to visualize; to discover
and to invent things; to describe, formal and informally, relationships and processes; to think,
setting up and disassembling ideas; to do conjectures; to communicate ideas. Data for analysis
is constituted for files of constructions containing written registrations relative to the proposed
tasks, produced by the students, the observation protocols produced by the researcher and
video. Data analysis was made trying to identify ways of algebraic and geometric thought
mobilized by students during the activities accomplishment. Main results show that students
were involved in the experimentations, mobilizing forms of mathematical thought as: to
visualize, to detect invariances, to make experiences and explorations, to think and to invent
ideas, to do conjectures and, above all, to make oral communication of the discoveries. But
they presented difficulties to make written registries and to formalize them. Results indicate
potentialities of investigative activities and of adopted computerized atmosphere, towards to
promote articulation between ways of algebraic and geometric forms, contributing to the

study of Geometrical Transformation in the Plan.

Key words: Habits of Mathematical thought, Mathematical Investigation, Geometric

Transformations in the Plan.
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1 INTRODUCAO

A influéncia do professor sobre o pensamento matemdtico dos alunos é grande e
pode enriquecer ou enfraquecer esse mesmo pensamento, consoante as experiéncias
que lhes proporcionar (Fonseca, 2000).

Quando iniciei o mestrado, tinha comigo vdrias inquietacdes e a certeza de que
gostaria de pesquisar algum tema que permitisse a conexdo entre a Algebra e a Geometria,
pois, essa é a forma como desenvolvo o meu trabalho em sala de aula.

Os livros didéticos geralmente apresentam a organizagao dos contetidos matematicos
de forma linear, “como se os conteidos se articulassem na forma de uma corrente, cada
conteddo sendo pré-requisto para o que vai sucedé-lo”.( BRASIL, 1998, p.22). Minha
experiéncia docente mostra que, privilegiando essa forma linear, alguns contetdos,
principalmente aqueles que estdo no final do livro, em geral, ndo sdo vistos; entre eles, a
Geometria.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, 1999) propdem a articulacio
entre os conteidos como forma de o aluno consolidar e ampliar os conhecimentos. Dessa
maneira, ao propor um conteido relacionado com Geometria, outras interligacdes com a
algebra, a aritmética e outras dreas do conhecimento podem ser conectadas, como se juntos
formassem uma rede (PIRES, 2000).

A Geometria ¢ um campo fértil para que o aluno aprenda a observar, identificar
padrdes e regularidades, perceber semelhancas e diferencas. A Algebra oferece oportunidade
para que o aluno estabeleca relacdoes entre grandezas e medidas, generalizar padrdes
aritméticos e geométricos, criar modelos, regras de resolu¢do de equagdes e para a exploragcdo
da idéia de funcdo. A articulacdo entre esses blocos de conteidos pode possibilitar ao aluno
compreensdo e ampliacdo de seus conhecimentos matemadticos. Assim, as orientagdes

curriculares nacionais aconselham:

[...] o tratamento dos conteidos em compartimentos estanques € numa rigida
sucessdo linear deve dar lugar a uma abordagem em que as conexdes sejam
favorecidas e destacadas ( BRASIL, 1998, 57)

Ao longo de minha docéncia, como professora do ensino médio, percebi que os
alunos tém dificuldades em estabelecer conexdes entre os contetidos matematicos como, por
exemplo, uma relacdo entre o nimero de vértices de um poligono e a medida do angulo

interno desse poligono; estabelecer a lei matematica, tracar uma representacdo geométrica de



15

funcdo a partir de uma situacdo-problema. Para uma parcela significativa de alunos, a
aprendizagem matemadtica € momentanea, mecanica e, as vezes, traumatizante..

Atualmente, trabalhando com alunos da graduagdo nas disciplinas de Matemaética
Instrumental e Calculo Diferencial e Integral, deparo-me com alunos que nao se recordam das
formulas de drea das principais figuras planas, de como calcular o volume de sdlidos
geométricos elementares, estabelecer a relagdao do grafico de uma funcdo e a correspondente
equagcdo. Tém dificuldade em manipular uma calculadora cientifica, construir graficos,
perceber a regularidade para se realizarem mudangas de unidades de medidas, perceber
mudancas que ocorrem nos graficos de fungdes quando se soma uma constante aquela funcao.

Nesse ponto me questiono: no ensino fundamental esses alunos nao desenvolveram
formas de pensamento matematico como a busca de padrdes e invariantes, visualizagdo,
experimentacdo que pudessem contribuir para uma aprendizagem mais duradoura? Para
compreender uma situacgdo, eles exploram os dados, procuram estabelecer conexdes dentro da
propria Matematica?

Consciente de que o estudo de funcdes € extremamente importante devido a sua
aplicacdo dentro da matemadtica no estudo das Progressdes Aritméticas e Geométricas, estudo
de Polindmios, Geometria Analitica e no estudo do Calculo Diferencial e Integral, como em
outras dreas do conhecimento, senti necessidade de pesquisar estratégias para facilitar a
compreensdo do tema, buscando estabelecer relagdes entre o raciocinio algébrico e o
geométrico, na tentativa de promover uma melhor compreensao dos conceitos para o aluno.

Durante os estudos das disciplinas do mestrado, entrei em contato com propostas para
o ensino de Matemdtica como a de uma abordagem de investigacio Matemadtica e leituras
sobre a importancia dos hébitos de pensamento matemdtico € o uso de tecnologias de
informacao. Aprofundando as leituras sobre os temas, pude perceber que, para desenvolver
formas de pensamento matematico que irdo contribuir para a compreensdo dos conteidos
estudados, o aluno precisa se envolver numa cultura de exploragdo e investigacdo,
visualizando, conjecturando, buscando variantes e invariantes, comunicando suas idéias,
discutindo e sistematizando as idéias envolvidas na questdo. Percebi, ainda, que a unido da
investigacdo matemdtica € o uso de recursos computacionais poderia permitir ao aluno
explorar, descobrir os conceitos e propriedades dos conteddos matemdticos de forma mais
dindmica e motivadora.

O trabalho desenvolvido pretendeu encontrar possiveis respostas a questao: “Quais as
possibilidades de mobilizagdo das formas de pensamento matemdtico no estudo de

transformagdes geométricas?” O conteido matematico “Transformagdes Geométricas no
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Plano” foi assim escolhido pelas possibilidades de explorar as vdrias formas do pensamento
matematico.

Para responder a esse questionamento, o trabalho fundamentou-se em um estudo a
respeito dos habitos de pensamento matemaético no sentido proposto por Cuoco, Goldenberg e
Mark (1996) e Goldenberg (1998 a, 1998b), como também nas atividades de investigacdo
matematica (PONTE, 2003). Essa fundamentagao é apresentada no Capitulo 2.

Para elaboracdo das atividades aplicadas, foi feito um levantamento de como o
conteido de transformacdes geométricas € proposto pelas diretrizes curriculares nacionais,
como ¢ abordado pelos autores de livros didaticos da Educagdo Bésica e do Ensino Superior
(LIMA, 1996; WAGNER, 1993). Assim, no Capitulo 3, enfocamos o estudo das
Transformacdes Geométricas no Plano, abordando os conceitos de isometria ou simetria de
translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo deslizante, além da homotetia, trabalhando com
poligonos e estendendo esses conceitos para o estudo das funcgdes e suas transformacgoes.

No Capitulo 4, abordamos a metodologia, caracterizando os tr€s contextos em que a
pesquisa foi desenvolvida: Ensino Médio, Licenciatura e Especializacdo. Descrevemos o
conjunto de atividades de investigagdo matemdtica empregado na conducdo da pesquisa e o
que esperavamos dos alunos em cada uma delas. Buscamos definir e justificar a escolha do
software de geometria dinamica para a articulac@o entre o pensamento algébrico e geométrico.

No Capitulo 5, tratamos da andlise de resultados das formas de pensamento
evidenciadas pelos alunos ao desenvolverem as atividades propostas. Apresentamos também
uma sintese comparativa dos resultados dos trés grupos pesquisados.

O Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais, trazendo algumas reflexdes acerca
dos resultados da pesquisa, apontando alguns reflexos para a formacdo de professores e
algumas questdes importantes para novas investigacdes sobre modos de desenvolvimento
das formas de pensamento matematico.

O Apéndice finalmente sintetiza uma proposta de um Curso Introdutério ao Estudo
das Transformacdes Geométricas no Plano em ambiente computacional, utilizando o software
GeoGebra, como fruto do levantamento bibliografico efetuado, da pesquisa realizada em sala

de aula e de nossa experiéncia docente na Educagao Bésica e no Ensino Superior.
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2 HABITOS DE PENSAMENTO E INVESTIGACAO MATEMATICA

A mente que se abre a nova idéia, nunca volta ao seu tamanho original.
Albert Einstein

Neste capitulo, sdo apresentados os referenciais tedricos que deram sustentagdo a
pesquisa aqui relatada. Na primeira se¢do, o foco sdo os hdbitos de pensamento matematico.
Buscamos primeiramente caracterizd-los apresentando aqueles considerados hébitos gerais do
pensamento matemadtico e as abordagens gerais dos matemadticos. A seguir, discutimos as
formas especificas de lidar com a matematica adotada pelos gedmetras e pelos algebristas.

Na segunda secdo, abordamos as atividades de investigacdo matemdtica que
entendemos como instrumento para despertar o prazer da descoberta em matemadtica e
incentivar o desenvolvimento das diversas formas de pensamento matemadtico. Atividades

dessa natureza podem introduzir na sala de aula a cultura da exploragdo em matematica.

2.1 Habitos de Pensamento Matematico

Uma discussao acerca dos hdbitos de pensamento matemaético estd interligada a um
acordo do que seja Matemadtica. Vila e Callejo ( 2006), recuperam as idéias de Santal6 ao
lembrarem que a Matematica e seu ensino sdo vistos sob diferentes enfoques, podendo
significar coisas distintas para pessoas diferentes.

De um lado, pessoas com pouca formagdo académica enxergam a Matemadtica como
uma ciéncia integrada unicamente por célculos aritméticos comuns, pelos nomes e pela
propriedade de algumas figuras geométricas. Para essas pessoas, os hdbitos de pensamento
resumem-se a incorporagdo de vdrias técnicas de cdlculo aritmético ou algébrico, entre
outros. Com o aparecimento das calculadoras, essa matemadtica perde grande parte de seu
interesse, ou, se cabe conservar esse interesse, seria necessario evitar o uso de novas
tecnologias na sala de aula. Por outro lado, pessoas com elevada formagdo reduzem a
atividade matemdtica a abstragdo e a manipulacdo de nimeros e relagdes funcionais, evitando

outros campos e outras atividades. Entretanto, Vila e Callejo (2006) enfatizam que Santald
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descreve-nos minuciosamente sua visdo “da atividade matemdtica a0 mesmo tempo como
uma técnica, como uma arte, como uma filosofia e como uma ciéncia” (pl5) que se
desenvolve cultivando o espirito de pesquisa, de descoberta e de conquista.

E € esse espirito de pesquisa, descoberta e conquista que precisamos levar para a sala
de aula e por meio dele cultivar e favorecer o desenvolvimento do pensamento. Vila &
Callejo (2006) sugerem que “aprender a pensar” é um dos argumentos mais repetidos ao
longo da histéria para justificar a necessidade de se aprender matematica, embora ndo seja o
unico. Esses autores afirmam que a matemadtica € a matéria mais adequada para exercitar a
arte de pensar e que para tentar melhord-la podemos fazer dos processos de pensamento
objeto de aprendizagem, por meio do enfrentamento de situagdes-problema que podem ser
abordadas com as ferramentas que a matemaética oferece.

Os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) afirmam que a matematica é
fruto da criagcio humana e “ndo evoluiu de forma linear e logicamente organizada,
desenvolveu-se com movimentos de idas e vindas” (p.25). Dessa forma, a atividade
matematica escolar ndo deve “olhar para as coisas prontas e definitivas, mas a constru¢do e a
apropriacdo de um conhecimento pelo aluno” (p.56). A aprendizagem deve ser vivenciada,
apoiada na acdo e na comunicagdo, permitindo que o aluno explore, reflita, descubra
regularidades e propriedades, questione, registre, organize suas idéias, estabeleca conexdes

l6gicas, generalize e abstraia idéias e significados. Assim, o curriculo deve ser organizado:

De modo que os alunos desenvolvam a prépria capacidade para construir
conhecimentos matemadticos e interagir de forma cooperativa com seus pares, na
busca de solugdes para problemas, respeitando o modo de pensar dos colegas e
aprendendo com eles. (BRASIL, 1998, p.63)

A formagdo matematica pretendida pressupde que os alunos desenvolvam formas de

pensamento matemadtico que se transformem em hébitos de pensamento.
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2.2. Caracterizacao dos Habitos de Pensamento Matematico

Goldenberg (1998a, 1998b) e Cuoco, Goldenberg e Mark (1996) apresentam uma
proposta de curriculo de Matematica com foco nos “hdbitos de pensamento”, em estratégias e
modos de pensar que contribuem para desenvolver as capacidades de raciocinar, testar,
experimentar, procurar relacdes, descobrir, comunicar, cumprindo com as exigéncias da

sociedade atual. Para Goldenberg, “hédbitos de pensamento” sdo definidos como:

[...] modos de pensar que adquirimos tdo bem, tornamos tdo naturais e
incorporamos tdo completamente em nosso repertério que se transformam, por
assim dizer, em hdbitos mentais — ndo s6 somos capazes de os utilizar com
facilidade, como ¢ de esperar que o facamos.(GOLDENBERG,1998 a, p.31).

Uma abordagem dos conteidos matematicos que favoreca o desenvolvimento de
habitos de pensamento pode possibilitar a integragao dos raciocinios geométrico e algébrico e
ajudar a entrelagar muitas dreas do curriculo, sem deixar de levar em conta as especificidades
de cada uma. O ensino de matematica deve estar centrado na formagao desses habitos mentais

que permitem aos estudantes desenvolver um repertdrio heuristico e técnicas de pesquisas que

possam ser aplicadas em outras situagdes futuras.

Se a matemadtica é tomada a sério, os conhecimentos matemadticos sdo adquiridos
diretamente e as capacidades de raciocinio sdo (também) melhoradas, mas quase o
contrdrio: tomando determinadas formas de pensamento a sério e dando-lhes a
primeira prioridade entre os principios necessdrios para a organizacao do curriculo de
Matemitica (ou de outra disciplina), as capacidades de raciocinio sdo adquiridas
diretamente e também melhoram o0s nossos conhecimentos matemaéticos.
(GOLDENBERG, 1998a, p. 31).

De acordo ainda com Goldenberg (1998a), a matematica é constituida de contetddos e
métodos aos quais precisamos ser fiéis e que integram os "hdbitos de pensamento" dos
matematicos. Qualquer conjunto de conteidos e idéias pode ser organizado de maneiras
diferentes, de forma a construir um curriculo coerente. Para o autor, o que torna uma
determinada organizagdo coerente € ela ter um "enredo", uma mensagem sobre a matematica
que € destacada ao longo da exposi¢do das idéias. Conteidos e destrezas devem ser
selecionados e integrar o curriculo, mas, acima de tudo, o modo como sao selecionados e, em
especial, o modo como sdo organizados, contam histérias da matemadtica, que sao diferentes.

Assim: “a matemadtica ndo sdo os conteidos, mas o raciocinio que descobre, reine e da
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sentido a esses contetidos; a matemadtica é (em parte) um modo de pensar, um conjunto de
habitos de pensamento” (GOLDENBERG, 1998a, p.37).

Hébitos de pensamento exigem aprendizagem sistematica e exercicio, caso se pretenda
que sejam adquiridos e, portanto, o curriculo de matemadtica deve contempla-los. Isso podera
contribuir para uma aprendizagem matemdtica com mais compreensdo, permitindo que
experiéncias de diversos ramos dessa ciéncia sejam interligadas, enfatizando suas questdes
internas e trazendo para dentro da aula a cultura da exploragao matematica (GOLDENBERG,
1998a).

Para Silva et al (1999), o mundo estd cada vez mais matematizado e devemos nos

preocupar em “desenvolver capacidades gerais para integracdo e interven¢do na sociedade”

(p.69).

Todos os cidadaos devem ter acesso a uma formacdo que, muito para além dos
aspectos utilitdrios da matemadtica, valorize a compreensdo da natureza da
matematica, das suas caracteristicas como modo de pensar e como atividade humana.
(SILVA et al, 1999, p.70).
Compreendendo a natureza da matematica, apoderando-nos dos seus métodos,
estaremos formando cidaddos numa perspectiva critica, uma vez que a matematica estudada e

aprendida pode se tornar instrumento para explicar e transformar o mundo.

2.3.Habitos Gerais de Pensamento Matematico

Buscando a formacdo do cidaddo capaz de intervir numa sociedade cada vez mais
exigente, Cuoco, Goldenberg e Mark (1996) destacam os mais importantes modos de pensar
em matemdtica, que devem ser considerados o eixo central na organizacdo de um curriculo
de Matemadtica: a tendéncia a detectar invariancias; fazer experi€ncias e exploragdes;
descrever, formal e informalmente, relacdes e processos; pensar e inventar idéias; visualizar;
fazer conjecturas e comunicar idéias.

Para os autores, um primeiro habito que devemos despertar nos estudantes € o de
reconhecer padroes ou invariantes escondidos em uma situacdo matemdtica. E, para ajudar
os alunos a criarem esse habito de pensamento, qualquer conteido mateméatico pode ser

explorado.
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[...] experiéncias com padrdes fornecem as bases para a compreensdao do conceito
de fungdo; experiéncias com nimeros e as suas propriedades fornecem os
fundamentos para mais tarde trabalhar com simbolos e expressdes algébricas: a
aprendizagem destas situacdes permite aos alunos comecar a formar as nocgdes
elementares sobre modelagdo matemadtica; experi€éncias com atividades que
envolvam padrdes promovem a capacidade de generalizagdo. (VALE et al, 2004,

p.11)
A procura de padrdes e de invariantes atua como um conector entre contetidos e idéias
matemadticas, de maneira que os alunos possam descobrir relacdes, estabelecer leis, fazer

generalizagdes, pensar de forma mais abstrata, desenvolvendo o poder da argumentacao.

Fica também a idéia de que associado aos padrdes estard, sempre, algo relacionado
com o emocional, pois existe a sensacdo de entusiasmo na descoberta de uma ordem,
de uma previsdo, da relacdo funcional que antes estava escondida. (VALE et al, 2004,

p-15)

O trabalho envolvendo a busca de padrdes e invariantes motiva os alunos e a
exploracdo e a descoberta assumem um papel fundamental em sua aprendizagem. E este é um
segundo hdbito de pensamento a ser desenvolvido: o de fazer experiéncias e exploracdes.
Cuoco, Goldenberg e Mark (1996) e Davis e Hersh ( 1995) enfatizam o papel da experiéncia
e da exploracdo: quando um estudante enfrenta um problema matematico, deve comecar a
jogar com as informacdes, reparar nos seus atributos independentes e fazer ensaios para obter
resultados experimentais e observa-los. Os resultados de uma pesquisa podem sugerir
conjecturas e ocasionalmente apontar as justificacdes tedricas para elas.. O professor deve
“conceder algum tempo ao aluno, para que ele tome a decisdo e se dedique a sua tarefa”,
“estimular sua criatividade, incutir-lhe certo desejo de resolver o problema” (POLYA, 1995,
p.114)

Quando o curriculo estd apoiado em tais experi€ncias, fornece as oportunidades
necessdrias para que idéias importantes sejam exploradas, inventadas e experimentadas,
permitindo que os alunos ampliem o leque de idéias e processos matemdticos, consolidem
seus conhecimentos e estabelecam as possiveis conexdes entre os conteidos matematicos.

Silva et al (1999) apontam que os alunos devem ter oportunidade de se envolverem
em “momentos genuinos da atividade matemaética” assim como os matematicos. O uso das
tecnologias pode ser uma ferramenta importante nesse processo da constru¢do do

conhecimento matematico dos alunos.
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[...] o computador constitui hoje uma preciosa ferramenta capaz de apoiar a
formulagdo de conjecturas, o estabelecimento de provas e de aprofundar o
conhecimento sobre objetos que ajuda a visualizar. (SILVA ET AL, 1999, p.70)

A visualizacdo € o terceiro hdbito de pensamento matemdtico que deve ser
privilegiado e diz respeito a capacidade de criar, manipular e “ler” imagens mentais de
aspectos comuns da realidade (GOLDENBERG, 1998b). Isso exige interpretar visualmente as
informacdes apresentadas, construindo representagdes visuais para situagdes ainda nado
visuais, por meio de tabelas, diagramas, graficos, esbo¢cos que contribuem para a compreensao
do processo. E por meio da visualizagio que o aluno inicia seu raciocinio. Sdo virias as
capacidades de visualizacdo a serem desenvolvidas dentro e fora da matemaética, como, por
exemplo, traduzir uma informagao apresentada verbalmente em informacgao visual, utilizando

desenhos, tabelas e graficos.

A visualizag@o, [...] é também um instrumento valioso para apoiar os tipos de
experiéncias mentais que orientam os alunos nas investigacdes matemadticas e os
ajuda a construir conexdes logicas e demonstragdes. As destrezas que apdiam a
visualiza¢do t€ém um preco: o seu desenvolvimento deve constituir uma parte explicita
da aprendizagem do estudante. (GOLDENBERG, 1998b, p.37)

Para Costa (2002), a visualizagdo € um processo pelo qual as representacdes mentais
ganham existéncia, focadas na percep¢do e na manipulacio de imagens visuais que
contribuem para a comunicacdo e disseminagdo de idéias, a constru¢do de argumentacio e a
descricdo da dindmica mental. “Para comunicar as suas imagens, os alunos podem construir
modelos, desenhos, figuras e graficos (usando computador ou nao) e usar descri¢cdes verbais”
(p.265).

Segundo Guzman (1996), as idéias e conceitos na matemdtica possuem uma grande
riqueza de conteidos visuais representdveis intuitivamente, geometricamente, cuja utiliza¢ao
€ muito benéfica nas tarefas de exploracdo e de tratamento de conceitos. A visualizacdo tem
um papel importante no desenrolar do pensamento matemético, pois € um veiculo eficaz de
transmissdo rdpida de idéias, contribuindo para melhorar a compreensao e o trabalho criativo

na resolugdo de problemas.

A visualizagdo aparece assim como algo natural tanto no nascimento do
pensamento matematico como no descobrimento de novas relacdes entre os objetos
matematicos e também, naturalmente, na transmissdo e comunicagdo préprias da
ocupagio dos matematicos. (GUZMAN, 1996, p.3, traducio nossa)’

' La visualizacién aparece asi como algo profundamente natural tanto en el nacimiento del pensamiento
matemdtico como en el descubrimiento de nuevas relaciones entre los objetos matemdticos, y también,
naturalmente, en la transmisién y comunicacién propias del quehacer matemético.
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Como forma de contribuir com a exploracao e compreensdo das idéias, tanto Guzmén
(1996) quanto Costa (2002) afirmam que o trabalho utilizando os softwares mateméticos
proporciona a capacidade de representacdes interativas e versiteis que permitem a
investigacdo por meio de um didlogo inteligente dos alunos com a maquina, ja que essa pode
facilitar a exploragdo visual e numérica dos temas relativos a diferentes campos da
matematica.

Borba e Villarreal (2005) destacam que a abordagem da visualizacdo ultrapassa o
simples ato de mostrar uma imagem, pois € uma ferramenta poderosa para o aprofundamento
da compreensao matemadtica, principalmente para atrair a atencdo dos estudantes que rejeitam
a abordagem algébrica. Ela contribui para o levantamento de conjecturas, refutacdes e
interpretacdo de solugdes, estimula a investigacdo e a descoberta. Portanto, a visualizac¢do atua
como uma forma de apoio as exploragdes matemadticas, contribuindo com as experiéncias
mentais, manipulacdo de imagens, levantamento de conjecturas e com a comunicagdo oral e
escrita.

O quarto habito de pensamento a ser desenvolvido é o de pensar, desmontar idéias,

ser inventor, examinar um sistema ja existente e fazer alteracdes em algum aspecto.

Polya acreditava que existe uma arte da descoberta. Ele acreditava que a capacidade
de descobrir e a capacidade de inventar podem ser desenvolvidas através de um
ensino habilidoso que alerte os estudantes para os principios da descoberta e que
lhes dé uma oportunidade de praticarem estes principios. (DAVIS e HERSH, 1995,
p.269).

Polya (1985) aponta como objetivo principal de um programa de Matematica, ensinar
o aluno a pensar. Afirma que “Matemdtica ndo € um esporte para espectadores” (p.13),
exigindo que os alunos tenham oportunidades para acdo, participacdo ativa, descoberta e
invencdo, tornando os conceitos mais compreensivos. E ainda Polya (1987) que sintetiza suas
concepcodes sobre o ato de ensinar, por meio da proposicido de dez mandamentos para os
professores, dentre os quais destacamos trés, porque completam o que Cuoco e seus

colaboradores apontam:

e Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa € descobri-la vocé
mesmo

e D¢ a seus alunos ndo apenas informacdo, mas know-how, atitudes mentais, o
hébito de trabalho metddico.

e  Naio desvende o segredo de uma vez — deixe os alunos darem palpites antes —
deixe-os descobrir por si proprios, na medida do possivel. (Polya, 1987, p.5)
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Fazer conjecturas sobre as situacoes matemdticas propostas, supondo que alguma
coisa € verdadeira com base nas evidéncias que sdo apontadas e entdo investigar acerca de sua
veracidade é outro habito de pensamento matemdtico que Cuoco e seus colaboradores
sugerem ser incorporado ao curriculo de Matemaética.

Sobre levantar conjecturas, Fonseca explica:

O processo de formular conjecturas pode ser representado por um processo ciclico
que compreende a seguinte seqiiéncia de fases: formular uma conjectura e acreditar
nela aquando seu surgimento; verificar que a conjectura cobre todos 0s casos
conhecidos e exemplos; desconfiar da conjectura, tentando refutd-la encontrando
um contra-exemplo ou usd-la para fazer predicdes que também podem ser
verificadas; compreender por que razdo é que a conjectura € verdadeira ou como é
que tem de ser modificada. ( FONSECA, 2000, p.31)

Na maioria das vezes, é facil levantar uma conjectura, porém nem sempre é fécil
justifica-la e prova-la, o que ndo pode ser negligenciado, pois uma conjectura pode muitas
vezes conduzir a afirmagOes falsas. Para elaborar conclusdes, € importante o registro das
afirmativas e justificativas das conjecturas. Esse registro facilita a comunicagdo e negociagcdo
das idéias futuramente.

Assim, a medida que desenvolve os varios hédbitos de pensamentos, o aluno deve ser
incentivado a descrever, formal e informalmente, relacbes e processos. Descrever é uma
etapa importante para compreender, consistindo em: dizer o que significa; inventar a notacao;
discutir, tentar convencer os colegas que determinado resultado € verdadeiro ou plausivel;
descrever as evidéncias, mostrando os cdlculos que constituem a prova; escrever resultados,
conjecturas, argumentos, perguntas e opinides sobre a situacdo em questdo. Formular
descricdes escritas e orais sobre um trabalho favorece a negociacdo e divulgacdo das idéias
matematicas. Este tipo de experiéncia deve ser incorporado a sala de aula como forma de
ajudar os alunos a desenvolver capacidades essenciais da comunica¢cdo matematica. Uma “boa
performance de oralidade é uma das competéncias exigidas pelo atual mercado de trabalho”
(PAIS, 2006, p.44); portanto, devemos evitar a pratica voltada para o siléncio e dar mais
€nfase ao didlogo nas aulas de matemaética.

A descri¢ao formal ou informal ird contribuir para detectar as relacdes quantitativas,
espaciais, hierdrquicas ou de inclusdo, os processos e conexdes logicas entre idéias. Os alunos
devem ter oportunidade ndo apenas para usar definicdes, mas também para analisd-las e para

criar as suas proprias. Normalmente, nos curso de Licenciatura, em nenhum momento os

alunos sdao chamados a criar uma férmula, uma notagao, a explicar uma definicdo. Serd que,
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na condicao de alunos ou professores, alguma vez nos foi pedido para que cridssemos uma
definicao?

E preciso refletir sobre o significado dos termos matemdticos usados e ver como o
significado € afetado pelo contexto. “A realizagdo de relatérios escritos parece ser uma boa
estratégia para os levar (os alunos) a melhorar a sua capacidade de argumentar e justificar os
resultados matematicos obtidos.”(PONTE, 2004, p.29).

Nesse sentido, o computador desempenha um papel importante uma vez que pode
modificar as condi¢des de se trabalhar com a argumentagdo e os registros. A utilizagao de
recursos computacionais permite realizar vérios cdlculos com muito mais eficiéncia e rapidez,
possibilitando ao aluno se envolver em testes e na verificagdo de proposicdes € conjecturas
levantadas, para que possa defendé-las oralmente ou por escrito. (PAIS, 2006).

E importante comunicar as idéias, explicitando as evidéncias encontradas. Segundo
Fonseca (2000), a comunicagdo na aula de matemdtica contribui para que os alunos
organizem suas idéias, analisem e avaliem suas estratégias e a de seus colegas, confrontando
raciocinios, aprendendo a se expressar matematicamente, estruturando o pensamento e a
linguagem.

A medida que os alunos precisam comunicar suas idéias para os outros, sentem a
necessidade de se expressar de modo claro e, da mesma forma, ouvindo os colegas, os alunos
desenvolvem uma maior compreensdo matemdtica. Essa constatacdo € apontada nas normas
do (NCTM) National Council of Teachers of Mathematics (USA, 2000), assim como nos
(PCNEM) Parametros Curriculares Nacionais de Ensino Médio (BRASIL, 2000). Entre as
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica, temos aquelas relativas a
producdo de textos e a discussdo de idéias com vistas a produzir argumentos plausiveis e
convincentes. Os PCNEM destacam como finalidades do ensino de matemadtica levar o aluno

a:

[...] desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicagdo [...], expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes
matemdticas e valorizar a precisdo da linguagem e as demonstracdes em
Matematica (BRASIL, 1999, p. 254).

z

Portanto, € necessdrio que os professores enfatizem atividades que incentivem os
alunos a se expressarem de forma escrita, pois esta dd suporte para a oralidade e ambas

contribuem com o desenvolvimento da comunicacao.
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Para Goldenberg (1998b), focando os modos de pensar matemaéticos € possivel que os
alunos estabelecam conexdes corretas entre as idéias matemadticas, independentemente dos

seus interesses particulares.

[...] a incidéncia central nos hédbitos de pensamento fornece alguma coisa mais
dificil de esquecer. Porque razdo € mais dificil de esquecer? Porque, se os habitos
de pensamento selecionados sdo verdadeiramente tdo amplamente tteis como
afirmei, entdo estardo a ser experimentados, exercitados e usados constantemente
[...] (GOLDENBERG, 1998b, p.44)

O autor refere-se a sua propria experiéncia, lidando com o projeto Connected
Geometry', ao relatar que ao realizar testes com alunos, utilizando materiais desse projeto, foi
possivel perceber que, quando esses trabalhavam, desenvolvendo idé€ias na aquisicao de novos
conhecimentos, esqueciam menos e, inclusive, reinventavam essas idéias em novas situacoes.

A incidéncia central nos hébitos de pensamento matematico leva a outros habitos
importantes para a aprendizagem humana, como: i) a persisténcia em resolver um problema;
i) o pensamento flexivel na busca de novas informacdes, argumentos e caminhos para
resolver um problema; iii) a criatividade, imaginacdo e inovag¢do ao enfrentar um novo
desafio; iv) a aplicacdo de conhecimentos ou experi€ncias anteriores em novas situacgoes.
(COSTA, KALLICK, 2000).

Se um dos objetivos da educa¢do matematica é fazer com que os alunos aprendam
como € que as pessoas descobrem fatos e métodos, os alunos precisam, ao longo do tempo,
cultivar a habilidade de descobrir os fatos (CUOCO; GOLDENBERG; MARK ,1996).

Todas essas formas de pensar definem a natureza da atividade matemadtica que se

configura em diferentes abordagens.

! Connected Geometry:. O projeto discute formas de criar uma cultura matemadtica baseada na investigacdo e
formas de pensar em geometria. E desenvolvido com financiamento da National Science Foundation, é
publicado pela Everyday Learning Corporation . Maiores informagdes podem ser obtidas acessando o site:
http://www?2.edc.org/mlt/Studentlearning.asp
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2.4.Abordagens proéprias dos matematicos

Cuoco, Goldenberg e Mark (1996) destacam que, para o aluno aprender matematica, é
necessario que ele atue como um verdadeiro matematico, conhecendo sobre as formas e
abordagens préprias dos matemadticos, ou seja, as maneiras como OS matematicos atuam.
Esses autores apontam assim algumas formas de atuar dos mateméticos, que discutimos a
seguir, buscando exemplificar de acordo com o conteido matematico, objeto da pesquisa
desenvolvida.

Os matematicos usam uma linguagem complexa para transmitir uma idéia simples.
Por exemplo, a definicdo de Transformacdo Geométrica no plano, topico abordado nesta
pesquisa € assim apresentada nos textos didaticos:

z

Uma transformagdo T no plano IT é uma fungio 7 :I1 — I, isto é, uma

correspondéncia que associa a cada ponto P do plano outro ponto P, =T (P) do
plano, chamado sua imagem por T. (LIMA,1992, p.137)

A 1déia da transformagdo geométrica no plano € simples; cada ponto serd associado a
um novo ponto no plano a partir de uma regra a ser seguida. Apresentada com todo esse
formalismo matemdtico da definicdo acima a compreensdo da idéia da transformacgdo
geométrica pode ser dificultada.

Os mateméticos falam pouco e pensam muito; logo, omitem detalhes importantes ao
comunicar suas idéias. Vejamos como Lima (1996) apresenta a determinacio das coordenadas

de um ponto simétrico ao ponto A em relacdo a umareta y =ax (Figura 1)

X=(xy)
" ry=ax

L]

L]

o X'=(xyy)

Figura 1- Ponto simétrico em relacio a uma reta

Fonte: Lima, 1996, p.44
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Comeca-se observando que o ponto médio do segmento AA’, cujas coordenadas sido
1 1

E(x +x')e E(y + '), pertence a reta r, logo y+ y'= a(x+ x') . Em seguida

observamos que o segmento de reta AA’, cuja inclinagdo é (y'—y)/(x'-x), ¢

perpendicular 2 reta r, cuja inclinagdo é a . Logo (y'—y)/(x'—x) =—1/a. Temos

y+y'= a(x+ x')

as duas equagoes | y'—y = ——(x'—x) , onde imediatamente as expressdes de X’ e
, 1—a 2 N 2a
x'= X y
1+a* 1+a*
il . 2a 1-a® -
y= X= y

1+ a? 1+ a?
(LIMA, 1996, p.44)

Podemos observar que varias passagens importantes na dedu¢do da férmula foram
omitidas e, possivelmente, muitos alunos terdo dificuldades em compreender como encontrar

as coordenadas de um ponto simétrico a outro em relacdo a uma reta y = ax. Chegar, por
exemplo, a igualdade y+ y'=a(x+ x') exige toda uma légica complexa de perceber o fato de
que o ponto médio obtido € ponto da reta e, portanto, satisfaz a equacdo da reta y =ax, ou

seja, se substituimos suas coordenadas na equacao da reta, obtemos uma identidade.

Os matemadticos tém o habito de buscar semelhancas em situacoes aparentemente
diferentes, na tentativa de encontrar conexodes entre os objetos matematicos. Como exemplo,
podemos citar, o estudo da isometria de translacdo. A andlise dos graficos da Figura 2 permite
identificar diferencas, mas também as semelhancgas entre os graficos, que sdao obtidos por
deslocamentos horizontais ou verticais dos pontos de uma curva dada, numa mesma direcao e
sentido. Assim, embora aparentemente os graficos e as representacdes algébricas sejam

distintos, € possivel superpor os gréficos, verificando a congruéncia das funcoes .
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Q0 = G- 27 + (- 27+ 3

() =+ 208

W=+ 17+ 20+ 1)°

T T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 /3 1 2 3 4 5 6
R

Figura 2 - Graficode y = f(x) e combinacdes de translacoes

Os matemdticos usam funcdées em muitas situagOes: para relacionar informagdes
algébricas com informacdes geométricas; descrever relacdes de dependéncia em cdlculos;
descrever fendmenos fisicos; para fazer andlise de grupos ou estruturas ja conhecidas.

Empregamos func¢des para modelar situacdes cotidianas, por exemplo, as que
expressam relacoes de dependéncia entre quantidades: consumo e tarifas a serem pagas de
agua, luz, telefone e combustivel; transacdes financeiras; crescimento de bactérias em um
meio; variacdo de temperatura; dosagens de medicamentos, entre muitas outras. O estudo de
fungdes € muito importante dentro da matemadtica, pois possui um cardter integrador entre
conteddos como: progressoes, trigonometria, polindmios, geometria analitica, transformacdes
geométricas e outros.

Os PCN'’s sugerem que a exploragdo da idéia de fungdes seja feita ao longo do 3° e 4°
ciclos® e que culmine no 4° ciclo com a introducdo das varidveis para representar as relacoes
funcionais na resolucdo de problemas. Nessas exploragdes, devem ser abordadas atividades,
envolvendo o preenchimento de planilhas e constru¢cdes de grificos cartesianos que
representem essas relagoes.

Os matemaéticos usam multiplos pontos de vista, pensam sobre um mesmo tema a

partir de diversos aspectos, misturando quando possivel aritmética, dlgebra, geometria e

2 De acordo com 0s PCN’s, o 3° ciclo refere-se a 5* € 6* série e 0 4° ciclo a 7% e 8* série da escolaridade. No
sistema atual 6°, 7°, 8° € 9° anos.
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z

andlise. Essa abordagem € utilizada em grande parte dos livros didédticos que seguem as
orientagdes contidas nos Pardmetros Curriculares como, por exemplo, nos textos:

e ‘“Matematica aula por aula” (SILVA e BARRETO FILHO, 2005)

e “Matematica Contexto de Aplicacoes” ( DANTE, 2003)

Esses autores exploram o contetdo de funcdes por meio de tabelas, graficos, mapas,
diagramas, apresentando diversas situagdes-problema que podem ser modeladas por meio de
funcoes.

A exploracdo de um conteido matemadtico sob vdrios pontos de vista estd presente na
proposta de organizagdo do Curriculo de Matemadtica em Rede feita por Pires (2000), que
afirma que a aprendizagem Matemdtica deve ser orientada numa perspectiva de resolugdo de

problemas ja que essa:

[...] engloba processos como exploracdo de contexto da situagdo, a elaboracdo de
novos algoritmos, a criagdo de modelos, a formulacdo e a prépria criagdo de novos
problemas e ndo meramente a escolha ou a combinacio de algoritmos ou métodos
conhecidos. (PIRES, 2000 p.165)

A autora apresenta, por exemplo, uma proposta para a 7* série a respeito de
“Congruéncia e Equivaléncia de Areas” apontando possibilidades para que o tema seja
explorado em conexdao com vdrios outros: transformacdes geométricas, isometrias,
congruéncia de figuras, simetria na arte, nos poligonos e na natureza, estudo de invariantes,
estudo de férmulas de drea, equivaléncia de areas etc.

Os matematicos misturam a deducdo e experimentacdo, levantando conjecturas,
interpretando e registrando suas descobertas em busca de provas para as evidéncias
encontradas. A demonstracdo ocupa lugar de destaque no ensino de Matematica porque ela
estabelece conexdes logicas entre fatos e pressupde a generalizacdo, a abstragdo. Para se
provar alguma coisa, € necessdrio experimentar, observar para depois elaborar conclusoes.
Sabemos que, para chegar a demonstracdo, o aluno precisa ter apreendido os conceitos
matemadticos e desenvolvido a habilidade de registrar formalmente suas argumentacdes. Esse
¢ um trabalho que exige uma atitude de perseveranga, tanto por parte do professor, quanto por
parte do aluno, pois € um processo lento que demanda maturidade intelectual.

Os matemadticos inventam novas linguagens a partir da busca de resultados que se
aplicam em novas situa¢des. E uma via de mao dupla: a linguagem serve como alavanca para
a Matemdtica e a Matemadtica induz o desenvolvimento de novas linguagens. Muitas
invencdes matemadticas surgiram dessa forma de abordar as situagdes. Talvez fosse

interessante permitir que nossos alunos vivenciassem a inven¢do de novas linguagens ao
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trabalharem determinado contetido para que percorressem o caminho pessoal da descoberta
vivenciado pelos matematicos.

Os matematicos refletem sobre um problema durante longos periodos, fazem célculos,
rabiscam, registram suas idéias, buscando conexdes logicas entre os fatos que muitas vezes
produzem inovagdes. Os professores, muitas vezes, impedem que os alunos ajam dessa forma,
entregando os modelos prontos e desvalorizando o esfor¢o, as idéias e o raciocinio deles.. Por
sua vez, os alunos querem, quase sempre, aprender rapidamente e, muitas vezes, sem esforco.

Os mateméticos usam “ladainhas”, retomando idéias com pequenas alteragdes,
refazem raciocinios, repetem dezenas e até centenas de vezes. Por isso € importante que uma
mesma idéia seja retomada e ampliada. Um exemplo que podemos citar € o proprio estudo das
transformagdes geométricas, presente nos livros diddticos de 1* a 8 série do ensino
fundamental. Os autores utilizam a estratégia de retomar idéias importantes propostas nas
séries anteriores, amplid-las e aprofundé-las, considerando sua importancia para que o aluno
compreenda os conceitos de congruéncia, semelhanca, grificos de fungdes, o ciclo
trigonométrico, a geometria das curvas, vetores no plano, entre muitos outros conteidos.

Em uma andlise da colecdo Tudo é Matematica (DANTE, 2005), percebe-se que o
tema ‘transformacdes geométricas’ € tratado nas séries/anos iniciais do ensino fundamental de
forma intuitiva, utilizando o recurso da visualizacdo, abusando das formas. Nas séries/anos’
finais, esses conceitos sdo retomados, ampliados e aprofundados. Percebemos que, no livro da
5% série, o autor explora os eixos de simetria de reflexdo por meio de figuras geométricas,
faixas decorativas, arte, arquitetura e artesanato. No livro da 6 série, ele retoma a idéia
proposta na 5% série e amplia, explorando a idéia de simetria axial, simetria central e simetria
espacial. Na 7% série, o autor introduz a localizacdo de pontos no plano, explora a reflexdo,
translacdo e ampliacdo de poligonos no plano e aborda os conceitos de congruéncia e
equivaléncia de perimetro e drea. J4 na 8" série, o autor retoma os movimentos rigidos de
reflexdo e translacdo e introduz a rotagdo. Em seguida, propde o trabalho com as homotetias.

Assim, retomar idéias de forma ampliada, refletir longamente sobre um problema,
montando e desmontando idé€ias, levantar hipdteses, unificar idéias por meio de funcdes, criar
e usar linguagens complexas, buscar padrdes, misturando deducdo e experimentagdo,
pensando mais do que comunicando idéias sdo abordagens comuns entre os matematicos, que

se ampliam e diversificam de acordo com as vdrias subdreas da propria Matematica.

3 L. . . . . N L.
Por séries finais do ensino fundamental, referimo-nos a 5* a 8 séries, atualmente nomeadas de 6° a 9° ano.
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2.5. Habitos Particulares do Pensamento Matematico

As formas de pensamento matemadtico sdo variadas. De modo especial, estamos
interessados nas formas e hdbitos de pensamento dos gedmetras e dos algebristas. O
pensamento geométrico € fundamental em todas as ramificacdes da matemadtica e, ao longo
dos tempos, ofereceu subsidios para vdrias investigacdes, pois ele “permite compreender,
descrever e representar, de forma organizada o mundo em que se vive” (BRASIL, 1988,
p.51); a dlgebra permite sistematizar e expressar idéias matemadticas tornando possivel operar

abstratamente e transformar objetos em simbolos matematicos.

2.6.Formas de Pensar na Geometria

Segundo Cuoco, Goldenberg e Mark (1996), os gedbmetras usam algumas abordagens
especificas para fazer Matemitica.

Usam o raciocinio proporcional e sempre iniciam uma investigacdo geométrica,
procurando relagdes constantes entre as medidas estudadas. Essa idéia € importante para a
compreensdo, por exemplo, do que ocorre na ampliacdo e reducdo de figuras, ou seja, nas
homotetias.

Usam vdrias linguagens, como a vetorial, a analitica e a linguagem algébrica para
resolver um mesmo problema, além de linguagens graficas e computacionais. Em nossa
pesquisa, uma das razdes pelas quais optamos pelo software GeoGebra deve-se ao fato de ele
permitir essa multiplicidade de exploracdo de linguagens, que aponta o habito matemdtico de
analisar situagdes sob multiplos pontos de vista.

Algumas vezes, entretanto, os matematicos usam uma mesma linguagem para tudo.
Por exemplo, a linguagem de pontos, retas, angulos, planos, dreas, volumes ¢ utilizada para
descrever fendmenos aparentemente nao-geométricos, proporcionando estabelecer conexdes
entre diferentes ramos da matemdtica. A linguagem utilizada para descrever as
transformagdes geométricas com poligonos € igualmente usada para o estudo das translacoes,

rotacdes, reflexdes de fungdes.
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Os Gedmetras amam sistematizar resultados e nesse ponto pode estar um dos
estrangulamentos da aprendizagem matematica, pois a grande maioria de nossos alunos tem
dificuldades em sistematizar suas idéias e resultados alcancados, ou ainda, faz generalizag¢des
precipitadamente.

Gedmetras preocupam-se com as coisas que mudam e com as que ndo mudam, 0s
variantes e invariantes. O que se altera ou permanece invariante quando fazemos uma
translagao? Ou quando ampliamos uma figura plana?

As formas sao fundamentais para os gedmetras, pois sdo instrumentos para uma boa
visualizacdo da situacdo estudada. Uma boa heranca dos gedmetras no processo de ensino-
aprendizagem de matematica deveria ser o héabito de abusar das formas, das representagdes
graficas. Retomando a Figura 2, por exemplo, podemos perceber que a forma permanece a
mesma uma vez que as fun¢des sdo congruentes, embora as representagdes algébricas se

alterem, podendo dificultar essa percepg¢ao.

2.7.Formas de Pensar na Algebra

Segundo Cuoco, Goldenberg e Mark (1996), os algebristas t€ém suas formas preferidas
de atuar.

Gostam de um bom cdlculo, com nimeros, simbolos abstratos e funcoes.

Usam a abstragdo como uma ferramenta natural e poderosa para expressar idéias,
obter insights e novos resultados. Inicialmente propdem, por exemplo, que sejam observadas
as coordenadas dos pontos de um poligono transformado ou que sejam exploradas mudancgas
nos gréaficos das fungdes e em suas equacdes. A seguir, propdem a realizagdo de abstracdes no
sentido de sistematizar idéias, formas e relacdes de maneira a se tornarem independentes de
qualquer representacdo na forma gréfica.

Algebristas amam algoritmos para resolver operacdes, equacdes € problemas
matematicos.

Escrevendo sobre algoritmos, modelos e regularidade, Pais (2006) pontua:

z

Um algoritmo é um dispositivo légico, geralmente organizado através de um
esquema gréfico, formado por uma seqiiéncia ordenada de acdes que devem ser
rigorosamente seguidas para a solu¢do de um problema, para a realizacdo de uma
tarefa ou de uma operacio matemadtica (PAIS, 2006, p.103).
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Como esses algoritmos sdo amplamente utilizados no ensino de matematica, o desafio
estd em investigar o significado das operagdes envolvidas neles e a ldgica que orienta as
etapas, e nao apenas memorizar as acoes que devem ser efetuadas para se chegar ao resultado.

Temos vérios exemplos de algoritmos utilizados na matemadtica: (i) algoritmo de
Euclides para o cdlculo do maior divisor comum entre dois nimeros; (ii) algoritmos das
operacoes basicas de adicao, subtracdo, multiplica¢do e divisdo de ndmeros; (iii) algoritmo da
raiz quadrada de um ndmero real; (iv) algoritmo de Briot-Ruffini para efetuar a divisdo de
polindmios de grau n por um polindmio de 1° grau. Igualmente é possivel estabelecer um
algoritmo para translagdo de pontos, poligonos e fun¢des Cada um dos algoritmos demanda
exploracdes e andlises, num sentido de compreendé-lo, conhecendo sua forca e aplicabilidade.

Na dlgebra é comum dividir as coisas em partes, buscando perceber o que ocorre em
casos mais simples, para depois estender para outros casos. Tal fato contribui para o processo
da abstragcdo. Por exemplo, para compreender como transladar um grifico para cima ou para
baixo, para a esquerda ou para a direita, os algebristas procuraram perceber o que ocorre se

adicionarmos uma constante do lado direito da férmula da fungdo, y = f(x) e depois o que
ocorre se acrescentarmos uma constante a varidvel ao x, como no caso: y = f(x+k).

Os algebristas usam o raciocinio por continuidade, estendendo raciocinios utilizados
em uma parte da matematica para outra. A proposta de estudo das transformacdes geométricas
atualmente esta presente desde a 1* série do ensino fundamental, de forma que o aluno avance,
sempre resgatando e ampliando esses conceitos. Com a idéia de funcdo, a proposta € a
mesma: inicialmente propde-se a generalizacdo de padrdes numéricos, depois a exploracao de
conceitos algébricos de maneira informal, a seguir, por meio de férmulas, representacdes
graficas até se chegar a possibilidade de modelar fendmenos variados, sempre retomando e
ampliando idéias vistas anteriormente.

Os algebristas representam coisas, usando elementos bem compreendidos de uma
estrutura algébrica para entender melhor outra menos conhecida ou relacionar estruturas
aparentemente diferentes. Em nossa pesquisa, entendemos que, para compreender as
transformagdes nos graficos de funcdes e as correspondentes mudangas algébricas, €
importante que o aluno estabeleca conexdes do assunto com as isometrias ¢ homotetias no
plano, trabalhando, por exemplo, com poligonos.

Se o curriculo de matematica for estruturado, tendo como objetivo o desenvolvimento
de habitos mentais, os alunos passam a comparar coisas, a estabelecer relacdes entre os

conjuntos e os objetos, a transformar um objeto em outro, a procurar conexdes entre as
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estruturas matemadticas, a construir ligagdes conceituais entre dois ramos da matematica, a
perceber as regularidades e invariantes. Eles se tornam, assim, capazes de desenvolver uma
compreensdo mais profunda das idéias, processos e métodos matematicos.

Convém ainda destacar que:

A influéncia do professor sobre o pensamento matemadtico dos alunos é grande e,
pode enriquecer ou enfraquecer esse mesmo pensamento, consoante as experiéncias
que lhes proporcionar (FONSECA, 2000, p.25).

Esse papel do professor € preponderante: grande parte do desenvolvimento de um
pensamento flexivel, que interliga as abordagens geométrica e algébrica depende do tipo de
tarefa e problema que o professor propde. Se o professor se limita a solicitar que sejam
determinadas as coordenadas do ponto médio de um segmento, sem lancar mdao de uma
representacao grafica, o aluno possivelmente se restringe a decorar o algoritmo de resolugdo

da situacao sem compreendé-la.

3. Atividades Investigativas no Desenvolvimento dos Habitos de Pensamento

Nas orientacdes curriculares nacionais para o ensino de matemadtica na escola basica
contemporanea, pode-se perceber um deslocamento no foco do ensino, dando-se énfase nas
formas de pensar. A proposta € incluir oportunidades de trabalhos, por meio das quais os
alunos observem, experimentem, levantem conjecturas, analisem, busquem conexdes dentro
da prépria matemdtica e em outras areas do conhecimento. Pretende-se incluir também o
incentivo a curiosidade, o interesse e a perseveranga dos alunos. Nesse sentido, os
documentos curriculares passaram a dar destaque as atividades investigativas e a resolug¢do de
problemas. O ensino de matemadtica passou a se apoiar na participagdo ativa do aluno,
envolvido em resolucdo de problemas “de modo a ter uma experiéncia matematica genuina,
semelhante a dos mateméticos” (PONTE, 2004, p.14), na exploracao de idéias matemaéticas e
na comunicag¢do de estratégias de resolugdo e de resultados obtidos.

Os processos de questionar (inquiri¢do) e de pesquisar (investigacdo) devem ocupar
lugar central no curriculo de Matematica como forma de perceber que a Matematica € falivel
e estd em constante evolugdo. Nessa perspectiva, a descoberta guiada, a resolucdo de

problemas e as atividades investigativas s@o alguns métodos que integram o que Ernest (1996)
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chama de pedagogia da inquiricdo. Essa pedagogia deve estar centrada na descoberta,
redescoberta, melhor dizendo, por parte do aluno, das principais idéias e processos
matematicos. Entendemos essa pedagogia da inquiricio como aquela que viabiliza a
mobiliza¢do das formas de pensamento matematico, que podem se transformar em habitos de
pensamento matematico adquiridos pelo aluno ao longo de sua escolaridade

A inquiricao € o ponto de partida para a investigacio matemadtica. Em contextos de
ensino, aprendizagem ou formacao, investigar significa trabalhar em busca de respostas para
questdes que se apresentam inicialmente confusas, sobre as quais produzimos conjecturas,
testamos, refinamos, justificamos, buscamos provas até validi-las, de modo fundamentado e
organizado (PONTE, 2004). Dessa maneira, os alunos podem aprender matemdtica com

compreensdo num processo de “pensar matematicamente”.

O aluno é chamado a agir como matemdtico, ndo sé na formulacdo de questdes e
conjecturas e na realizacdo de provas e refutagdes, mas também na apresentacdo dos
seus resultados e na sua discussdo e argumentagdo com os colegas e o professor.
(PONTE, 2004, p.10)

“A realizacdo de trabalho investigativo possibilita que os alunos facam matemaética e
se envolvam no pensamento matemdtico € ndo apenas que o absorvam” (FONSECA, 2000,
pl6), pois estardo envolvidos em uma cultura de exploracdo matematica. Essa exploracdo
matemadtica ird contribuir para a compreensdo e utilizacdo das idéias matemdticas e nao
apenas para a mecanizacdo de procedimentos, tornando assim o conhecimento algo mais
duradouro As investigacdes podem desencadear formas de pensar e as formas de pensar, por
sua vez, podem gerar investigacoes.

As atividades investigativas podem atuar como uma poderosa estratégia para
contribuir com a “educa¢do matematica de nossos alunos e reeducagio de nossos professores”
e como possibilidade “para superar o medo da matemdtica, despertando o prazer da
descoberta em matemadtica, de forma que experimentar e fazer matematica sejam atividades
desejadas e naturais na sala de aula de matemaética” (FROTA, 2005, p.9)

Para o aluno aprender, € necessédrio que se envolva em atividades por meio das quais
possa descobrir, inventar e investigar. Que ele se envolva num “processo de criagdao
matemadtica” (SILVA et al, 1999, p.71), tendo a oportunidade de comparar, observar, levantar
conjecturas e valida-las, organizar informacoes, elaborar suas proprias conclusdes, discutir e
comunicar idéias. Esse fato € enfatizado por Goldenberg quando diz que aos alunos nao basta

executar técnicas explicadas: “O objetivo propriamente dito € que o aluno aprenda como um
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investigador perspicaz e, para isso, tem que fazer investigacdo” (1999, p.37). As atividades

de investigagdo lidam com o essencial da natureza da atividade matematica:

(1) permitem uma melhor compreensdo da natureza dos processos de fazer
matemadtica (experimentar/explorar, identificar padrdes, formular e testar
conjecturas, generalizar e demonstrar); (ii) estimulam o pensamento globalizante
(relacionando tdpicos da matemadtica); (iii) permitem de forma significativa
trabalho diferenciado de alunos com diferentes competéncias e estilos cognitivos
em matemdtica; podem ser abordadas e desenvolvidas de varios modos e diversos
graus de profundidade; (iv) facilitam o desenvolvimento integrado de atitudes,
capacidades e conhecimentos. (SILVA, et al,1999,p.75)

Sendo assim, a utilizacdo de tarefas de investigagdo matematica é uma estratégia de
acdo do professor em sala de aula, com o objetivo de proporcionar um ensino mais
significativo e despertar a criatividade e o prazer pela descoberta, além de permitir o

desenvolvimento e/ou o fortalecimento dos hdbitos de pensamento matemaético.

O desenvolvimento de Investigacdes Matemadticas em sala de aula representa um
contexto rico e desafiador de aprendizagem tanto para o aluno quanto para o
professor. Para o aluno porque este passa a constituir-se em sujeito de
conhecimento, isto é, alguém que sente o prazer de participar da producdo/criagdo
das idéias matematicas. Para o professor porque pode encontrar nas Investigacdes
Matemdticas um modo significativo de ensinar, compreender, trabalhar e
estabelecer relagdo com a Matemdtica, levando os alunos a se interessarem pelas
aulas de dlgebra, fato pouco comum, atualmente, em nossas escolas.
(FIORENTINI, p.21, 2004)

Porém, ao introduzir as atividades de investigacdes matemdticas em sala de aula,
algumas concepcdes e crencas a respeito de aula de matemdtica e do papel do professor
podem ser desestabilizadas; afinal somos oriundos de uma educacdo escolar tradicional
segundo a qual o conhecimento ¢ algo pronto e o professor, dono da verdade, repete para seus
alunos uma matematica decorada e linear. Tal situacdo pode levar professores inexperientes
ou com menor dominio de conteido a evitarem esse tipo de atividade em sala de aula
(FROTA, 2005).

O desenvolvimento de investiga¢cdes matematicas na sala de aula de matemaética exige
adaptacdes tanto do professor quanto do aluno, segundo aponta Goldenberg (1999). Do
professor, exige-se estimular o espirito de investigagdo entre os alunos, o que demanda
maiores conhecimentos matematicos, ja que a investigacdo pode conduzir esses alunos para
caminhos matemaéticos inesperados e nao planejados pelo professor. O mesmo autor aponta
que, ao desenvolver uma aula de matemadtica, o professor tem que considerar as quatro

funcOes da investigacdo: (i) explorar, no sentido de por a mdo na massa, ajudar os alunos a
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estabelecer intuicdes e observar o terreno; (ii) descobrir, conduzir os alunos a descoberta de
idéias e fatos matemdticos especificos; (ii1) discutir ou por em questdo idéias matemadticas que
ja tenham sido trabalhadas ou que precisam ser aprofundadas ou ainda que irdo gerar
conexoes logicas; (iv) ensinar o aluno a investigar. Uma atividade de investigacdo requer do
aluno que aprenda a ser um bom investigador, sabendo que, em certos momentos, € necessario
manter alguns pressupostos fixos; em outros, deve-se efetuar alguma mudanga, que “os
resultados mais interessantes surgem sob a forma de invariantes inesperadas [...]”. Assim “[...]
ser um bom investigador implica aprender a ver para além das aparéncias a procura de
conexoes 16gicas”’(GOLDENBERG, 1999, p.47).

E importante que o professor dé tempo aos alunos de pensar, explorar idéias,
comunicd-las e confrontd-las com os colegas. Isso demanda tempo para conhecer e dominar a
situacdo, familiarizar-se com os dados, entender o sentido da tarefa. No decorrer da
investigagdo, as vdarias formas de pensamento matemdatico vao aflorando: buscar
regularidades; fazer experiéncias e exploracdes; pensar e inventar idéias; visualizar; fazer
conjecturas. e comunicar idéias. Incorporadas a acdo matematica dos alunos, essas formas de
pensar podem vir a se tornar hdbitos de pensamento matematico.

Reafirmamos que, ao explorar uma questdo matemdtica, uma boa estratégia € o
registro formal ou informal do trabalho investigado. Para Ponte e colaboradores (2003), “é
somente quando se dispdem a registrar as suas conjecturas que os alunos se confrontam com a
necessidade de explicitarem as suas idéias e estabelecerem consensos € um entendimento

comum quanto as suas realizacdes”(p.33).

O registro escrito, que se pede numa investigacdo, constitui um desafio adicional
para alunos, porque exige um tipo de representagdo que nunca utilizaram. [...] a
escrita dos resultados permite ao professor aceder posteriormente ao trabalho dos
alunos de forma a analisar o seu desempenho e a planificar as aulas seguintes. Esses
elementos sdao imprescindiveis para o sucesso do momento de discussao do trabalho
realizado, quer para os alunos, que assim podem comunicar mais facilmente os seus
resultados, quer para o professor que precisa ter um bom conhecimento daquilo que
cada grupo faz. (PONTE et al, 2003, p.35).

Pode ser que, no inicio, os textos sejam curtos apresentando apenas os resultados
encontrados, mas a medida que os alunos vdo se exercitando na redagdo, adquirem
desenvoltura e experiéncias. Os relatérios obrigam os alunos a refletirem sobre o trabalho
realizado, levando-os a organizar as idéias e aprofundar os aspectos obscuros e a0 mesmo
tempo contribuem para que o professor recolha informacdes sobre o nivel de objetivos

alcancados (PONTE, 2004).
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Em pesquisa desenvolvida com alunos de licenciatura de matematica, Frota (2002)
concluiu que as dificuldades em redigir um texto matemadtico “[...] refletem o pouco habito do
aluno de comunicar idéias matemadticas de modo escrito” e, talvez por esse motivo, os alunos
fazem “[...] op¢@o por elaborar um texto mais técnico, ou tradicional” (p.9) . Assim, nosso
maior desafio € fazer com que nossos alunos produzam textos matematicos bem estruturados.

Muitas vezes, os alunos apresentam maior facilidade ao colocar suas idéias oralmente,
do que registrd-las por escrito. Assim, numa atividade investigativa, a fase da discussdo
constitui uma etapa extremamente importante, pois, nesse momento, os alunos irdo socializar
suas descobertas, comunicar suas idéias e utilizar seu poder de argumentacio para convencer

seus colegas.

A fase de discussdo é, pois, fundamental para que os alunos, por um lado, ganhem
um entendimento mais rico do que significa investigar e, por outro, desenvolvam a
capacidade de comunicar matematicamente e de refletir sobre o seu trabalho e o seu
poder de argumentacdo. Podemos mesmo afirmar que, sem a discussdo final, se
corre o risco de perder o sentido da investigacdo. (PONTE et al, 2003, p.41)

O papel do professor € fundamental na organizacdo e conducdo da discussdo dos
alunos. As vezes, é necessdrio estipular uma ordem de apresentacdo, garantindo a participacdo
de todos os alunos e evitando repeticoes de argumentos, o que poderia tornar o trabalho
cansativo.

Em termos de estratégias para a acdo, uma das orientagcdes dos PCNEM ¢ que:

A selecdo das atividades a serem propostas deve garantir espago para a diversidade de
opinides, de ritmos de aprendizagem e outras diferencas pessoais. O aspecto
desafiador das atividades deve estar presente todo o tempo, permitindo o engajamento
e a continuidade desses alunos no processo de aprender. Nesse sentido, a postura do
professor de problematizar e permitir que os alunos pensem por si mesmos, errando e
persistindo, é determinante para o desenvolvimento das competéncias juntamente com
a aprendizagem dos contetdos especificos. (PCNEM,1999,p.129)

Portanto, é importante oferecer oportunidades para que o aluno construa idéias a partir
de experimentagcdes, que ele possa formular previsdes e delinear planos para resolver
situagdes-problema. Igualmente é importante que ele possa explicitar sua forma de pensar,
que possa inferir, hesitar, tentar, procurar relacdes, comunicar seus resultados, o que pode ser
favorecido por meio de atividades investigativas, enfatizando 0s processos matematicos
caracteristicos da atividade matematica.

Abrantes e colaboradores (1999) apontam seis boas razdes para a incorporagdo de

atividades de investigacdo na sala de aula e no curriculo de matematica:
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1) constituir uma parte fundamental do trabalho em Matematica, promovendo o
envolvimento do aluno em processos tais como formular problemas, explorar
hipétese, fazer e testar conjectura, generalizar e provar resultados; 2) favorecer o
envolvimento do aluno no trabalho da aula; 3) possibilitar o desenvolvimento de
alunos com niveis de competéncia matemdtica distintos; 4) estimular um
pensamento globalizante, que implica que se relacionem vdrios topicos; 5) poder
ser inseridas em qualquer parte do curriculo; 6) e reforcar as aprendizagens mais
elementares. Enfim, permitir que o aluno seja inventivo, curioso, inquiridor,
explore, pense, organize os dados, reflita, comunique suas idéias, desenvolva a
autoconfianca, a autonomia e alguns habitos de pensamento matemadtico desejaveis.
(ABRANTES et al 1999, p.1)

Entendemos as atividades de investigagdo como um locus propicio ao
desenvolvimento das diversas formas de pensar matematico que podem se constituir como
bons héabitos de pensamento matematico. Em particular nos interessam as possibilidades de

interligar as formas de pensar algébrico e geométrico, fato que motivou o desenvolvimento do

trabalho, aqui relatado, sobre as Transformacdes Geométricas no Plano.
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3 TRANSFORMA COES GEOMETRICAS NO PLANO

A questdo primordial ndo é o que sabemos, mas como sabemos.
Aristoteles

Neste capitulo, apresentamos uma introducdo ao estudo das Transformagdes
Geométricas no Plano, tépico matematico objeto da pesquisa desenvolvida. A primeira secao
destaca alguns aspectos nas orientacdes curriculares relativos ao tema em estudo e sua
inser¢do no Curriculo de Matemdtica. A segunda, aborda as Transformagdes Geométricas no
Plano: as isometrias de translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo com deslizamento e as
homotetias. Uma discussdo acerca de transformacdes de fungdes integra a terceira secao.

Ao longo do texto, optamos por uma revisao das defini¢cdes das transformacgdes planas,
exemplificando os movimentos ocorridos, quando tais transformacdes sdo aplicadas a
poligonos e depois a fungdes polinomiais. Os exemplos apresentados foram feitos no
GeoGebra, software utilizado no desenvolvimento do trabalho empirico e aqui inseridos,
ilustrando situacoes, cujas constru¢des foram propostas aos estudantes que participaram da
pesquisa. A apresentacdo dos varios topicos € feita, buscando evidenciar aspectos importantes
para o ensino-aprendizagem, de modo especial o desenvolvimento das diversas formas de
pensamento matematico, interligando o pensamento algébrico e o geométrico. O texto
apresentado sintetiza algumas reflexdes tedrico-metodoldgicas que a propria professora-
pesquisadora desenvolveu acerca das Transformag¢des Geométricas no Plano, buscando
estabelecer uma conexdo entre a forma como o tdpico € abordado em textos didéticos
adotados na Licenciatura ou mesmo no Ensino Médio e uma abordagem que permita melhor
compreensdo do assunto a partir da mobilizacdo das formas de pensar e as estratégias de

aprender Matematica.

3.1 As Transformacoes Geométricas no Curriculo de Matematica

Os Parimetros Curriculares Nacionais (PCNs) enfatizam que a Algebra “constitui um
espaco significativo para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstracdo e
generalizacdo além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para a

resolugdo de problemas”( BRASIL, ano.p.115).
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Os conceitos geométricos, por sua vez, compdem uma parte importante do Curriculo
de Matematica, pois, “por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento
que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que
vive”(p.51).

O documento ressalta, assim, o papel importante da Algebra ¢ da Geometria no

Curriculo e, ao se referir ao estudo das transformacdes geométricas, destaca:

[...] a importancia do trabalho com as transformagdes geométricas (isometrias,
homotetias) de modo a permitir o desenvolvimento de habilidades de percepcdo
espacial e como recurso para induzir de forma experimental a descoberta, por
exemplo, das condi¢des para que duas figuras sejam congruentes ou semelhantes.
(BRASIL, 1998,p.51).

O contetido de Transformagdes Geométricas pode atuar como um articulador entre os
diversos conteidos e idéias matematicas, dando significado a linguagem ao generalizar
procedimentos de cdlculos. A proposta é que o seu estudo seja feito de forma gradual, desde
as séries iniciais do ensino fundamental, de maneira que o aluno vd ampliando e
aprofundando seus conhecimentos sobre o tema. A utilizagdo de recursos computacionais
pode ser importante e contribuir para que os alunos explorem problemas, envolvendo
transformagdes de maneira mais dindmica e significativa, testando o que muda e o que ndo
muda ao compararem duas figuras isométricas ou homotéticas.

No 4° ciclo', especificamente, os conceitos de congruéncia e semelhanca sdo
abordados e “o estudo das transformagdes isométricas é um excelente ponto de partida para a
constru¢do das nogdes de congruéncia” e “o estudo das transformacdes que envolvem
ampliacdo e reducdo de figuras € um ponto de apoio a construcdo do conceito de
semelhanca”(BRASIL, 1998,p.124).

As orientacdes dos PCNs estdo presentes nos atuais livros didaticos, que apresentam
uma série de situagdes que levam o aluno a “brincar” com as figuras e formas geométricas,
descobrindo simetrias a partir da construcao, por exemplo, de mosaicos e faixas decorativas,
ampliando figuras, rotacionando, buscando semelhangas, identificando congruéncias. De uma
forma natural, busca-se introduzir as Transformacdes Geométricas no Plano que, além de
contribuirem para estabelecer conexdes com outros conteidos matematicos, podem contribuir,

também, para o desenvolvimento de diferentes habitos do pensamento matematico, como a

' De acordo com os PCNss, o 4° ciclo corresponde a 7% e 8* série e a 8° e 9° anos de escolaridade, de acordo com
alei 11.114 de 16 de maio de 2005.
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visualizacdo e, conseqiientemente, o levantamento de conjecturas e de argumentos para sua

comprovacao.

Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por meio de desenho,
buscam uma relacdo entre a representagdo do objeto e suas propriedades e
organizam o conjunto do desenho de uma maneira compativel com a imagem

global que tém do objeto.”(BRASIL, 1998, p.125)

Acreditamos que o estudo de transformagdes geométricas ao longo do Ensino
Fundamental servird de referéncia para a articulacdo dos conceitos e propriedades do estudo
de fungdes. Estabelecendo uma relagdo com as isometrias e homotetias de figuras no plano, as
transformagdes de fungdes podem ser mais facilmente entendidas, tanto do ponto de vista das
transformagdes das representagdes graficas, quanto de suas representagdes algébricas,
integrando as formas de pensamento algébrico e geométrico.

Incorporando o estudo das Transformacgdes Geométricas no Plano ao curriculo de
Matemitica, utilizando uma concep¢cdo de resolugdo de problemas e/ou atividade
investigativa, temos uma ferramenta poderosa para a compreensdo das propriedades e
relacdes, bem como a possibilidade de mobilizagdo de formas gerais de pensamentos
matemadticos como: visualizacdo, experimentacdo, deducdo, levantamento de conjecturas,
exploragdo de regularidades, registro e comunicagdo de idéias e argumentos sobre o conteudo
matemadtico estudado. Os alunos podem ser incentivados a adotar estratégias e formas de
pensamento especificas dos matematicos como: observa¢do dos variantes e invariantes,
sistematizacdo de resultados, uso de raciocinio proporcional, exploracdo de uma situagdo por
meio de multiplos pontos de vista, ou raciocinio por continuidade.

Para isso, propomos que o conteido de Transformacdes Geométricas no Plano seja

(re)visitado a partir das perspectivas apontadas.

3.2 Transformacoes Geométricas no Plano

Uma transformacgdo geométrica no plano é uma correspondéncia um a um entre pontos
do plano. De acordo com a definicio de Rich (2003), “por uma transformacdo do plano,
entenderemos uma regra que associa, a cada ponto do plano, um ponto diferente ou o mesmo

ponto”. Por meio de uma transformacdo, os pontos de uma dada figura no plano sdo postos
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em correspondéncia com os pontos de outra figura (sua imagem) no mesmo plano. As
transformagdes que dao origem a figuras congruentes sdo chamadas de transformacdes
isométricas, aquelas que dao origens a figuras semelhantes sdo chamadas de transformagdes
homotéticas.

Assim, Wagner (1993) explicita o conceito em questdo:

Transformacdes geométricas sdo fungdes que associam a cada ponto do plano um
outro ponto também do plano através de certas regras.[...] Uma transformacio T, no

plano IT, é uma fungdo 7" : IT — IT, que associa a cada ponto A do plano outro
ponto A= T (A) do plano, chamado sua imagem de A por T. Se F' ¢ uma figura

(ou conjunto de pontos) F"=T(F)é o conjunto das imagens dos pontos de F' .
(WAGNER, 1993, p.70)

Nao necessariamente, por meio das definicdes apresentadas nos textos didéticos, é
possivel perceber que, por trds das transformagdes geométricas, estd associado um
movimento. A simples expressdo associar um ponto a outro ponto, ou as palavras
transformagdo e fungdo, por si s6, ndo levam o aluno a perceber a transformacido geométrica
como um movimento de deslocar pontos no plano, segundo alguma regra, obtendo um novo
conjunto de pontos que preserva algumas caracteristicas e modifica outras, comparativamente
ao conjunto inicial.

De modo geral, esses aspectos sdo apontados nos textos didaticos. Lima (1996), ao se
referir as isometrias, destaca que sdo transformacdes que preservam a distancia entre os
pontos e as medidas dos angulos, gerando figuras congruentes. Por ndo distorcerem as
imagens, essas transformacdes s@o chamadas de movimentos rigidos no plano, o que Farmer
(1999) reforca, destacando os invariantes, decorrentes da obrigatoriedade que “a distancia
relativa entre pontos permaneca a mesma; a posicao relativa dos pontos permaneca a mesma”,
apdés 0 movimento.

“Existem apenas quatro tipos de isometrias 7 :II — IT do plano II, além da fungdo
identidade, a saber: translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo com deslizamento” (LIMA, 1996,
p.25). Neste trabalho, o nosso maior interesse recai sobre as trés primeiras formas de
isometrias, exploramos apenas rapidamente a reflexdao com deslizamento.

A homotetia, por sua vez, é uma transformacdo em que a medida dos angulos é
preservada, assim como a razdo das medidas das distancias correspondentes. Em geral, nao ha
congruéncia; homotetia € uma semelhanca que lida com a ampliagao e redu¢do de uma figura
inicial:

z

A homotetia de centro O e razio r no plano Il é a transformagdo
H : 11 — IT que associa a cada ponto P em Il um ponto P, = H(P)tal que
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OP, =r.OP. Se r=1, a homotetia H reduz-se a transformacdo identidade
H (P) = P para todo P”. (LIMA, 1992, p.161).

Mais uma vez € possivel constatar que, na defini¢do, a linguagem é complexa e os
alunos podem ter dificuldades em perceber que a homotetia gera figuras semelhantes
(ampliadas ou reduzidas) por meio de um movimento no plano.

Consideramos que o ensino-aprendizagem das Transformagdes Geométricas no Plano
pode ser feito a partir abordagens metodolégicas diferenciadas. A primeira consiste em
atribuir significado a defini¢do previamente apresentada, buscando ressignificd-la a partir da
exploracdo de virias figuras. E como se o aluno fosse desafiado a entender uma informacéo
numa linguagem nova ou, ainda, decodificar uma mensagem recebida em um cdédigo que
ainda ndo conhece. A segunda abordagem consiste em desenvolver, primeiramente, um
trabalho a partir da anélise de figuras, na busca de suas propriedades, identificando as coisas
que mudam e as que ndo mudam, repetindo experimentos com objetos diferentes, na busca
das semelhancas, até conseguir comunicar com palavras o que foi observado e, aos poucos,
formalizar uma definicio matemadtica. Essas duas abordagens podem possibilitar que os
alunos experimentem as abordagens normalmente utilizadas pelos matemaéticos, vivenciando
formas de pensamento matematico variadas. Um trabalho sistematizado desenvolvido a partir
dessa perspectiva pode levar os alunos a desenvolverem o que poderiamos classificar como
bons hébitos de pensamento matemaético.

Para tornar possivel um trabalho de acordo com as abordagens apontadas, enfatizamos
a importancia da utilizacdo de recursos computacionais como forma de privilegiar a
visualiza¢do, a procura de invariantes e o registro formal ou informal das observagoes,
podendo levar os alunos a perceberem as isometrias e homotetias como movimentos no plano.
O uso de recursos computacionais adequados pode, ainda, promover a articulacdo entre o
pensamento geométrico e algébrico, fato que consideramos importante para a compreensao do

que seja uma transformacdo geométrica no plano.
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3.2.1 Isometria de Translaciao

7z

Translacdo € a transformacdo por meio da qual todos os pontos de uma figura se
deslocam numa mesma dire¢do e sentido e de uma mesma distancia. Essa direcdo pode ser
horizontal, vertical ou uma combinagcdo delas. A nocdo de translacdo estd intimamente

relacionada com o conceito de vetor (do latim “vehere”= transportar) (WAGNER,1993, p.20).
- . .
O vetorv, € o que define a dire¢do e o sentido do deslocamento. Portanto, “a transformacao

T, :I1 — II, determinada pelo vetor v, € a transformacdo que leva cada ponto P do plano IT

no ponto 7, (P) = P+ v “. (LIMA, 1992, p.142).

O entendimento da defini¢cdo, na forma proposta, pressupde que o aluno tenha
desenvolvido a capacidade de abstracdo e o dominio da linguagem matemadtica simbdlica.
Como mobilizar formas de pensamento matemadtico que possam auxiliar o aluno no
entendimento dessa definicdo? Uma proposta poderia ser feita a partir da constru¢do ou
mesmo da andlise de figuras ja construidas, propondo-se questdes de forma que o aluno
pudesse atribuir um significado a defini¢do.

A Figura 3 apresentada ao aluno pode possibilitar a visualizagdo do que ocorre em
uma translacdo horizontal e, a Figura 4, o que ocorre em uma translacdo horizontal. O
importante € que a figura seja explorada como um recurso na descoberta das propriedades da
isometria de translacdo. As ferramentas que o aluno vai utilizar para comparar, buscar
regularidades, levantar conjecturas € que variam, conforme se disponha apenas de lapis e
papel ou, se trabalhe em um ambiente computacional.

Observando a Figura 3, o aluno pode perceber que o poligono foi deslocado para a
direita, houve uma translagcdo para a direita e que € possivel estabelecer uma conexao entre a

representacdo geométrica do objeto e a sua representacao algébrica.
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Construc¢io — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

1 i. O poligono ABCDE foi deslocado horizontalmente
para a direita;

ii. poligono ABCDE = A’B’C’D’E’, ou seja, os
poligonos sdo congruentes;

iii. a distancia entre cada ponto do poligono original e

=
sua imagem equivale ao médulo do vetor v , que

neste caso é de 8 unidades;

off L LI ; ; — | iv.as coordenadas originais do vértice B(7,6) foram

transformadas em B’(15,6).

Figura 3 — Simetria de translacao horizontal

Da mesma forma, o aluno é chamado a explorar a Figura 4 para perceber que o

poligono ABCDE foi deslocado verticalmente para baixo.

Construc¢io — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o poligono ABCDE foi deslocado verticalmente

, A para baixo;
a ‘ o z 9 b b b -
ii. poligono ABCDE = A’B’C’D’, ou seja, os
. Q . poligonos sdo congruentes;

iii.a distancia entre cada ponto do poligono
original e sua imagem equivale ao médulo do

-

vetor V , que neste caso € 7 unidades;
e . 2 . | iv.as coordenadas originais do vértice B(7,6)

foram transformadas em B’(7,-1).

Figura 4 — Simetria de translacao vertical

Analisando as Figuras 3, 4 e 5, € possivel concluir que a forma, os angulos e as
distancias entre os pontos permanecem invariantes, mantendo as figuras congruentes, mas as

coordenadas dos vértices dos poligonos variam em fun¢do do deslocamento, definido por

- -

N
v=ai+bj. Na translacio horizontal, as coordenadas (x,y) foram transformadas em
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- -
(x+a,y),pois v =ai e na translagcdo vertical as coordenadas (x,y) foram transformados em

-

(x, y+b),uma vez que ;:bj .

Importante € que o aluno seja chamado a mobilizar formas diferenciadas do
pensamento matemdtico para investigar e levantar conjecturas. Um bom desafio € propor que
ele combine translagdes, deslocando um poligono dado, por exemplo, para direita e para cima.

Espera-se que o aluno construa uma figura do tipo da Figura 5. Observando a Figura 5, ele

podera perceber que cada ponto P do poligono foi levado em um novo ponto Q= P+ v, da

N
mesma forma ocorrida nas translacdes anteriores. Agora, entretanto, o vetor v combina os

- - -

dois movimentos e por isso tem a forma v =ai+b j . Dessa forma, as coordenadas (x, y)
sdo transformadas em (x+a, y+b) (Figura 5). Essas observacdes decorrentes de uma série de

experimentacdes podem auxiliar o aluno a identificar padrdes, na busca de generalizagdes.

Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o poligono ABCDE foi deslocado verticalmente
para cima e horizontalmente para a direita;

ii. poligono ABCDE = A’B’C’D’E’, ou seja, os
poligonos sdo congruentes;

iii.a distancia entre cada ponto do poligono
original e sua imagem equivale ao médulo do
vetor deslocamento.

iv.as coordenadas originais do vértice B(7,6)

foram transformadas em B’(15,9).

Figura 5 — Simetria de translacao horizontal e vertical combinadas

As figuras apresentadas, assim como as observacdes registradas em cada uma delas,
ilustram o tipo de trabalho que pode ser feito no estudo introdutério das isometrias de
translacdo. Muitas outras atividades e construgdes de figuras podem ser propostas, ndo apenas

pelo professor, mas pelos préprios alunos.
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3.2.2 Isometria de Rotacao

Na transformacdo por rotacdo, fixa-se um ponto no plano e a figura gira em torno

desse ponto de um determinado angulo. O ponto fixo é chamado de centro de rotacao.

Dado um angulo &, a rotag@o de centro O e amplitude & ¢ a transformacdo que a
cada ponto A do plano II associa o ponto A'=R,(A)de forma que tenha

OA'= OA,AOA'Z Qe o sentido de Apara A'(em torno de O).(WAGNER,
1993,p.75)

Uma rotagdo ¢ uma isometria que preserva a forma do objeto geométrico, a distancia
entre os pontos e as medidas dos angulos.

Se a defini¢do acima e a informacdo acerca dos invariantes quando a transformacdo é
aplicada a pontos do plano sdo apenas repassadas aos alunos, dificilmente serdo entendidas ou
serdo facilmente esquecidas. As exploracdes com figuras sdo fundamentais no entendimento
das transformacdes geométricas; em ambiente de 1apis e papel apresentam a limitacao de lidar
com objetos estiticos € em ambiente computacional trazem a vantagem de permitir a
movimentacgdo das figuras.

Se tomarmos, por exemplo, a Figura 6 & possivel perceber que o poligono ABCD

sofreu uma rotacao em torno do ponto O (origem).

Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

S i. O poligono ABCD foi rotacionado por um angulo de
90°;

ii. poligono ABCDE = A’B’C’D’;

iii.o angulo de rotacdo possui vértice no ponto O e os lados
sdo as semi-retas de origem no ponto O e contendo o

vértice da figura original e de origem em O e contendo o

vértice correspondente da figura rotacionada. Por

—_—

exemplo, podemos definir o ngulo pelas semi-retas OA

e OA',ou OC e OC'.
iv.as coordenadas originais do vértice A(2,1) foram

transformadas em A’(-1,2).

Figura 6 — Simetria de rotacao
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No caso, essa rota¢do foi de um angulo de 90°, fato que se espera seja constatado pelo
proprio aluno ao explorar a figura.

Em particular, uma rotacdo de amplitude 90°, no sentido anti-hordrio leva o ponto
(x,y) em (—y,x). Uma rotagao de 180° em torno do ponto O leva o ponto (x,y) no ponto
(—x,—y) . Nesse caso, dizemos que esse ponto € simétrico ao ponto (x,y) em relagdo ao ponto
O. Uma rotacdo de 270° em torno do ponto O leva o ponto (x,y) no ponto (y,—x), como
podemos observar na Figura 7.

E desejdvel que o proprio aluno especule e faca suas sistematiza¢des sobre as novas

coordenadas dos pontos transformados pelas rotagdes de amplitudes variadas.

Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

1. O poligono ABCD foi rotacionado em torno do ponto O
por um angulo de 90°; de 180° e 270°.

ii. as coordenadas originais do vértice A(2,1) foram

transformadas respectivamente em

A'(-1.2), A'=(-1,2), A =(-2,-1), Ab=(1,-2)

'

Figura 7 — Simetria de rotacao de poligonos por um angulo de amplitudes de 90°, 180° e 270°

Podemos propor a construgao da Figura 7 a partir da Figura 6, incentivando o aluno a

verificar que o poligono ABCD foi rotacionado em torno do ponto O por um angulo de 90°,

de 180° e 270° de forma que OA=0A'= OA', = OA', , o que pode ser observado, construindo

as circunferéncias de centro O e raios a, OB , OC e OD.

Construciao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o poligono ABCD foi rotacionado em torno do

ponto O por um angulo de 90°; de 180° e 270°.
ii. a s ﬁ R % e % sdo os raios das

circunferéncias.

Figura 8 — Simetria de rotacfo e circunferéncias concéntricas passando pelos vértices dos poligonos
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Como o angulo de rotagdo « divide as circunferéncias em n partes congruentes,
podemos inscrever nas circunferéncias um poligono regular de nlados. A Figura 8 pode

facilitar a visualizac@o da afirmativa.

Construcao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o angulo de rotagdo ¢ de 90°;
ii. a circunferéncia foi dividida em 4 partes
congruentes

iii. o poligono inscrito é um quadrado

Figura 9 — Simetria de rotacao e poligonos regulares inscritos nas circunferéncias

Numa abordagem mais avancada e como uma forma de os alunos se apossarem de
uma forma mais visual das relagdes de seno e cosseno, podemos trabalhar com a rotagdao dos
poligonos, utilizando outros angulos como 30°, 45° e 60°.

Levantar conjecturas acerca das novas coordenadas de um ponto rotacionado em
relacdo a origem de um angulo & genérico ndo € natural, como quando lidamos com as
translagdes. Optamos por apresentar uma deducdo da férmula que fornece as novas
coordenadas, tendo como suporte a Figura 9.

Para estabelecer as novas coordenadas de um ponto obtido pela rotagdo de um outro
em relacdo a origem de um angulo « genérico e generalizar as observacoes feitas sobre a
rotacdo de poligonos por um angulo & qualquer, vamos nos fundamentar em Neto (1980).
Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais XOY, um tridngulo ABC e
um tridngulo A’B’C’ resultado de uma rotagao do tridangulo ABC por um angulo & e centro
de rotacdo na origem. Mantendo a origem O fixa, vamos girar os eixos OX e OY no sentido
anti-horario, do mesmo angulo @ ( Figura 10). Obtemos assim um novo sistema de eixos
X’0Y’. Seja A (x1,y;) um ponto do tridngulo ABC em relac@o ao eixo XOY e A’(Xp,y2) um

ponto do tridangulo A’B’C’ em relagdo ao sistema X’ OY’.
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Figura 10 — Rotacio por um dngulo & de um ponto P em relacido a origem dos eixos cartesianos

Observando a Figura 10, podemos perceber que:

1) as coordenadas de A’ ficam assim definidas:

{xz =OP . x,=0E~PE .. x, =0OE - DH

D

y,=0Q.:.y,=FQ+FO .. y,=AD+EH

i1) o triangulo AOHE é semelhante ao AA'DH
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i) &Eﬁle e do tridngulo AOHE podemos obter as medidas dos

lados EH e OE utilizando:

EH — EFH ——
sen =—,como OH=x,,temos, senax =——-. EH =x1sen0{(2)

OH

OE — OE —
cosa:O—H,comoOH:xl,temos,cosaz—:. OE = x,cosa (3)

iv) AH=AH’= y,

DH — —
seno = E’ comoA'H=y,, temos DH = y,sena (4)

o
o)

cosa =

S
Sy

e do tridngulo AA' DH'
lados A’D e DH’, utilizando:

Xy

X

,como A'H=y, , temos A'H=y, cosa(5)

podemos obter as medidas dos
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V) Substituindo as relacdes obtidas em (2), (3), (4) e(5) em (1), teremos:

{xz = X, cOSQ — ylsena(6)

v, =X, sen +y, cosa

Observando a Figura 10, vemos que o ponto A (7,2) sofreu uma rotacdo de 60° em torno

da origem no sentido anti-horario.

Substituindo x, =7, x, =2,c0s60°= %e sen 60°= 73 na relagdo (6), teremos:

o =7l x, =L(7-243)
2 T2 2

- 1 .

¥, :7.£+2.l v, = (13 +2)
2 2 2

Aproximadamente, temos as coordenadas do ponto A”(1,8 ; 6,95).

Embora ndo haja, de modo geral, muita receptividade dos alunos para tratamentos
formais mais rigorosos, € preciso leva-los também a experimentar os processos de deducdo e
acrescentd-los ao repertorio de suas estratégias de lidar com a matematica.

Se, por um lado, a busca de generaliza¢des precisa ser incentivada, por outro, o aluno
precisa saber que essas generalizacdes sdo normalmente resultados de um processo de
deducdo formal matemadtica e ndo apenas resultados de investigacdes feitas a partir de um
nimero reduzido de situagdes. E importante e desejavel que, ao longo dos estudos, no Ensino
Superior, principalmente num Curso de Licenciatura, o aluno seja orientado no sentido de

aprender a construir dedugdes.

3.2.3 Isometria de Reflexao

Uma reflexdo em torno da reta r, também chamada de simetria axial, € a transformacao
S, que faz corresponder a cada ponto A do plano o ponto A= S, (A), chamado simétrico de
A em relacdo a r (WAGNER,1993).

As defini¢cdes dos textos ndo necessariamente sdo claras para o aluno, embora, por
vezes, exista a tentativa de uma maior conexao com a Geometria, ou mesmo o apelo a formas

concretas de se verificar o que ocorre com dois pontos simétricos:
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Reflexdo em relag@o a alguma reta m, que pode ser chamada de eixo de reflexdo ou
de simetria, é a transformagdo que a cada ponto P associa o seu simétrico P’ em
relagdo a m, isto é, m € a mediatriz do segmento PP’. Se dobrarmos a folha de papel
ao longo de m, os pontos P e P’ se sobrepde. ( BROLEZZI, 2004, p.11).
Na reflex@o, os pontos correspondentes sao eqiiidistantes do eixo de reflexdao ou de
simetria, que atua como se fosse um espelho, refletindo a imagem do objeto geométrico. Essa

analogia com o que ocorre num espelho pode ajudar a compreensio do conceito, assim como

a construcdo e andlise de uma série de figuras.

Construc¢iao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o triangulo ABC e sua imagem (AA'B'C") sdo
congruentes

ii. 0 eixo de simetria € o eixo das abscissas;

iii.o vértices original A (4,5) foi transformado em

A’(4,-5)

Figura 11 — Simetria de reflexao em relaciao ao eixo x

Observando a Figura 11, podemos verificar que o tridngulo ABC foi refletido em
relacdo eixo dos x (eixo das abscissas). O aluno pode ser incentivado a medir e a comparar as
medidas das distancias dos vértices do tridngulo original ABC ao eixo x e dos vértices do

tridngulo transformado ao mesmo eixo, identificando a invariancia delas..

Construciao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o tridngulo ABC e sua imagemAA'B'C" sdo
congruentes;

ii. o eixo de simetria € o eixo das ordenadas;

iii.o vértices original A (4,5) foi transformado em

A’(-4,5)

Figura 12 — Simetria de reflexdo em relacio ao eixo y

Observando a Figura 12, podemos perceber que o tridngulo ABC foi refletido em

relacdo ao eixo dos y (eixo das ordenadas). Igualmente o aluno pode ser incentivado a
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trabalhar, comparando as distancias dos vértices dos poligonos ao eixo das ordenadas,
descobrindo padrdes, de forma a sistematizar que os vértices correspondentes sao simétricos
em relacdo ao eixo dos y.

Sistematizando os resultados obtidos nas Figuras 11 e 12, o aluno pode perceber que,

na reflexdo em relacdo ao eixo das abscissas, as coordenadas dos vértices do poligono (x, y)
foram transformadas em (x,—y) e que, na reflexdo em relacdo ao eixo das ordenadas, as
coordenadas dos vértices do poligono, (x, y) foram transformadas em (—x, y). Essas e muitas

outras propriedades podem ser descobertas pelos alunos, por um processo de descoberta
guiada que o leve a verificar que, numa isometria de reflexdo, a forma, as medidas dos lados e
dos angulos sdo invariantes e o objeto geométrico e sua imagem sao figuras congruentes.

De modo geral, os alunos apresentam certa facilidade em compreender a simetria de
reflexdo em relagdo aos eixos coordenados, porém o mesmo nao ocorre no estudo da simetria
em relacdo a uma reta qualquer.

Os livros didéaticos buscam exemplificar as defini¢cdes por meio de figuras, mas, de
modo geral, o aluno tem dificuldades, por exemplo, quando, ao retomar o assunto em um

curso no Ensino Superior, depara-se com a definicao:

Seja r uma reta no plano II. A reflexio em torno da reta r é a fungio
R, :II = II assim definida: R,(X)= X para todo X € re, para X & r,

R.(X)=X" ¢ tal que a mediatriz do segmento XX '¢é a reta r. (LIMA, 1996,
p.16)

A defini¢do é complexa e ndo deixa clara, por exemplo, a questdo dos pontos fixos, ou
seja, dos pontos que ndo se alteram mediante a transformacao feita. Supde-se, por vezes, que

o aluno traduza a idéia expressa na afirmativa R, (X ) = X para todo X € r como significando

que os pontos da reta r ndo variam. Para o real entendimento da invariancia ocorrida, o aluno
precisa experimentar, refletir muito tempo sobre o assunto, a semelhanca do que fazem os
matematicos. A nossa abordagem do assunto em sala de aula, pode estar comprometendo o
entendimento, por nao dar ao aluno esse tempo.

Ao abordar as simetrias axiais, os livros costumam apresentar e deduzir a férmula das
novas coordenadas de um ponto simétrico a outro pela reflexdo em relacdo a uma reta r. A
férmula para encontrar as coordenadas de um ponto simétrico em relagao a uma reta linear do

tipo y =ax foi apresentada a pagina 11 da secdo 2, do Capitulo 2, quando discutimos as

abordagens proprias dos matematicos, salientando as dificuldades do aluno em compreender o
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que € feito justamente pelo fato de os matemadticos pensarem muito e falarem e escreverem
pouco.

Além disso, a linguagem € complexa, a notacdo confusa por vezes, € o professor
precisa, ainda, estar atento para uniformizar a forma com que denota um segmento, uma reta
um ponto, de modo a facilitar a leitura do texto. Nesse sentido e considerando a importancia
que o aluno seja orientado para realizar suas deducdes, optamos por deduzir novamente a
férmula, explicitando alguns detalhes que julgamos importantes.

Vamos, para isso, esbocar um grafico. A proposta é determinar as coordenadas do

ponto A'= (x',y') em funcdo das coordenadas do ponto A =(x,y) e da reta y=ax. Vamos

tomar como referéncia a Figura 13 abaixo.

Sly

o) A

4-

2

3

Figura 13 — Reflexdo de um ponto em relacio a uma reta

Observando a Figura 13, verificamos que o ponto A’ € simétrico ao ponto A em

relacdo a reta r, ou seja, a distancia de cada um deles até a reta r € a mesma. Assim, a reta (s)
suporte do segmento AA'é a mediatriz do segmento AA', portanto, € perpendicular a reta r, o
ponto P além de ponto médio do segmento AA', € o ponto de intersec¢do das retas r e s.

Como P ¢é ponto médio do segmento AA'e suas coordenadas sdo

P=(l(x+xv>, (y+y'>j.

2

N | =

O ponto P pertence a reta r de equagdo y=ax, portanto, podemos substituir as
~ 1 \ 1 . C e
coordenadas de P na equagdo da reta: y=ax .. E(y +y')= a.E(x+x) que, simplificando,

fica:
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y+y=a(x+x") 1)

Como a reta (s), suporte do segmento AA' ¢ perpendicular a reta (r): y=ax, se a

o . . M o1
inclinacdo ou coeficiente angular (m) da reta r é a, entdo a inclinacdo da reta s serd ——.
a

Assim, podemos substituir as coordenadas do ponto P na equacao:

y_yp :ms('x_'xP)

Entao teremos: y—l(y+ y')= —l(x—l(x+x')j l(y - y'): —i(x—x')
2 a 2 2 2a

N < 1 \
Simplificando esta equacdo obtemos em: y—y'=——(x—x") 2)
a
Como o ponto P € o ponto de encontro das retas r e s obtemos o seguinte sistema de
equacoes:
y+y'=a(x+x")

!

1 .
y=y=-——(x-x)
a

Resolvendo esse sistema, por exemplo, pelo método da adicdo, encontramos

. \
2y =ax+ax'——x+—x'.
a a

Queremos encontrar a abscissa do ponto simétrico de A, em relacdo a reta (r). Assim,

vamos isolar x’ no primeiro membro, reduzindo ao mesmo denominador:

1 1 1), 1
ax+—x'=2y—ax+—x..|la+— |x'=2y—|a——|x
a a a a

2
Portanto: x'= [zz—ajy+ 12a x 3).
a +1 a +1

Substituindo a equagdo (3) em (1), teremos:

y+y'—ax+a( 2a jy+ I-a’ X
1+a® 1+a ) |

Como desejamos encontrar a ordenada do ponto simétrico de A, devemos isolar y’ no

primeiro membro e, assim, teremos:

y'= 2a” y=y|+ axl_a2+ax
_1+a2 1+4d> ’

2a 1-a®
'= x— C))
Y 1+a2j (1+azjy
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Portanto, as coordenadas do ponto A’, simétrico do ponto A em relacdo a reta r de

Y= 1-da? ot 2a y
1+a* 1+a*
equagdo y=ax,sdo:| = 2q 1—a? o’
X= Yy

1+ a? 1+ a?

onde a € a inclinacio da retar, X e y sdo as coordenadas do ponto A.

O detalhamento da apresentacdo feita visa destacar a complexidade das operacdes
algébricas e raciocinios envolvidos. O registro simplificado que ndo explicita as idéias e
operacdes pode ser um grande obsticulo ao entendimento do assunto. Construir uma
demonstracdo rigorosa de uma propriedade matematica exige todo um processo de formacao
para isso. A simples apresentacdo de uma demonstracdo, por mais detalhada que seja, ndo
garante o seu entendimento. Para compreender algumas passagens apresentadas anteriormente
o aluno precisa recorrer a muitas defini¢des, interligando idéias e formas de pensar da Algebra
e da Geometria. Essa ndo € uma tarefa fécil e sua realizacdo depende de uma formacao lenta e

cuidadosa desenvolvida ao longo da escolarizagdo.

3.2.4 Isometria de Reflexdao com Deslizamento

Chama-se simetria de reflexdo com deslizamento, a transformacdo do plano que

consiste em uma reflexdo em torno de uma reta r seguida de uma translagdo ao longo de um

vetor v paralelo a r. (LIMA, 1992, p.154)

Para visualizar a combinag¢do de movimentos, € possivel construir uma representacao

2z

grafica como na Figura 14 O tridngulo A”B”C” é a imagem do triangulo ABC pela reflexao

N
em torno do eixo x seguida de uma translac¢do paralela ao vetor v .
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Construcao — GeoGebra

Observacoes a respeito da figura

i o tridngulo ABC e sua
imagem AA" B"C" sio congruentes;
ii. a transformacdo T € a isometria de

reflexdo em torno do eixo x seguida da

5
translagdo paralela ao vetor v .

iii.O ponto B(2,4) na reflexdo em relacdo ao
eixo X, se transforma em B’(2,-4) e apds

N
a translagdo paralela ao vetor v, de

moédulo 4 unidades se transforma em

B”(6,-4).

Figura 14 — Simetria de Reflexao com Deslizamento

Por meio de experimentacdes, observando o que acontece com as coordenadas de cada

vértice do poligono original, o aluno pode vir a sistematizar que as coordenadas do ponto

P(x,y) se transformam inicialmente em P’ (x,—y) e em seguida em P” (x+v,—y). Esse é

um momento importante para estabelecer conexdes entre o estudo de reflexdes e o estudo das

translagdes. O aluno pode ser desafiado a combinar os dois tipos de movimento, construindo

ele mesmo a nova transformacao.

3.2.5 Homotetia

Homotetia ¢ uma transformagdo geométrica que transforma uma figura F em uma

figura F' semelhante a F , podendo alterar o tamanho da figura original, mas preservar a sua

forma e a medida dos angulos.

Fixado um ponto O no plano IT e dado um nidmero real k # 0, a homotetia de
centro O e razdo k € a transformagdo que a cada ponto A do plano IT associa o

- -
ponto A'= H ,; (A)tal que OA' = k.OA . (WAGNER, 1993, p.80)

A definicdo pode ganhar sentido por meio de uma representacdo grafica, como na

Figura 3.13. O aluno pode observar que o poligono ABCDE foi ampliado, de forma
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proporcional, para a razdo de semelhanca k =2 e contraido também de forma proporcional
1 . .
para a razdok :5 comparando as medidas dos lados correspondentes. O aluno pode ainda

obter as coordenadas dos vértices dos poligonos ampliados, verificando que elas ficam

multiplicadas pela razdo k, ou seja, que as coordenadas (x, y)dos vértices do poligono foram

transformadas em (kx, ky).

Construc¢io — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o poligono ABCDE ¢ semelhante aos
outros dois poligonos transformados;

ii. para k = 2 o poligono foi ampliado
ou dilatado proporcionalmente e o
ponto B (2, 3) foi transformado em B'
(4,6)

iii.para k = E , 0 poligono foi reduzido

ou contraido de forma proporcional e o
ponto B (2, 3) levadoem B'; (1, 1.5)

Figura 15 —Transformacio por Homotetia parak =2 e k = E

Na Figura 16 poligono ABCDE foi ampliado, de forma proporcional, considerando-se

as razdes de semelhancak =2 e k =-2.

Construcao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

’ i. o poligono ABCDE ¢ semelhante aos
outros dois poligonos transformados;

ii. para k = 2 o poligono foi ampliado ou
dilatado proporcionalmente e as
coordenadas de B (2, 3) se
transformaram em B (4, 6) ,

iii.para k = —2, o poligono foi ampliado
de forma proporcional e o ponto B (2, 3)
se transformou em B'; = (-4, -6) ;

Figura 16 —Transformacio por Homotetia para k =2 ¢ kK =-2

O aluno pode ser motivado a fazer varias experimentagdes, usando valores distintos
para k. Assim, para k =-—1, pode observar na Figura 17 que o poligono foi refletido em
relacdo a origem, ou seja sofreu uma rotacdo de 180° em relagdo a origem e a nova figura é

congruente a figura original. Neste caso, a homotetia se reduz a uma isometria.
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Construciao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

v

i. o poligono ABCDE € congruente ao
poligono A’'B’C’D’E’

ii. parak = —1, o poligono foi refletido em
relacdo a origem e é congruente a figura
original

N\ ;, | iii.as  coordenadas de B(2,3) se

) transformaram em B' (-2, -3) ,

Figura 17 -Transformacio por Homotetia k = —1

z

Se retomarmos a Figural6, podemos verificar que o poligono A’B’C’D’E’ €
congruente ao poligono A', B', C', D', E', pois o segundo resulta de uma rota¢do de 180° do
primeiro, em relagcdo a origem, isso €, de uma isometria. Assim, dado o poligono ABCD, os
poligono A’B’C’'D’E’ e A',B',C', D', E', obtidos pelas transformagdes por homotetia de
razdes k=2 e k=-2 sdo congruentes entre si. Duas figuras obtidas a partir de uma figura dada
por transformacdes por homotetia de razdes de mesmo mddulo sdo congruentes.

Sistematizando os resultados, de acordo com Wagner (1993), se k>0 a homotetia

chama-se direta ek <0, inversa. A dilatacdo é uma transformagdo que aumenta o tamanho da

figura original e ocorre se |k| >1 e a contracdao € uma transformac¢do em que o tamanho da

figura original diminui e que ocorre para 0 < |k| <1. A homotetia transforma entdo qualquer

figura FF em uma figura F'semelhante a F. Numa homotetia de centro O, se a razdo €
k =1,entdo a transformac¢do serd uma identidade e se k =—1,a transformac¢do € uma simetria
em relacdo ao ponto O, ou uma rotagcdao de 180° em torno de O.

Vale a pena ainda investigar outras propriedades, como verificar o que ocorre com as
areas de figuras obtidas por transformagdes por homotetia. Para isso, recorremos a Paiva

(2002) para propor a constru¢do dos dois triangulos ABC e A’B’C’ ( Figura 18).
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Figura 18 — Tridngulos semelhantes de razao k — razio entre as areas

Observando a Figura 18, podemos perceber que AABC ~ AA'B'C', ou seja, os dois
triangulos sdo semelhantes.

Consideremos:
e AC=b,AC'=b
e BE-= p,B'F=q

Obtendo a razdo de semelhanga do primeiro tridngulo para o segundo, temos:

A _BE b _p_,
AC' BF b ¢
AC.BE b.
Calculando a érea do triangulo ABC, temos: A, = 5 ~A = TP Calculando a édrea do
A'C'.B'F b'.
tridngulo A'B°C’. temos: A, = ———=— . 4, = 7‘1,

Logo, a razdo entre as areas dos tridngulos ABC e A’B’C’ sera:

bp
izl.ﬂ_bp .ﬂzﬁﬁ.ﬂ:kk.i:kz
A, bg A bqg A, b g 2 A,

Nos textos didaticos do Ensino Médio, a demonstracdo da propriedade ¢ feita no caso
de tridngulos ou retingulos. A generaliza¢do da propriedade costuma apenas ser enunciada:
“A razdo entre as dreas de duas figuras semelhantes € igual ao quadrado da razdao de
semelhangca entre essas figuras”.(PAIVA, 2002, p.115). No entanto, considerando as
facilidades oferecidas pelo trabalho com os softwares de geometria dinamica, a propriedade

pode ser testada para poligonos distintos, que podem ser decompostos na soma de triangulos.
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Muitas atividades podem ser propostas no sentido de que o aluno levante conjecturas,
buscando generalizagdes. Entretanto, cabe ressaltar a importancia de que as conjecturas
levantadas sejam testadas. Nesse sentido, mais uma vez o uso de recursos computacionais, em
particular o software GeoGebra, torna-se um instrumento valioso para que se realizem
verificacdes e mostracdes. Parece-nos pertinente lembrar o que Lourenco (2002) pondera: “a
melhor prova que se pode oferecer para alguém, sobre qualquer tema € o convencimento de
que o fato é real.”(p. 85). E o mesmo autor que acrescenta: “Uma boa construcio que pode ser
alterada em sua aparéncia, conservando as propriedades Matematicas da figura, quando bem
direcionada, pode sugerir caminhos para trabalho tedrico tendente a demonstracdo formal.”
(p. 86).

Nos estudos de Geometria na Escola Basica, ou mesmo num curso introdutério ao
estudo das Transformacdes Geométricas Planas dentro da disciplina Geometria Analitica, as
“mostracdes”’, usando recursos do software de Geometria dindmica, podem despertar a

curiosidade do aluno e servir como formas de motiva-lo a provar as conjecturas levantadas.

3.3 Funcoes e Transformacoes

De acordo com os PCNEM (1999), o estudo de fungdes possui um caréter integrador
que permite estabelecer conexdes entre conceitos e formas de pensamento matematico.
Desempenha também um papel importante para descrever e estudar o comportamento de
certos fendmenos do cotidiano, por meio de leitura, interpretacdo e constru¢do de graficos,
bem como articular a matematica com outras areas do conhecimento, como a Fisica,

Geografia ou Economia.

O documento destaca ainda a necessidade de o aluno adquirir certa flexibilidade para
lidar com o conceito de fungdo em situagdes diversas, o que demanda um planejamento no
sentido de estabelecer objetivos na sele¢do de conteidos e, sobretudo, nas situacdes-problema
que poderdao desencadear o processo de articulacdo entre os vdrios conteidos.

E importante que, no estudo dos vérios contetidos matematicos, seja incentivada, a
todo tempo, a integracdo de idéias. Assim, estudar os movimentos determinados pelas
transformagdes de isometrias e homotetias no plano “pode ser ttil para compreendermos as
fungdes matemdticas” e o estudo das “funcdes, por sua vez, pode nos ajudar a compreender e

representar melhor essas e outras transformacdes”. (BROLEZZI, 2004, p.11).
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O estudo das transformacdes geométricas (isometria € homotetia), é proposto para o
ensino fundamental, utilizando-se figuras planas. Esses conceitos podem e devem ser
articulados com o estudo de funcdes e suas transformagdes. As funcgdes sdo, por vezes,
estudadas como objetos matemadticos isolados sem nenhum vinculo com as transformagdes
geométricas de figuras no plano e, principalmente, sem estabelecer conexdes entre as idéias
da Geometria e as da Algebra.

Pois se os conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo que de forma
completa e aprofundada, nada garante que o aluno estabeleca alguma significacdo
para idéias isoladas e desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno
sozinho seja capaz de construir multiplas relagdes entre os conceitos e formas de
raciocinio envolvidos nos diversos conteddos, no entanto o fracasso escolar e as

dificuldades dos alunos frente a Matemdtica mostram claramente que isso ndo &
verdade. (BRASIL, 1999. p. 255)

As atividades que envolvem as transformacdes de funcdes devem ser privilegiadas,
pois permitem ao aluno estabelecer a relagdo entre a expressdo analitica e a forma geométrica
das fun¢des de uma forma mais dindmica, fazendo com que ele consiga construir relagdes

entre os conceitos (Gravina & Santarosa,1998).

Em uma familia, a funcio bdsica € a que tem a expressdo algébrica mais simples, e as
demais fungdes sdo obtidas a partir de operacdes algébricas sobre a expressdao da
fungdo bdsica. Os gréficos dos elementos da familia sdo identificados a partir de
movimentos geométricos aplicados ao gréfico da fungdo bdsica: translagdo vertical ou
horizontal; dilatacdo ou contrag@o nas dire¢des horizontais e verticais; reflexdes. Com
a possibilidade de plotar simultaneamente diversos elementos da familia, o aluno
explora o tipo de movimento aplicado ao grifico da fungdo basica. (GRAVINA e
SANTAROSA, 1998 p.20)

O estudo de familias de fungdes obtidas a partir de transformagdes por isometrias de
uma funcdo dada, possivelmente, possibilitard que o aluno estabeleca relagdes entre suas
formas de representacdo algébrica e grafica. Um estudo desenvolvido nessa linha pode
contribuir para o levantamento de conjecturas de algumas propriedades em relacdo as funcoes,
além de possibilitar ao aluno desenvolver um repertério de formas de pensamento
matemadtico, como, por exemplo: visualizacdo, procura de variantes e invariantes, habilidades
de experimentar, explorar modelos, refletir, interpretar, provar, argumentar e sistematizar
resultados.

Retomando as idéias de CUOCO et al (1996), para que seja possivel desenvolver
formas de pensamento matematico, é necessario tomar como exemplo as maneiras como os

matematicos abordam as coisas. Atuando como os matematicos, unindo as ferramentas da
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visualizacdo geométrica as manipulagdes algébricas, os alunos buscardo a compreensdo, a
integracdo dos conteudos e a percepc¢ao de relagdes entre objetos matematicos.

No estudo aqui apresentado, propomos uma discussao dos efeitos das transformagdes
geométricas por isometrias de fung¢des polinomiais de primeiro e segundo grau. Se esse estudo
¢ feito com compreensdo, € possivel que os alunos, utilizando o raciocinio por continuidade,
compreendam o que ocorre ao se trabalhar com outros tipos de fungdes.

Adotando a mesma estratégia dos matemadticos de estender idéias, retomaremos alguns
conceitos trabalhados na sec¢do anterior, que abordou as Transformacdes Geométricas de
poligonos, para aplica-los no estudo das transformacdes de fungdes. Merece destaque o fato
que uma transformacdo por defini¢cdo ¢ uma func¢do e dessa forma as isometrias e homotetias
servem como exemplos de fungdes. Cabe aqui relembrar que é uma abordagem prépria dos
matematicos usar e abusar das fungdes para modelar situagdes reais e também para integrar
conteddos. Assim, entender as transformacdes geométricas como funcdes € uma abordagem
importante a ser feita junto a alunos do Ensino Médio e Ensino Superior.

Normalmente, quando falamos de congruéncia, a associacdo feita é de tridngulos
congruentes ou poligonos congruentes. Dificilmente € feita uma associacdo com o estudo de
fungdes e, por exemplo, com o fato de que podemos ter pardbolas congruentes. O texto
apresentado busca evidenciar essa no¢ao, assim como outras propriedades das isometrias que
levam retas em retas, preservam o paralelismo e o perpendicularismo de retas, preservam
distancias, transformando qualquer figura em outra congruente a ela. A abordagem adotada é

aquela explicitada na introdugao do Capitulo 3.

3.3.1 Translacao vertical nas funcoes

Seja a fun¢do f:R — Rdefinida por y= f(x). Dizemos que uma nova fungdo
g:R—> R, y=g(x)¢é obtida a partir dey= f(x) por uma translacdo vertical, quando
g(x)=f(x)+k,onde ke R.

A Figura 19 mostra a funcdo identidade y=x e algumas funcdes obtidas por
translagdo vertical. Primeiramente, a funcdo y=x, foi transformada em y = x+ 2quando
adicionamos 2 unidades as imagens de y=x e a seguir a foi transformada em y=x-2

quando subtraimos 2 unidades as imagens de y=x.
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Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o grifico da fungdo y=x+2 foi obtido por um
deslocamento para cima de 2 unidades do grafico da
fungdo y=x

ii. o ponto A(1,1) da fungdo y=x foi transformado em
B(1,3)

iii.o grafico a fun¢do y=x-2, foi obtido por um
deslocamento para baixo de 2 unidades do gréifico da
fungdo y=x

‘| 'iv.o ponto A(l,1) da fun¢do y=x foi transformado em
C(1,-1)
v. os gréficos das trés fungdes sdo retas paralelas

Figura 19 — Translacao vertical da funcdo polinomial de 1° grau

Observando as representagdes graficas das funcodes da Figura20, o aluno pode perceber
que ocorreu uma translacdo vertical e que as retas sdo paralelas. Observando as expressoes

algébricas das fungdes, é possivel verificar que a funcdo y=axfoi transformada em
y=ax+k , sendo k uma constante positiva ou negativa.

O estudo da funcdo afim n@o costuma ser feito de modo interligado com um estudo de
~ Lo 24 . e .
transformagdes geométricas no plano™.E interessante verificar, entretanto que por meio de

translacOes verticais da func¢do linear f(x)=ax obtemos uma nova fun¢do, conhecida como

fun¢do afim. Nesse sentido, Dante (2003) descreve: “O grafico da fungdo afim f(x)=ax+b,

com b#0 ¢ o grifico da funcio f(x)=ax transposto para cima ou para baixo, de acordo

com o valor de b.” ( p.105).

Mais uma vez € necessdrio destacar a importancia que professor e aluno estejam
dispostos a investigar, sempre que possivel, formas de interligar idéias e contetdos.

Um estudo das transformacgdes de fungdes por translacio pode ser desenvolvido
também com as fungdes quadraticas. Essas fungdes podem ser transformadas em novas

funcdes por movimentos de translacdo vertical. A funcdo de partida €, nesse caso, a fungao
2 —
basica y=x" que serd transladada pelo vetor vertical v de médulo 2.
Observando a Figura 20, os alunos podem perceber que a funcdo quadritica y = x” foi

transformada em y=x”+2quando adicionamos 2 unidades as imagens de y=x’ e

transformada em y =x*—2 quando subtraimos 2 unidades as imagens de y =x>. E possivel

2 Para um estudo da transformagao afim, ver, por exemplo, Lima, 1996.
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perceber também, que ocorreu um deslocamento vertical de 2 unidades para cima e para
baixo, uma vez que, para um mesmo valor de x, a ordenada do ponto, foi acrescida ou

diminuida de 2 unidades quando comparada com o gréfico inicial.

Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. o gréfico da fun¢io y=x>+2 foi obtido por um
deslocamento de 2 unidades para cima do grifico da
fungdo y = x’

ii. o ponto A(l,1) da funcdo y = x* foi transformado
em B(1,3)

iii.o grifico da fungdo y=x>—2 foi obtido por um
deslocamento de 2 unidades para baixo do gréfico da
fungdo y = x?

iv. o ponto A(1,1) da fun¢do y = x* foi transformado em
C(1,-1) (assinalar os pontos)

-3

Figura 20 - Translaciao vertical da funcio polinomial de 2° grau

Ao trabalhar com as translagdes verticais das funcdes quadraticas, podemos investigar
acerca do que os livros didaticos afirmam (por exemplo, Dante 2003): o grafico de
f(x)=ax* +ké congruente ao grifico de g(x)= ax”. Utilizando um software matemético,
como o GeoGebra, essa verificacao € facilitada, pois € possivel plotar os grificos das referidas
fungdes e movimentéd-los até que eles se sobreponham, comprovando que os graficos das
fungdes sdo figuras congruentes e, a0 mesmo tempo, verificar a influéncia do sinal de k na

translacdo vertical ocorrida, além de estabelecer relacdes entre as coordenadas de pontos do

gréfico da fung¢do original e das funcdes transformadas.

3.3.2 Translacao horizontal nas fun¢oes

Uma maneira interessante para conduzir o processo de compreensdo da translacdo

horizontal é propor ao aluno que complete uma tabela (Tabela 3.1) e construa os graficos das
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trés fungdes para que ele perceba o movimento para a esquerda e para a direita. A Tabela 1

permite acompanhar o movimento de deslocamento para a direita ou para a esquerda por meio

da analise das coordenadas. Observe que o ponto (0,0) da fungio y=2x corresponde ao

ponto (3,0) na funcdo y = 2(x—3)*e ao ponto (-3,0) na funcdo =2(x+3)>.

Tabela 1 — Imagens das funcoes quadraticas obtidas por translacio horizontal

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
y=2x2 8 2 0 2

y=2(x—3)2 18 8 2 0 2 8
y=2(x+3)2 8 2 0 2 8 18

Fonte: Dante, 2007, p147 (adaptada)

A Figura 21 objetiva possibilitar exploracdes das movimentacdes ocorridas com as

representacdes graficas das fungdes e as mudangas ocorridas em suas equagdes. Podemos
perceber que os grificos das fungdes y=2x>,y=2(x—3)*e y=2(x+3)>sdo congruentes e
que o grifico da fun¢do y=2x" foi deslocado para a direita ou para a esquerda. Esse

movimento pode ser acompanhado, analisando o que ocorre, por exemplo, com o ponto de
coordenadas (0,0).
E esperado que os alunos consigam sistematizar as idéias por meio de enunciados do

tipo: dada uma funcdo f :R — Rdefinida por y = f(x), dizemos que uma nova func¢do

g:R—> R, y=g(x)¢é obtida a partir de y = f(x)por uma translacdo horizontal, quando
-
g(x)= f(x+m). A funcdo inicial y=2x> serd transladada pelo vetor horizontal v de

modulo 3.

Insistimos na idéia da utilizacdo de softwares como o GeoGebra para que o aluno

possa comprovar a congruéncia das representacdes graficas das funcoes.
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Construcao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

T i. o grifico da fungdo y=2(x-3)*> foi
Bq
obtido por uma translacdo de 3 unidades
para a direita em relagdo ao grafico da

fungdo y =2x>

4] ii. o ponto D(1,2) da fungdo y=2x> foi
y=2(x-3) transformado em F(4,2) por
1 y=2(x-3)%;
E 2 O F ili.o ponto de coordenadas A(0,0) se

transformou em C(3,0) por y =2(x—3)*

Yoy S i iv.o grifico da fungo y=2(x+3)> foi

a . ~ .
B ; " c . obtido por uma translagdo de 3 unidades
7 s 5 4 a2 4 o 1 2z a4 para a esquerda do grifico da fungdo

N y=2x"
v. o ponto D(1,2) da fungo y=2x* foi

transformado em E(-2,2) por
y=2(x+3)"

vi.os trés graficos sdo  pardbolas
congruentes

Figura 21 - Translaco horizontal da funcdo quadratica

Dante (2003) afirma que o grifico de f(x)=a(x— m)* é congruente ao grafico de
g(x) = ax*, porém sua posicdo, em valores absolutos, é m unidades 2 esquerda ou 2 direita do

grifico de g(x) = ax?, conforme m seja positivo ou negativo. Se m >0, hd uma translacio

horizontal para a esquerda e se m < 0, uma transla¢ao horizontal para a direita.

Todas as observagdes e sistematizacdes podem ser realizadas pelos alunos,
trabalhando sob a orientacdo do professor em um ambiente computacional. Durante todo o
processo, o aluno € convidado a mobilizar as formas de pensamento matematico, apoiando-se,

de modo especial, na visualizacdo para explorar e levantar conjecturas.

3.3.3 Combinacao de translacoes nas funcoes

Da mesma forma que podemos combinar isometrias ao trabalhar com poligonos,
podemos combinar isometrias no estudo de fun¢des. Uma dessas combinagdes a ser explorada
integra a translagao vertical e horizontal.

Retomando as idéias, para que ocorra uma translacdo vertical, € necessdrio que a

funcdo y= f(x)se transforme emg(x)= f(x)+k e para que ocorra uma translacdo

horizontal, € necessario que g(x)= f(x+m).




70

A Figura 3.20 mostra a funcdo quadritica y=2x" e as fungdes y=2(x—3)>+le

y =2(x+3)? +2 obtidas pela combinagio de translacdes.

Construcio — GeoGebra

Observacoes a respeito da figura

¥

y=2(x+3)+2 4

0]

E
3 v =2(x-3+1

i. o grafico da fungdo y=2(x—3)>+1 foi
obtido por um deslocamento do gréfico da
funcdo y = 2x” de 1 unidades para cima e 3

unidades para a direita, como mostra o vetor
u.
ii. o ponto D(1,2) da funcdoy= 2x*  foi
transformado em E(4,3) na
y=2(x-3)"+1

iii.o grifico da fungdo y=2(x+3)>+2, foi

funcdo

obtido por uma translacdo vertical do grifico
de y= 2x”de 2 unidades para cima seguida

de uma translacdo horizontal de 3 unidades
para a esquerda, como mostra o vetor v.

iv.o ponto D(1,2) da fungdoy= 2x* foi
transformado em F(-2,4) na
y=2(x+3)*+2

v. os trés graficos sdo pardbolas congruentes.

funcdo

Figura 22 —Combinacio de translacées na funciao quadratica.

Sistematizando as observagdes da Figura 22, o aluno pode verificar que o grafico de

g(x)=a(x—m)*> +k é congruente ao grifico de f(x)=ax> (a#0 em ambas as funcdes),

porém sua posicao, em valores absolutos, € m unidades a direita ou a esquerda do grafico de

f(x)=ax?, conforme m seja positivo (m>0)ou negativo (m<0) respectivamente e

k unidades para cima ou para baixo (k <0), conforme k seja positivo(k >0) ou negativo

(k < 0) respectivamente. (Dante, 2007).

Villiers (2001) propde estudos no sentido de combinar os movimentos de translacao.

O autor sugere partirmos de uma pardbola na forma geral y =ax

2 e considerarmos a

transformac¢do, como mostra a Figura 23, na qual o grafico da funcdo basica foi deslocada

para a esquerda 1 unidade e para baixo 3 unidades.

Portanto, essa transformagdo envolve as seguintes transformacdes y=ax’+ke

y = a(x—m)*, podendo ser representada por y =a(x—m)> +k com m<0;k <0.
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Construc¢io — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

£}

i. o grifico da funcio y=2x" é uma
7] pardbola com vértice no ponto (0,0) ;

. ii. o grifico da fungdo y=2x"+4x—1
foi obtido por uma translacio vertical da
=2 funcio y=2x" de 3 unidades para
o baixo, seguida de uma translacdo
horizontal de 1 unidade para a esquerda;
portanto, sua equagdo pode ser expressa

d por y=2(x+1)>-3
y=2x24x-1 § iii.as coordenadas do novo vértice sdo
V(-1,-3)
K k) -4 3 2 T1m 1 2 3
b iv.os  dois  grificos sdo  pardbolas
G congruentes

Figura 23- Combinacio de translacoes da funcdo y = ax?

Podemos propor o desenvolvimento da férmula y = a(x—m)> + k , obtendo:

y=a(x* =2mx+m?)+k . y=ax’ —2amx+am® +k (1)

Dos graficos (Figura 22 e 23), podemos perceber que o minimo (ou méximo) da
fun¢ado transformada ocorre em x =m e vale y =k . Se compararmos a equagdo (1) com a
forma padrio da equacdo de 2° grau y = ax? +bx + ¢ (2),

teremos que:

] b=—2am.'.m:—i ,(3
2a

. . ST b
* Logo, podemos concluir que a abscissa do vértice € x, = 5
a
» ecomo c=am’+k ..k =c—am2(4)
Substituindo (3) em (4) , teremos:
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k:c—a.[—ﬁj .'.k=c—ab .'.k=4ac b «(5)
2a 4a’ da

Como sabemos que na equacdo de 2° grau A =b* —4ac , podemos substituir na equacio (5)

A
4 a

ko= -

A

Logo, podemos concluir que a ordenada do vértice é y, = i
a
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Assim, teremos o vértice da pardbola de equacio y =a(x—m)> +k tem como coordenadas

A deducdo feita visa resgatar informagdes ja conhecidas do aluno, quando do estudo
de equagdes do 2° grau. Nao podemos insistir na demonstra¢do de todos os resultados, mas o
aluno precisa ser desafiado, por vezes, a ndo apenas levantar conjecturas, mas provar sua
veracidade. Uma das competéncias a ser mobilizada € a comunicacdo de idéias matematicas
(BRASIL, 1999). Faz parte da formagdo matemadtica, sobretudo da de um professor,
apropriar-se da simbologia matemadtica e dos processos 16gicos, misturando inducdo e

deducdo.

3.3.4 Reflexao nas fun¢oes

A reflexdo em torno da reta r € uma transformacdo que associa cada ponto P ao seu
simétrico P’ em relagdo a uma reta r. Assim, a reflexao em torno do eixo x associa cada ponto
A(x,y) o ponto A’(X, -y). Estendendo a idéia, podemos dizer que uma funcdo f:R — R,
definida por y = f(x), é transformada em y=—f(x) por meio de uma reflexdo em torno do

eixo dos x. Cada ponto do grifico de f estd em correspondéncia biunivoca com seu simétrico

em relagcdo ao eixo das abscissas.

A Figura 24 mostra a representacio grifica das funcdes y=x"—2x+le

y=—x>+2x-1.
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Construcio — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. afungdo y=x? —2x+1 foi refletida em relagdo
ao eixo x e transformada na funcdo
y=—x>+2x-1

ii. o ponto A(3,4) da fungdo y=x>-2x+1 foi

y=xt-2x+1
transformado em B(3,-4) pela funcdo
y=—x"+2x—1.

x iii.a distdncia do ponto A(3,4) ao eixo x , € a

mesma que do ponto B(3,-4) .
iv.os graficos sdo pardbolas congruentes
v. o ponto V(1,0) vértice da pardbola é o ponto de

intersec¢do das pardbolas.

Y=+ 2x-1

Figura 24 —Reflexao da func¢io quadratica em relacio ao eixo x

Observamos que f(x)=—f(x), ou seja, cada ponto de f(x) teve sua imagem
multiplicada por -1. Dizemos ainda que a fun¢do — f(x)é simétrica a fun¢do f(x)em relacdo
ao eixo x. E possivel que o aluno seja orientado no sentido de experimentar e constatar que 0s
grificos das duas funcdes sdo pardbolas congruentes, ou seja, os dois graficos podem ser
superpostos, movimento de facil realizacdo, quando dispomos de recursos computacionais,
mais especificamente um software de Geometria dindmica.

Na Figura 25, estdo representados os graficos das fungdes y=2x+3 e y=—-2x+3.
Percebemos que, entre as duas funcdes, é possivel estabelecer a relagdo: f(x)= f(—x), ou
seja, por uma reflexdo em relacdo ao eixo y ndo hd alteracdo dos sinais dos valores das
imagens. Os préprios alunos podem desenvolver essa € uma série de investigacdes e registrar
observacoes como as exemplificadas na Figura 24, principalmente quando trabalhando em um

ambiente computacional, com um software como o GeoGebra.
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Construciao — GeoGebra Observacoes a respeito da figura

i. afuncdo y=—-2x+3 foi obtida por uma reflexdo da funcédo
y =2x+3 em torno do €ixo y.

ii. o ponto A(1,5) da fungdo y =2x+ 3 foi transformado em
B(-1,5) na fungdo y=-2x+3.

iii.o ponto A(1,5) mantém a mesma distancia que o ponto

B(-1,5) em relacdo ao eixo dos y.
iv.o ponto (0, 3) é o Unico ponto fixo da transformacao.

Figura 25 — Reflexao da fungiio polinomial de 1° grau em torno do eixo y

A Figura 26 mostra a representacdo grafica da funcdo f(x)=2x+1 e de sua funcdo

. 0 x—1 o -
inversa, f  (x)=——. Percebemos que, quando representamos os graficos das duas fun¢des

no mesmo plano, esses sdo simétricos em relacdo a reta y = x. Basta observarmos que a

funcdo f~'(x)inverte a correspondéncia definida por f(x), ou seja, o par ordenado (x,y) da
. _ -1
funcdo f(x)=2x+1 foi transformado em (y,x) na funcdo f~'(x) ZXT’ Trabalhando em

ambiente computacional, os proprios alunos podem criar uma func¢ao e investigar a respeito
de sua fungdo inversa. Se o professor desejar trabalhar com a fun¢@o quadrética ou outra
fungdo polinomial qualquer, é necessdario que faca as devidas restricbes em relagdo ao

dominio das fung¢des inversas.




75

Construcio — GeoGebra

Observacoes a respeito da figura

i. o grifico da fungdo f(x)=2x+1 € o da fungio
gx)=f" (x):L_l sdo simétricos em relacdo a
2

reta y = X , que representa a bissetriz dos quadrantes
impares.

ii. o ponto A(1,3) da fungdo f(x)foi transformado em
B(3,1) da fungdo s~'(x)=g(x)e o ponto C(2,5)
transformado em D(5,2)

Figura 26 — Reflexao da fungiio polinomial de 1° grau em relacio a reta y=x

As discussdes conduzidas sobre Transformag¢des Geométricas no Plano ilustram parte

das reflexdes desenvolvidas pela professora-pesquisadora para retomar conceitos importantes

na elaboracdo das atividades, parte do trabalho empirico desenvolvido e, ainda, ampliar e

enriquecer o trabalho, visando a elaboracdo do curso apresentado no Apéndice A.

Acreditamos que, se os alunos t€ém oportunidade de construir os gréaficos, experimentar,

observar, conjecturar, perceber variantes e invariantes, elaborar justificativas plausiveis para

os resultados obtidos, conseguem conectar as transformagdes geométricas que ocorrem com

figuras planas as transformacdes geométricas que ocorrem com as fungdes em geral.

Acreditamos, também, que se o trabalho for desenvolvido sob a ética da investigacdo

matemadtica e resolucdo de problemas, os alunos conseguirdo explorar algumas formas de

pensamento matemdtico que irdo contribuir para que compreendam e articulem os contetdos.

O trabalho desenvolvido em ambiente computacional, como o uso do software GeoGebra,

pode imprimir uma dindmica ao processo, tornando-o motivador para alunos e professores.
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4 O PERCURSO DA PESQUISA

O professor, ao refletir e sistematizar sua prdtica escolar produz e renova saberes.
Dario Fiorentini ( 20006)

Esta pesquisa teve como objetivo investigar as possibilidades de mobiliza¢do das
formas de pensamento matemdtico no estudo das Transformacdes Geométricas no Plano. Foi
desenvolvido um trabalho empirico, envolvendo trés grupos de estudantes, de diferentes
niveis de escolaridade, trabalhando em um ambiente computacional, utilizando o software
GeoGebra e tendo a atividade investigativa em Matemadtica como estratégia de ensino

Na primeira secdo, caracterizamos o tipo de pesquisa desenvolvida e apresentamos 0s
grupos de estudantes que colaboraram com a pesquisa. Na segunda, apresentamos as fases da
pesquisa e, em seguida, descrevemos os instrumentos utilizados para a coleta de dados,
justificando a opg¢do do software matemdtico na realizagdo das atividades. Por fim,
apresentamos a descricdo da seqiiéncia de atividades, seus objetivos e as expectativas em

relacdo ao desempenho dos alunos em cada situagao proposta.

4.1. A pesquisa

Na realizacdo desta pesquisa foi adotada uma metodologia de investigagcdo qualitativa,
que torna possivel observar as acdes, os significados dos atos dos alunos e suas produgdes, as
relagdes entre os sujeitos e o envolvimento deles ao longo da situacdo pesquisada.

Bogdan e Biklen (1994) assinalam cinco caracteristicas fundamentais da investigacao
qualitativa: (i) tem o ambiente natural como fonte direta de dados; (ii) o investigador € o
instrumento principal de recolha de dados; (iii) os dados recolhidos sdo descritivos; o
interesse do investigador centra-se, sobretudo, nos processos € ndo simplesmente nos dados e
no produto; (iv) a andlise dos dados € feita pelo investigador de forma analitica; (v) o
investigador interessa-se por compreender o significado que os participantes atribuem as suas
experiéncias.

Para realizar uma pesquisa qualitativa em educa¢d@o, o conhecimento tedrico a respeito

do assunto, os dados, as informacdes coletadas e as evidéncias sdo confrontados, a fim de
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elaborar um conhecimento cientifico sobre o fato pesquisado. Isso exige que o pesquisador
“cerque seu trabalho com maior cuidado e exigéncia, para merecer a confianca dos que
necessitam dos seus resultados”(LUDKE, ANDRE, 1986, p.9).

Quando o pesquisador tem um tema ou problema ainda pouco definido, ele pode
langar mao da pesquisa exploratdria ou diagndstica, como forma “de obter informacdes ou
dados mais esclarecedores e consistentes” sobre a pesquisa. (FIORENTINI & LORENZATO,
2006, p.70)

Para Fiorentini & Lorenzato (2006), a pesquisa exploratéria ou diagndstica:

Funciona como uma sondagem e visa verificar se uma determinada idéia de uma
investigacdo € vidvel ou ndo. Essa modalidade de pesquisa também ¢&
freqlientemente utilizada como primeira entrada em campo, tendo em vista o
levantamento de hipdteses ou a busca de subsidios que permitam um melhor
redirecionamento da pesquisa. (FIORENTINI & LORENZATO, 2006, p.70).

Ao desenvolver a pesquisa aqui relatada, consideramos importante lancar mdo dessa
exploragdo e sondagem iniciais, como forma de testar idéias, instrumentos e a

receptividade dos alunos para o tipo de trabalho proposto.

A pesquisa foi desenvolvida junto a trés grupos de estudantes. Integraram o primeiro
grupo, alunos da primeira série do ensino médio de uma escola particular de uma cidade do
interior de Minas Gerais, uma vez que o conteido matematico - objeto da pesquisa - poderia
ser desenvolvido na série em curso. Integraram o segundo grupo, alunos de um curso de
Licenciatura em Matematica, selecionados para participar de um mini-curso, ofertado como
Atividade Complementar, prevista na grade curricular. O terceiro grupo reuniu alunos de um
curso de Especializacdo Educacdo Matemadtica de uma instituicdo particular de ensino de
Minas Gerais. Os trés grupos selecionados permitiram que fossem coletados dados de trés
contextos de ensino diferenciados, compostos por estudantes da escola bdsica e professores

em processo de formacdo inicial e continuada.
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4.2 Fases da pesquisa

As primeiras exploracdes sobre o interesse dos alunos em trabalhar com
transformagdes geométricas foram feitas com alunos de uma turma de 3° ano de Ensino
Médio de uma escola particular de Minas Gerais, na qual a pesquisadora atuava como
professora. Nessa fase, foram desenvolvidas atividades, envolvendo isometrias e utilizando
apenas papel quadriculado, régua e lapis, além de papel transparente e alfinetes. Uma dessas
atividades propunha, por exemplo, que os alunos copiassem os poligonos iniciais e fizessem
um giro de 90° e percebessem onde é que o poligono transformado se localizaria no plano. A
receptividade dos participantes foi grande e, durante a realizacdo das atividades, eles
trocavam 1idéias, experimentavam, buscando argumentagdes para justificar os resultados.
Embora desenvolvida de forma ndo muito sistematizada, essa fase exploratéria permitiu que
se verificasse a importincia de uma abordagem do assunto de modo mais investigativo,
envolvendo os alunos na busca de padrdes, levantando e testando conjecturas. Esse fato
incentivou a continuidade dos estudos sobre as formas de pensamento matemdtico a serem
mobilizadas no estudo das Transformacdes Geométricas no Plano e a andlise de softwares,
para definicao daquele que melhor se adequaria ao trabalho a ser conduzido.

A pesquisa propriamente dita foi desenvolvida em um ambiente computacional,
utilizando-se o software GeoGebra, durante o segundo semestre de 2007 e o més de janeiro de
2008, em trés etapas: a primeira, com 36 alunos da primeira série do Ensino Médio na escola
em que a pesquisadora € professora; a segunda com 26 alunos de graduagdo da Licenciatura
de Matemadtica da mesma cidade, na qual a pesquisadora é coordenadora e professora do
curso; a terceira, com 16 alunos de um Curso de Especializacdo em Educacao Matematica de
uma universidade de Minas Gerais. O objetivo foi identificar e, a0 mesmo tempo, incentivar a
mobilizacdo de formas de pensamento matemdtico no estudo das Transformacdes
Geométricas, propiciando aos alunos experiéncias matemadticas como: visualizar,
experimentar, pensar, inventar, desmontar idéias, buscar padrdes e invariantes, comparar,
descrever, registrar oralmente e por escrito observacdes, conjecturas € argumentos,
sistematizar resultados e comunicar idéias matematicas.

Todo o trabalho foi desenvolvido em duplas e essas foram identificadas por D1, D2,
...Dn, como forma de preservar a identidade dos alunos participantes. . A formacdo inicial das
duplas permaneceu inalterada durante todo o trabalho. As atividades foram apresentadas em

forma de fichas: uma ficha introdutéria, contendo informagdes sobre o software que seria
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utilizado durante o trabalho e as demais identificadas pelo nimero da construcdo, distribuidas
uma por vez, contendo a proposta a ser desenvolvida pela dupla. Ao final de cada atividade,
os resultados eram discutidos e socializados com o objetivo de perceber as exploracdes e
descobertas feitas pelos alunos, as conjecturas levantadas e a confirmag¢do ou refutacdo
dessas. Nesse momento, os alunos comunicavam suas idéias e percepgdes e a professora-
pesquisadora desempenhava o papel de orientadora no processo de sistematizar e generalizar
os resultados.

Na primeira fase, desenvolvida em outubro de 2007, foi aplicada uma seqiiéncia de
seis atividades para 36 alunos da primeira série do Ensino Médio acerca das Transformacdes
Geométricas no Plano: isometrias de reflexdo e translagdo, envolvendo poligonos e fungdes
lineares e quadrdticas. O trabalho compreendeu duas sessdes de 4h/a cada, totalizando 8 horas
aula.

Em novembro de 2007, a mesma seqiiéncia de atividades foi aplicada aos alunos de
um curso de Licenciatura em Matemadtica, sob forma de mini-curso de quatro horas, oferecido
na Semana de Licenciatura no segundo semestre de 2007. Participaram desse mini-curso, 26
alunos do quarto, sexto e oitavo periodos. A dinamica utilizada para a realizacdo das
atividades foi a mesma adotada no Ensino Médio, reduzindo-se, porém, o ndmero de
atividades, apenas as quatro primeiras, tendo em vista a limitacao de tempo.

Em janeiro de 2008, 16 alunos de um Curso de Especializacdo em Educacdo
Matematica resolveram uma seqiiéncia de quatro atividades acerca das Transformacoes
Geométricas no Plano, sobre as isometrias de reflexdo, translacdo e reflexdo e as homotetias,
envolvendo poligonos. A sessdo teve duragdo de cinco horas/aula. A dinamica utilizada na
conducdo do trabalho foi a mesma adotada no Ensino Médio e na Licenciatura de Matematica
e as atividades também, exceto as que abordaram as transformagdes por rotacdo e homotetia,

elaboradas apenas para essa turma.

4.2. Instrumentos para a coleta de dados

A coleta de dados, em todas as fases, deu-se por meio da gravagdo em arquivos das
atividades desenvolvidas pelos alunos no GeoGebra, durante a investigacao. Cada atividade
desenvolvida no software constituiu um arquivo e cada arquivo foi identificado pelo nimero

da construg@o e os nomes dos componentes da dupla. Além das constru¢des produzidas pelos
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alunos, esses conjuntos de arquivos contém registros de observagdes, conjecturas e
argumentos levantados sobre as idéias exploradas nas investigagdes. Ao final de cada sessao,
o trabalho era enviado para o e-mail da pesquisadora e uma cépia dos arquivos era feita pelos
monitores em CD ou pen drive , como procedimento de segurancga, para evitar a perda de
informacdes. Mesmo cercando de cuidados, alguns arquivos do Ensino Médio e da
Licenciatura de Matemadtica foram perdidos. Alguns alunos, pouco habituados com o
manuseio de computadores, enfrentaram dificuldade em salvar seus arquivos: salvaram uma
atividade sobre outra ou em pastas que ndo puderam ser localizadas.

Ap6s cada sessdo de atividades do Ensino Médio, a pesquisadora fez um protocolo de
observacdo, identificado como Protocolo de observacao 1 e Protocolo de observacao 2, de
acordo com a data da sessdo. Esses protocolos de observagao relatam alguns fatos importantes
ocorridos durante a realizacdo das atividades, contendo: questionamentos feitos, formas de
pensar, atitudes investigativas, comportamentos e atitudes de alguns alunos que poderiam
contribuir com a anélise dos resultados da pesquisa.

Na sessdao com a Licenciatura de Matemadtica, os momentos de socializacdo das
atividades foram gravados em video, identificado como Video LM e alguns didlogos das
duplas foram gravados. Apesar de os alunos autorizarem a gravacdo, percebemos que, de
certa forma, a presenca da camera e do gravador inibiu por vezes a participa¢do durante a
socializagdo das atividades desenvolvidas.

Como percebemos que qualquer instrumento distinto dos utilizados em sala de aula
tradicionalmente podia interferir na participacdo dos alunos, optamos por utilizar, como forma
de registro junto aos alunos da Especializacdo em Educagcdo Matematica, apenas o conjunto
de arquivos computacionais produzidos no desenvolvimento das atividades e o protocolo de
observacdes da pesquisadora identificado como Protocolo de observaciao 3, feito

posteriormente ao desenvolvimento das atividades.

4.3. Opcao pelo Software

Na sociedade da informacgdo, estamos reaprendendo a: conhecer e comunicar; ensinar;
integrar o humano e o tecnoldgico; integrar o individual, o grupal e o social. Para ensinar
melhor, é necessdrio aproximar do aluno por meio de caminhos variados: pela experiéncia,

imagem, som, representacdo, multimidias, pela interacdo on-line e off-line. Para que tudo isso
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ocorra, € necessdrio que toda a equipe escolar esteja permanentemente integrada ao processo
de atualizagdo, para que possa aprender a mudar suas idéias, sentimentos, valores. (MORAN

et al 2003). Nesse sentido, esses autores nos langcam o desafio:

E importante sermos professores/educadores com amadurecimento intelectual,
emocional e comunicacional que facilite todo o processo de organiza¢do da
aprendizagem. Pessoas abertas, sensiveis, humanas, que valorizem mais a busca
que o resultado pronto, o estimulo que a repreensdo, o apoio que a critica, capazes
de estabelecer formas democréiticas de pesquisa e de comunicagdo, que
desenvolvam formas de comunicag@o auténticas, abertas, confiantes. (MORAN et
al, 2003, p.62)

Como professores, podemos ser bem sucedidos se mantivermos uma atitude
investigadora, buscando aprender sempre, investindo em inovacdes de forma ousada, porém
equilibrada. Avancaremos mais se conseguirmos equilibrar os contetidos previstos as
necessidades dos alunos, incorporando novidades como a tecnologia, num processo criativo,
dindmico, aberto a pesquisa, ao aprender a aprender e a comunicacao. As tecnologias podem
nos trazer dados, imagens e informacdes de forma mais rdpida e atraente. Cabe aos alunos, em
parceria com o professor, analisar, refletir, interpretar e organizar as informagdes de forma a
elaborar o conhecimento, passando a ser “descobridores, transformadores e produtores do
conhecimento”( MORAN et a , 2003)

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio
incentivam a utilizacdo de tecnologias em suas diferentes formas, em sala de aula, como
novas formas de comunicar e conhecer, apoiando a linguagem oral e escrita. Afirmam que a
utilizacdo de tecnologias pode facilitar atividades de investigacdo e exploracio em
matemadtica, além de preparar o aluno para o mercado de trabalho.

Buscando uma pritica pedagdgica investigativa e inovadora, fizemos opcdo de
desenvolver um trabalho de pesquisa, utilizando o software Geogebra, considerando a
qualidade dele e, principalmente, o fato de ser um software livre'. Trata-se de um software de
geometria dindmica, que possibilita realizar constru¢des de pontos, vetores, segmentos, retas,
circunferéncias, transportar distancias, tirar paralelas e perpendiculares, além de construir
gréficos, explorar transformacdes em fungdes, tais como translagdes verticais e horizontais,

reflexdes etc.

" Ele foi desenvolvido por Markus Horenwarter da Universidade de Salzburg e retine num s6 programa
geometria, dlgebra e calculo. Esta disponivel para download no endereco eletronico
http://www.geogebra.org/cms/
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As construgdes geométricas virtuais produzidas com o Geogebra ndo ficam estaticas:
elas se mexem sob nosso comando. Os pontos geométricos iniciais de uma constru¢do podem
ser arrastados com o mouse sem destruir as relacdes matemadticas que vigoram entre eles e os
demais objetos. Ele possui dois ambientes: uma janela de geometria e outra de dlgebra. Uma
expressao na janela de dlgebra corresponde a um objeto na janela de geometria e vice-versa,
permitindo, assim, a articulac@o entre as idéias, conceitos, teorias da dlgebra e da geometria,

“produzindo significado para o conhecimento” e “nutrindo a aprendizagem”( Pais, 2006).

O uso de imagens dotadas de movimento contribui para ocorrer também uma
expansdo das condi¢cdes de aprendizagem, uma vez que toda experiéncia cognitiva
passa por diferentes formas de representagdo, sobretudo pela articulagdo entre elas.
No caso do ensino de geometria a inser¢do dos computadores na sala de aula amplia
as formas tradicionais de representacdo dos conceitos, porque incorpora elementos
como cor, som e movimento e cria representacdes dinamicas, que certamente
colocam nossas questdes para as condi¢des de uma representacdo semidtica, restrita
ao contexto de uma disciplina escolar ( PAIS, 2006, p.72)

Os softwares matemadticos tém papel importante no processo da visualizacdo. Eles
ampliam as possibilidades de visualizacdo, estimulando a investigacdo, a exploracdo de
idéias, exemplos e contra-exemplos. Atuam como suportes para a organizacdo do nosso
pensamento, contribuindo com a oralidade e a escrita. Nao devemos, porém, deixar-nos
enganar no sentido de acreditar que as rdpidas manipulagdes realizadas pelos softwares
garantem a compreensdo conceitual. E necessdrio ao professor elaborar propostas educativas
para orientar a aprendizagem, considerando as formas de pensar e a organizacdo do
conhecimento. (BORBA & VILLARREAL, 2005),

O GeoGebra dispde de uma série de recursos que permitem a utiliza¢do de cores para
diferenciar as figuras iniciais e as figuras obtidas por meio das transformacdes e a
identificacdo de medidas de segmentos, do perimetro, de angulos e de dreas de figuras que
podem facilitar a verificacdo de congruéncias ou semelhancgas entre figuras geométricas.
Permite, também, que grificos de fun¢des sejam identificados por cores, que se insiram textos
com comentarios, observacdes e expressoes algébricas que representam as fungdes, o que
contribui para a visualiza¢do, a comparacao e a identificacdo dos padrdes e invariantes apos a
realizacdo de uma transformacdo geométrica. O GeoGebra permite realizar varias exploracdes
e investigacdes com maior eficiéncia e rapidez, constituindo-se, por isso, um instrumento

importante no desenvolvimento de estratégias de ensino-aprendizagem.
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4.5 Descricao das atividades

As seqiiéncias de atividades propostas aos alunos, nas trés fases de pesquisa, foram
desenhadas com o objetivo de proporcionar uma experiéncia de exploracdo e investigacao
matemadtica, possibilitando mobilizar formas de pensamento matemdtico no estudo de
Transformacdes Geométricas no Plano.

As atividades foram reunidas em quatro grupos: os dois primeiros, envolvendo as
isometrias (reflexdo, translacdo e rotacdo) e homotetias de poligonos e, os outros dois,
envolvendo isometrias de reflexdo e transla¢do de func¢des polinomiais de 1° e 2° graus.

Em todas as atividades, foram oferecidas oportunidades aos alunos de visualizacdo da
figura inicial e das figuras transformadas, levantamento de conjecturas, registro formal e
informal das percep¢des, como forma de desenvolver a argumentagdo, reflexdo sobre os
variantes e invariantes. Como o software oferece a possibilidade de trabalhar com as duas
janelas (algébrica e geométrica) abertas, os alunos foram induzidos a estabelecer conexdes
entre as duas formas de representacdo dos objetos matemadticos, interligando as formas de
pensamento algébrico e geométrico.

As atividades objetivaram evidenciar e incentivar algumas formas de pensamento
matemdtico como: visualizar, comparar, interpretar, analisar e levantar conjecturas sobre
objetos matemadticos e suas propriedades, fazer generalizacdes e previsdes, formular
descri¢des orais e escritas. Todas essas formas de pensamento matemdtico precisam ser
mobilizadas continuamente para que se transformem em hdbitos de pensamento. As
atividades visaram, ainda, relacionar o estudo de Transformagdes Geométricas no Plano,
envolvendo objetos geométricos - poligonos - e objetos algébricos - funcdes polinomiais de

primeiro e segundo graus.

4.5.1 Atividades do Grupo 1 - Isometria ou Simetria de Reflexiao e Translacao

As duas primeiras atividades foram comuns em todas as fases da pesquisa e as
atividades propostas trabalhavam com as isometrias: reflexdo, translacdo, utilizando o
Geogebra. A proposta foi bem detalhada, de modo a oferecer oportunidade ao aluno de se

familiarizar com as ferramentas disponiveis no software.
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O primeiro objetivo dessas atividades foi levar o aluno a perceber que as isometrias (iso
= mesma, metria = medida) conservam a forma e as medidas, ou seja, as figuras se mantém
congruentes.

Outro objetivo das duas primeiras atividades foi mobilizar algumas formas gerais de
pensamento matemdtico como: aprender a fazer experiéncias e exploracdes, reconhecer
padrées e invariantes escondidos em uma situacdo matemadtica, fazer generalizacoes,
previsoes, formular descri¢des orais e escritas, incentivar a interpretacao e a visualizacio nas
investigacOes matemadticas. Procurou-se incentivar abordagens especificas dos gedmetras e
dos algebristas como: buscar semelhancas em situacdes aparentemente diferentes, usar
multiplos pontos de vista, observar os variantes e invariantes, usar raciocinio proporcional,
sistematizar resultados, usar raciocinio por continuidade.

Nas duas primeiras construcdes, usando a janela de geometria do software Geogebra, o
aluno deveria criar um poligono qualquer, preferencialmente no primeiro quadrante, para
contribuir com a visualizacdo do poligono, com o qual ele iria fazer experimentagdes e

exploracdes do conceito de isometria ou de simetria, por meio de transformacdes por reflexdo.

Construcao 1 — Isometria de Reflexao

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcao .: nome da dupla

b) Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

¢) Com a ferramenta “reflexdao com relacdo a uma reta”, clique no poligono P, e depois no eixo Xx.
Aparecerd um poligono P,, simétrico a P, em relacdo ao eixo x.

d) Clique novamente em P, e depois no eixo y. Agora aparecerd um poligono P, simétrico a P,
em ralagcdo ao eixo y.

e) Levante conjecturas a respeito das mudangas que ocorreram.

f) Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito.

g) Use os recursos do programa para mudar a cor dos poligonos, comparar as medidas dos
angulos, dos lados, do perimetro e da drea dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou
nao? Registre suas observagdes numa janela de texto.

h) Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P,. Verifique o
que acontece com as coordenadas dos vértices, as medidas dos dngulos, dos lados, do perimetro
e da drea dos poligonos.

i) Registre o que vocé percebeu por escrito.

j)  Salve novamente seu arquivo.

A atividade objetivou que o aluno experimentasse e explorasse o conceito de simetria de
reflexdo em relacdo ao eixo das abscissas e em relagdo ao eixo das ordenadas. Para que tais

exploracdes fossem possiveis, a dupla deveria observar as medidas dos angulos, dos lados, do



85

perimetro e da drea dos poligonos iniciais e os transformados. Utilizando as ferramentas
disponiveis no software, como “angulo”, “distancia ou comprimento” e “drea”, os alunos
teriam na tela todas as informagdes necessdrias para realizar as exploracdes e, dessa forma,
sentirem- incentivados a desenvolver algumas formas de pensamento especificas dos
gedmetras, como observar formas, os padrdes e as coisas que mudam e as que ndo mudam, ou
seja, os variantes e invariantes, comparando o poligono original e os transformados.

Em seguida, os alunos foram incentivados a estabelecer conexdes entre a Geometria e a
Algebra, buscando representar os vértices dos poligonos por coordenadas no plano cartesiano.
Esse fato foi facilitado com o recurso da janela algébrica do Geogebra, pois um ponto
assinalado na janela geométrica tem suas coordenadas correspondentes descritas na janela
algébrica. Assim, é possivel verificar as alteragdes que ocorrem, a percep¢ao de regularidades,
definicdo de propriedades e estabelecimento de sistematizacdes algébricas.

Quando se pede para que o aluno utilize a ferramenta “move”, a intencdo é que ele
perceba que, na transformacdo geométrica por isometria ou simetria, as formas e medidas se
mantém, mas ocorrem alteracdes nas coordenadas dos vértices dos poligonos. Nesse
momento, esse aluno estd sendo incentivado a utilizar formas gerais de pensamento
matemadtico e, baseado em previsdes, interpretacdes e comprovacdes, formular descricdes
escritas sobre suas percepgdes.

Dessa maneira, objetivamos observar, nas duas primeiras construgdes, se eles
detectaram os variantes e invariantes nas simetrias de reflexdo e translacdo para que
pudessem, aos poucos, concluir que as simetrias de reflexdo e translacdo sdo isometrias nas
quais a forma, as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da drea se mantém e que,
portanto, as figuras sdo congruentes.

Também era esperado que, na construcdo 1, os alunos percebessem as variagcdes das
coordenadas dos pontos, obtendo as sistematizacdes que: na simetria de reflexdo o par
ordenado (x,y) do poligono original passa a ser (-x, y) quando esse € refletido em relagao ao
eixo x e que o par ordenado (X, y) passa a ser ( X,-y), quando o poligono é refletido em relagcdo
ao eixo y. Fazer o registro informal e formal de suas percepcdes era parte integrante do

conjunto de atividades proposto.
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Construcao 2 - Isometria de Translacao

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)

h)
)
i)
k)

)

Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcio 2: nome da dupla

Clique com o lado direito do mouse sobre a janela geométrica e a seguir em malha

Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, se desejar modifique a cor do

poligono P, para distinguir melhor o poligono inicial.
-
Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) , no sentido positivo do eixo y.

5
Crie um vetor horizontal v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do eixo X.
5

Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique no poligono P; e depois no vetor v, .
Aparecerd um poligono P,, obtido de P,. Observe o que ocorreu com as coordenadas dos
vértices do poligono P; . Utilizando a ferramenta “inserir texto”, clique sobre a drea de
trabalho, registre seus comentarios numa janela de texto.

-
Repita a operagdo com o vetor v, .
Use os recursos do programa para comparar as medidas dos adngulos, dos lados, do perimetro e
da drea dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou ndo? Registre suas observagoes
numa janela de texto.
Agora clique na ferramenta “move” e desloque a extremidade dos vetores. Verifique o que
acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos.
Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P,. Verifique o
que acontece com as medidas dos dngulos, dos lados, do perimetro e da drea dos poligonos
Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito. Salve novamente seu arquivo.

Nessa segunda construcao, o foco foi a simetria de translagdo, compreendendo os dois

tipos de translacdo: vertical e horizontal. Como na constru¢do anterior, os alunos deveriam

comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da 4rea dos poligonos iniciais e

dos poligonos transformados, identificando congruéncias. Deveriam, também, observar as

coordenadas dos vértices como forma de estabelecer conexdes entre as duas formas de

representacdo algébrica e geométrica.

Era esperado que os alunos percebessem que, na translacdo, a figura € arrastada para

cima ou para baixo (translagdo vertical), para a direita ou para a esquerda (translacdo

horizontal), bem como na translacdo horizontal o par ordenado (x,y), apds a figura ser

transformada, passa a ser ( X + a, y), sendo a um ndmero real qualquer e, na translagdo

vertical, o par ordenado (x,y) € transformado em ( x,y+ b). Novamente foi incentivado que os

alunos fizessem o registro informal e formal do que percebiam na construcao.
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4.5.2 Atividades do Grupo 2 — Isometria ou Simetria de Rotacao e Homotetia

As duas atividades a seguir foram propostas somente para o grupo de alunos da
Especializacdo em Educacdo Matemadtica, como parte da disciplina que estavam cursando -
Topicos de Geometria Plana.

A terceira construcdo proposta a esse grupo de alunos envolvia a simetria de rotacao.
A proposta foi que se construisse um poligono qualquer no 1° quadrante, modificando a cor
dele, com o objetivo de contribuir para a visualizacdo e distin¢do desse como poligono inicial.
A seguir, utilizando a ferramenta “girar em torno de um ponto por um angulo”, solicitou-se
que fizessem trés giros consecutivos de 90°, observando-se o que ocorria com as coordenadas
dos vértices do poligono inicial apds o poligono ser transformado e registrassem suas
observacdes numa janela de texto do GeoGebra. Logo em seguida, foi solicitado que os
alunos utilizassem os recursos do programa para comparar as medidas dos angulos, dos lados,
o perimetro e a drea dos poligonos.

Era esperado que os alunos percebessem os variantes € invariantes que ocorrem na
rotacdo em relacdo a formas e medidas, ou seja: na rotagdo, os poligonos se mantém
congruentes e as coordenadas dos pontos sdo alteradas e que fizessem o registro das
observacdes. Era esperado que os alunos conseguissem percebessem que a rotacdo de 90° em
torno do ponto O leva o ponto ( x,y) no ponto (-y,x), que uma rotagdo de 180° em torno do
ponto O, leva o ponto (X,y) no ponto ( -xX, -y) € que uma rotacdo de 270° em torno do ponto O,

leva o ponto (X,y) no ponto (y, -X) .

Construcao 3 — Simetria de Rotacao

a) Abraum arquivo no Geogebra e grave como: constru¢io 3: nome da dupla

b) Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

¢) Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, se desejar modifique a cor do poligono
P, para distinguir melhor o poligono inicial.

d) Crie um ponto na origem do sistema cartesiano.

e) Com a ferramenta “girar em torno de um ponto por um angulo”, clique no poligono P, e em
seguida no ponto assinalado. Abrird uma janela “girar em torno de um ponto por um angulo”
digite 90 e selecione a op¢do grau ( °) e peca para aplicar.

f) Observe o que ocorreu com as coordenadas do poligono P, e registre seus comentarios numa
janela de texto.

g) Repita a operacdo para 180° e 270°.

h) Use os recursos do programa para comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e
da drea dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé€ previa ou nao? Registre suas observagdes
numa janela de texto.
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i)
7
k)

)

Trace circunferéncias de centro na origem do plano cartesiano e passando pelos vértices do
poligono P;.

Trace poligonos passando pelos vértices do poligono P;. Que tipo de poligonos sdo estes? O que
determina o nimero de lados deles? Registre suas observa¢cdes numa janela de texto.

Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito.

Salve novamente seu arquivo.

ApOs essa primeira etapa, fizemos uma nova proposta: a de que os alunos tracassem

poligonos, passando pelos vértices correspondentes dos quatro poligonos e, a seguir,

circunferéncias de centro na origem do plano cartesiano, passando pelos vértices do poligono

inicial. Novamente os alunos foram induzidos a observar os variantes e invariantes,

levantando conjecturas e registrando suas percepcdes em uma janela de texto do software

Geogebra.

Pretendiamos também investigar: se os alunos percebiam que o poligono tragado pelos

vértices correspondentes dos poligonos rotacionados € um poligono regular e que o nimero de

lados desse poligono dependia do angulo de rotagcdo; que as circunferéncias de centro na

origem do plano cartesiano, passando pelos vértices dos poligonos simétricos, possuiam raio

igual a distancia da origem do plano cartesiano ao vértice correspondente dos poligonos.

Construciao 4 - Homotetia

a)
b)
c)

d)
e)

g

h)
i)

J)
k)

Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: constru¢io 4 - nome da dupla

Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, ferramentas e na opcao cor, se desejar
modifique a cor do poligono P, para distinguir melhor o poligono inicial.

Marque o ponto na origem do sistema cartesiano.

Com a ferramenta “homotetia de ponto por um fator”, clique no poligono P, e a seguir no ponto
assinalado na origem e aparecerd uma janela onde vocé deverd inserir um fator (ntimero k).
Aparecerd um poligono P,, ampliado ou reduzido em relagdo a P;.

Varie os valores de k, faga experimentacdes comk >1,0<k <1, k=1, k <0 e registre suas
observagdes.Caso tenha necessidade, use cores diferentes para cada poligono

Use os recursos do programa para comparar os angulos, as medidas dos lados, o perimetro e a
area dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou ndo? Registre suas observacdes numa
janela de texto.

Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P;. Verifique o que
acontece com as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da 4rea dos poligonos.

Observe o que acontece com as coordenadas dos poligonos em cada situagdo experimentada.
Levante conjecturas sobre suas percepcdes e registre numa janela de texto. Salve seu arquivo.
Busque argumentos estudados em geometria plana e tente justificd-las

Salve novamente seu arquivo.




89

A quarta construcdo envolvia a homotetia. A proposta era que os alunos construissem
um poligono qualquer no 1° quadrante e, a seguir, utilizando a ferramenta “homotetia de
ponto por um fator”, construissem um poligono ampliado ou reduzido em relagdo ao
poligono inicial, experimentando diferentes valores de k ( fator de ampliacdo ou de redugdo),
utilizando k > 1, 0 <k < 1, k =1, k < 0 e caso julgassem necessdrio, usassem cores
diferentes para cada poligono, com o intuito de contribuir para a visualizacdo dos poligonos
ampliados ou reduzidos.

Novamente, solicitamos que os alunos utilizassem os recursos do software para
comparar as medidas dos angulos, dos lados, o perimetro e a drea dos poligonos e
observassem os variantes e invariantes em relagdo aos poligonos, as coordenadas dos vértices
do poligono inicial e dos poligonos ampliados ou reduzidos. Em vérias passagens das
construcdes, era solicitado que os alunos fizessem registros de suas percep¢des em uma janela
de texto do software GeoGebra.

Era esperado que os alunos percebessem que a homotetia é uma transformacao
geométrica que muda o tamanho da figura original, mas preserva a sua forma, tornando assim,
os poligonos ampliados ou reduzidos, semelhantes ao original. Esperava-se, também, que os
alunos percebessem que as coordenadas dos vértices do poligono inicial (x, y) se transformam
em ( kx , ky), onde k € o fator de ampliacdo e redugdo. Além disso, era esperado que fizessem
sistematizagoes do tipo: se |kl > 1 o poligono é ampliado proporcionalmente, que se 0 < ki< 1,
ele € contraido de forma proporcional, k =1a transformacdo € uma identidade e k <O,

produz uma transformacao inversa.

4.5.3 Atividades do Grupo 3 - Translacio vertical nas funcdes lineares e quadraticas

As atividades seguintes foram desenvolvidas com alunos da 1* série do Ensino Médio
e da Licenciatura de Matemadtica. Elas dao énfase a translacdo vertical nas funcdes lineares e
quadraticas, buscando evidenciar o raciocinio por continuidade utilizado pelos algebristas,
buscando conexdo entre as simetrias, as transformacdes geométricas nos graficos e as

correspondentes mudancgas algébricas nas equagdes das fungdes.
A quinta e a sexta construcdes tomavam por base a funciio y = xe a fungiio y = x°.

Nas duas construgdes, a proposta foi que os alunos mobilizassem visualizacdo ao construirem

os graficos e mudassem a cor da reta ou da pardbola inicial. A mudancga de cor possivelmente
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iria contribuir para que eles pudessem comparar, interpretar e analisar o comportamento das

diversas funcdes. Esperava-se que os alunos observassem que, com a reta y = x ou a pardbola

y =x*, ocorre uma translacdo vertical de k unidades e, para um mesmo valor de x, a

ordenada do ponto é acrescida de k unidades, o que poderia ser testado, usando a janela
algébrica ou a ferramenta que permite exibir as coordenadas de um ponto ao se clicar sobre
ele. .Assim, as equagdes das retas, ou das pardbolas transladadas verticalmente, ficariam
y=x+kou y=x"+k.

Era esperado que os alunos percebessem que ocorrera uma translacdo vertical,
levantassem conjecturas acerca das suas propriedades e identificassem as mudancas ocorridas
e, utilizando as janelas geométrica e algébrica, a medida que fossem experimentando,
movessem a reta ou a pardbola para cima e para baixo. Era esperado, também, que
percebessem que se k>0 h4d uma translagdo vertical para cima e se k<O hd uma translacdo
vertical para baixo e registrassem, de forma organizada, suas percepcdes na janela de texto do
GeoGebra e, principalmente, que estabelecessem relacdes entre as transformagdes
geométricas por meio de translagio e os gréaficos das fun¢des polinomiais de 1° e 2° graus.

Era importante que os alunos verificassem que, na translacdo, os gréaficos das fungdes
sdo figuras congruentes, ou seja, hd isometria e que as retas e pardbolas apenas eram
arrastadas no plano cartesiano. Também era desejdvel que eles percebessem as modificacdes
que a transformacgdo gerava nas representacOes algébricas das fungdes, fazendo sempre o

registro de suas observacgoes.

Construcao S — Simetria de Translacao na funcao linear

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcio S - nome da dupla

b) Construa o grifico da fungdo y = x

c) Para distinguir melhor a reta inicial, com o lado direito do mouse, clique sobre a reta,
modifique a sua cor.

d) Clique sobre a reta, continue segurando o mouse e desloque a reta até o ponto (0,2). Observe
a equacgdo da reta na janela de dlgebra.

e) Repita a operacdo, deslocando a reta até (0,-2). Novamente observe a equagdo da reta na
janela de 4lgebra.

f) Explore as trés retas e verifique as variacdes nas equagdes que afetam os graficos e registre o
que aconteceu na janela de texto.

g) Com a observacdo que vocé fez, seria capaz de determinar a equagdo de uma reta passando
pory=3?E pory=-1?7 Tente.

h) Faga novos registros acerca do que voc€ experimentou.

1) Salve novamente seu arquivo.
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Construcao 6 — Simetria de translacao vertical na fun¢ao quadratica

g)
h)

Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcao 6 - nome da dupla

Construa o grifico da fun¢io y = x e assinale o ponto A de coordenadas (0,0) e modifique a
sua cor para distinguir a pardbola inicial.

Clique em “mover” e sobre a parabola, desloque o ponto A até (0,2) e observe a equagdo da
pardbola na janela de 4lgebra.

Repita a operacdo deslocando o ponto A até (0,-2) e observe a equagdo da pardbola na janela
de 4lgebra.

Explore as trés pardbolas e verifique as variacdes nas equagdes que afetam os graficos e
registre o que aconteceu na janela de texto.

Com o que vocé observou vocé seria capaz de determinar a equacdo de uma pardbola de
vértice (0,-1)? E com vértice em ( 0,3)? Tente.

Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.

Salve novamente seu arquivo.

4.5.4 Atividades do Grupo 4 - Reflexdao e translacao horizontal combinadas nas

funcoes polinomiais de primeiro e segundo grau

As duas construcdes seguintes foram desenvolvidas somente com os alunos do Ensino

Médio. Elas focalizaram as simetrias de reflexdo, de translacdo horizontal e a translacdo

horizontal e vertical combinadas na funcdo de 2° grau. Como nas duas constru¢des anteriores,

elas buscaram estabelecer conexdes entre as simetrias de reflexdo e translagdo, as

transformagdes geométricas nos grificos e as correspondentes mudancas algébricas nas

representacdes algébricas das fungdes.

Construcio 7 - Simetria de reflexao, translacao vertical na funcao quadratica

a)
b)

c)

€)

Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcio 7 - nome da dupla

Construa o grifico da funcdo y = x * e assinale o ponto A de coordenadas (0,0) e se desejar
modifique a sua cor para distinguir a pardbola inicial.

Com a ferramenta “reflexdo com relag@o a uma reta”, clique na pardbola e depois no eixo x.
Explore as duas pardbolas e verifique as variacdes nas equacdes que afetam os grificos e
registre o que aconteceu na janela de texto.

Clique em “mover” e sobre a pardbola de concavidade para baixo, e desloque o ponto A até
(0,-2) e observe a equacdo da pardbola na janela de dlgebra.
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f) Repita a operacdo deslocando o ponto A até (0,2) e observe novamente a equacdo da parabola na
janela de élgebra.

g) Explore as trés pardbolas de concavidade para baixo e verifique as variagcdes nas equacdes que
afetam os gréficos e registre o que aconteceu na janela de texto.

h) Com o que vocé observou vocé seria capaz de determinar a equagdo de uma pardbola com
concavidade para baixo e vértice (0,- 3). E com vértice em ( 0,1)? Tente.

i) Faca novos registros em relagcdo ao que vocé experimentou.

J) Salve novamente seu arquivo.

Construcio 8 — Combinacio de translacoes horizontal e vertical na funciao quadratica

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave como: construcio 8 - nome da dupla

b) Construa o grifico da fungdo y = x e assinale o ponto A de coordenadas (0,0) e se desejar
modifique a sua cor para distinguir a pardbola inicial.

¢) Agora construa os graficos das fungdes y = (x —2)* e y = (x+1)*. Modifique a cor e insira o
texto com a férmula matematica correspondente a cada fung@o.

d) Salve seu arquivo.

e) Explore as trés pardbolas e verifique as variagdes nas equagdes que afetam os gréficos e registre
0 que aconteceu na janela de texto.

f) Agora, construa os grificos das fungdes y = (x—2)> +3 e y = (x+1)> —2. Modifique a cor e
insira o texto com a férmula matemadtica correspondente a cada funcao.

g) Explore as duas pardbolas em relagdo as anteriores e verifique as variagdes nas equagdes que

afetam os gréficos e registre o que aconteceu na janela de texto.
h) Salve novamente seu arquivo.

A construgio 7 propunha que, a partir do grifico da fungdo y = x>, fossem explorados
a reflexdo da pardbola e, a seguir, deslocamentos verticais. A constru¢do 8 propunha a
visualizacdo dos graficos das funcdes y =(x—2)*ey = (x+1)* e exploracdo dos movimentos
ocorridos por deslocamentos horizontais e verticais do grifico da fungiio y = x*. Essas duas

atividades tiveram por objetivo levar os alunos a visualizarem a transformacdo por reflexao,
translacdo horizontal e vertical, bem como explorarem as mudangas que ocorreram nos
graficos e conseqiientemente em suas equagdes, sempre fazendo registros, de forma clara, em
relacdo as experimentacdes realizadas.

Era esperado que o aluno percebesse que, ao ser refletida, a pardbola muda sua

concavidade para baixo e as imagens da fun¢do mudam de sinal. Também era esperado que o

aluno conseguisse perceber que os graficos das fungdes do tipo f(x)=a(x—m)’ +k sio

congruentes ao grfico de g(x)=ax’, porém sua posicio, em valores absolutos, ¢ m unidades
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A direita ou a esquerda do grafico de g(x)=ax’, conforme m seja positivo (m>0) ou

negativo (m < 0 ) respectivamente e que se k < 0ocorre uma translagcdo vertical para cima e se
k >0 ocorre uma translacdo vertical para baixo. O registro escrito das observacgdes foi
solicitado a cada construgao feita.

Destacamos que as atividades foram desenvolvidas de acordo com uma abordagem
investigativa e introdutéria ao assunto de Transformagdes Geométricas no Plano, objetivando,
sobretudo, que os alunos experimentassem um novo recurso do software de geometria
dindmica GeoGebra, que ndo s6 poderia dar rapidez ao trabalho desenvolvido, como
permitiria que as conjecturas levantadas fossem testadas, que construissem, assim as
chamadas “mostracdes”. Nos trés contextos em que as atividades foram aplicadas, ndo foi
possivel o desenvolvimento da etapa de demonstracdo formal de alguns resultados. Por
questoes de tempo, limitamo-nos a fazer uma introdu¢do do assunto, 0 que vem a ser uma
limitacdo do trabalho desenvolvido.

As atividades foram ampliadas e revistas, bem como apresentadas no Apéndice, sob a
forma de uma proposta de um curso sobre Transformagdes Geométricas no Plano, no qual
procuramos privilegiar, também, em alguns momentos o desenvolvimento da forma de

pensamento matematico dedutivo.

4.6 Critérios de analise dos resultados

A andlise dos resultados foi feita, reunindo as atividades em quatro grupos. De modo
geral, em cada grupo, buscamos evidéncias das formas de pensamento matematico

mobilizadas pelos alunos ao:

e identificar os variantes e invariantes;

e registrar suas percepgoes por meio de descri¢cdes formais, com idéias organizadas e
coerentes;

e participar das discussdes durante a socializagcdo da atividade;

e estabelecer conexdes entre as formas de representacdo algébrica e a geométrica, ao

utilizarem as janelas do GeoGebra;



94

Especificamente com relagdo as atividades que envolveram poligonos e as isometrias de

translagdo, reflex@o ou rotagdo, buscamos evidéncias se os alunos foram capazes de:

e perceber que as transformacdes por isometria mantém a congruéncia;

¢ identificar as mudancas que ocorreram com as coordenadas dos vértices dos
poligonos;

Com relacdo as transformacgdes de poligonos por homotetias, procuramos verificar se os

alunos foram capazes de:

e perceber que a homotetia gera poligonos semelhantes;
e perceber que homotetias de razdo k alteram o perimetro dos poligonos,

proporcionalmente a razdo k e a drea proporcionalmente ao quadrado da razao k.

No estudo das transformagdes das funcdes lineares e quadréticas, a andlise teve como foco

verificar se os alunos foram capazes de:

e estabelecer conexdes entre o estudo de transformagdes geométricas dos poligonos e o
estudo das transformagdes de fungdes;

e identificar as transformacgdes por isometrias como movimentos no plano que deslocam
os gréficos das fungdes no plano;

¢ interpretar de forma correta a mudanga algébrica ocorrida a partir da transformacao
geométrica.

A andlise foi conduzida, separadamente, em cada contexto de ensino. Buscamos, ao final,

identificar similaridades e especificidades do trabalho desenvolvido com cada grupo de

estudantes.
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5 FORMAS DE PENSAMENTO MATEMATICO MOBILIZADAS PELOS ALUNOS

Aprender é a tinica coisa de que a mente nunca se cansa, nunca tem medo e nunca se
arrepende.
Leonardo da Vinci.

Este capitulo apresenta os resultados da pesquisa que buscou investigar, em diferentes
contextos de ensino, as possibilidades de mobilizar formas de pensamento matemdtico, de
maneira a contribuir para o estudo de Transformacdes Geométricas no Plano.

Foi desenvolvido um conjunto de atividades de investigagdo matemdtica, contando
com o recurso do software GeoGebra, conforme descrito no Capitulo 4, junto a alunos da 1°
série do Ensino Médio, alunos de um curso de Licenciatura de Matematica e estudantes de
Pés-graduacdo, fazendo um Curso de Especializagdo em Educacdo Matematica. Todas as trés
turmas desconheciam o software GeoGebra, embora alguns alunos da Licenciatura e da
Especializacdo conhecessem outros softwares de geometria dindmica como, por exemplo, o
Cabri-geométre.

A andlise dos resultados foi feita, reunindo-se as atividades em quatro grupos. Os
resultados foram apresentados segundo cada um desses grupos e cada turma. Procuramos
apresentar uma descri¢do das evidéncias das formas de pensamento matemdatico mobilizadas
pelos grupos de participantes, de acordo com os objetivos pretendidos com as construcdes
propostas, na busca de similaridades e especificidades do trabalho desenvolvido nos trés
contextos de ensino. Ao final, é feita uma sistematizacdo comparativa dos principais

resultados.

5.1 Formas de pensamento mobilizadas no desenvolvimento das Atividades do Grupo 1

As atividades desse primeiro grupo envolveram duas construgdes, focalizando as

isometrias de reflexdo e de translacgao.

Construcao 1 — Isometria de Reflexao

Nessa atividade, os alunos deveriam construir um poligono preferencialmente no

primeiro quadrante e explorar sua reflexdo em relacdo ao eixo das abscissas e ao eixo das
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ordenadas. Utilizando as ferramentas disponiveis no software, comparar formas e medidas, a
fim de perceberem a congruéncia dos poligonos e as alteracdes nas coordenadas dos vértices.

A atividade foi aplicada nas trés turmas e, em todas, a realizacdo da construcdo
demandou, aproximadamente, uma hora, tempo necessario para exploracdo do software e das
possibilidades de suas ferramentas, de adaptacdo a proposta de investigacdo matemadtica e
realizacdo da atividade em si.

Foi possivel perceber que, ao final da atividade, muitos alunos haviam descoberto
varias ferramentas do software além daquelas exigidas para a atividade de reflexdo dos
poligonos. Foi grande a vibracdo dos participantes no momento em que moveram um dos
vértices dos poligonos e perceberam que os trés poligonos se modificavam simultaneamente e
se mantinham congruentes. Destaca-se, a partir desse fato, a importancia da utilizacdo de
softwares de Geometria Dinamica, pois as constru¢des ganham cores, movimento € permitem
exploragdes como fazer e desfazer as construgdes.

Os poligonos construidos foram os mais variados possiveis, tridngulos, quadrildteros,
pentdgonos, hexdgonos, poligonos estrelados. Os alunos exploraram as cores em diversos
aspectos: segmentos de reta, poligonos, cor de fundo da tela, letras dos textos, etc. A maioria
dos alunos convive com esse movimento na tela do computador em varios outros momentos
de sua vida, quando utiliza a Internet, por exemplo, mas o0 movimento acontecer numa aula de
Matemadtica foi simplesmente ‘0 maximo’ para eles.

No Ensino Médio, 36 alunos, divididos em 18 duplas, desenvolveram a atividade. A
andlise dos arquivos produzidos por eles e do Protocolo de Observacado 1 (PO1) realizado pela
professora-pesquisadora evidenciou que as 18 duplas perceberam que, numa simetria de
reflexdo, as medidas dos lados, dos angulos, do perimetro e da drea do poligono inicial e dos
poligonos refletidos foram invariantes. Perceberam, também, que, ao mover um dos vértices
do poligono inicial, todos eles modificam a forma, alterando as medidas na mesma proporcao
do poligono inicial. Apenas 10 duplas explicitaram o que alterou em relacdo as coordenadas
dos vértices dos poligonos simétricos, o que comprova que a atencao dos alunos estava focada
nas figuras construidas e ndo na janela algébrica, devido a dinamicidade do software. As 18
duplas fizeram o registro em forma de texto. A Figura 27 exemplifica que os alunos

perceberam a alteracdo ocorrida com as coordenadas dos vértices.
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E perceptivel que a medida
dos lados sdo  iguais,
respectivamente, lados BC e
AD, e AB e CD, bem como o
perimetro e, dedutivelmente
plausivel, a drea e os
dngulos, como comprovados
na figura. Contudo, as
coordenadas dos  pontos
variam de acordo com o
plano em que sdo
representadas. Isso ocorre
de tal maneira: ao refletir o
poligono em relacdo a x,
muda-se o sinal (positividade
ou negatividade) de y;
quando muda-se o poligono
em relacdo a y, muda-se o
sinal de x.

Figura 27 — 17 construcao — D 1 - Ensino Médio

A Figura 28 deixa evidéncias de que os alunos moveram os vértices do poligono

inicial e que, apesar da forma de o poligono inicial variar, sdo preservadas as medidas dos

angulos, perimetro e drea.

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

3 Ohjetos livres
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De todas as formas que
movemos o0s Vértices do
poligono, PI, os outros
que sdo reflexos do mesmo
se modificaram de acordo
com que eu modificava os
vértices, entdo,
permaneceram iguais de
acordo com o eixo x e y.
Percebi que os poligonos
se refletem pelo eixo x e y
com isso eles  sdo
exatamente iguais, tendo a
mesma medida de lados,
dngulos, e perimetros.

Figura 28 — 1° construc¢iio — D 12 - Ensino Médio

Pela andlise dos resultados apresentados nas figuras 27 e 28, € possivel perceber que

os alunos compararam, exploraram, observaram, reconheceram variantes e invariantes, porém

demonstram dificuldades em organizar as idéias em textos matemdticos. Entretanto, durante o

1 . . .
Os registros dos alunos encontram-se reproduzidos literalmente.
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momento de socializagdo das atividades, os alunos conseguiram comunicar suas idéias
oralmente, apresentando bons argumentos (PO1).

E possivel concluir que, durante a atividade, os alunos evidenciaram algumas formas
gerais de pensamento matemadtico, que contribuem para as articulacdes dos conhecimentos
Matemidticos como: a visualizagdo, exploracido e experimentagdo, comparacdo de medidas e
formas dos poligonos. Evidenciaram algumas estratégias especificas dos gedmetras como:
observar formas, verificar variantes e invariantes nos poligonos, raciocinio proporcional e
outras especificas dos algebristas: observacdo dos resultados obtidos na janela algébrica,
percepcdo das propriedades relacionadas as coordenadas dos vértices dos poligonos e
estabelecimento de abstracdo algébrica (PO1).

Os registros do protocolo de observacdo (PO1) e dos arquivos produzidos pelos alunos
no GeoGebra permitiram identificar que, apesar de procurarem estabelecer relagdes entre o
que foram experimentando, de levantar conjecturas, buscando argumentos para justifica-las,
os alunos apresentaram dificuldades em registrar suas percepcdes por meio de descri¢des
formais, com idéias organizadas e coerentes. Isso fica claro ao lermos o texto da dupla D15:
“Podemos perceber com a construcdo do primeiro poligono se comparado com os dois outros
construidos através do seu espelhamento, que ao mudar do eixo x para o eixo y que ocorreu
seu espelhamento através da mudanca de sinais dos pontos”. Os alunos ndo conseguiram
descrever as mudancas que ocorreram com as coordenadas dos vértices dos poligonos, uma
das metas pretendidas com a construcao proposta.

Na Licenciatura de Matemadtica, essa atividade foi desenvolvida por 26 alunos,
divididos em duplas e dois deles optaram pelo trabalho individual. Todos os alunos
conseguiram desenvolver a atividade até o final, porém duas duplas apresentaram dificuldades
em trabalhar com o computador e manusear o software, sendo, inclusive, necessdria a
presenca do monitor de Laboratério, que ensinou como salvar um arquivo, criar uma pasta,
localizar o software, enviar uma mensagem, contendo um anexo por e-mail. A partir dai foi
criada uma pasta na rede com o nome da professora-pesquisadora e todos os alunos passaram
a salvar seus arquivos nela. Ao final da atividade, o monitor de Laboratério fez o backup de
todos os arquivos em um CD.

Os alunos da Licenciatura agiram de forma bem diferenciada em relac@o aos alunos do
Ensino Médio. Construiram seus poligonos em forma de tridngulos e quadrildteros e partiram
para a exploracdo de medidas dos lados, angulos, perimetro e drea, verificando o que muda e
0 que ndo muda nos poligonos, como podemos notar nas Figuras 29 e 30. Deslocaram vértices

no intuito de perceber se a forma e as medidas dos poligonos transformados seriam mantidas.
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Depararam-se com angulos externos sendo assinalados nos vértices dos poligonos e buscaram
identificar por que tal fato ocorria, como exposto na Figura30. Um dos alunos, ao se deparar
com o fato e ndo encontrando explicacdo, perguntou para a turma:

Leopoldoz: “Alguém sabe me explicar porque alguns dngulos estdo sendo assinalados
do lado de fora da figura?”

E a resposta veio imediatamente pelo aluno

Sandro: “vocé tem que clicar nos vértices no sentido hordrio, se fizer o contrdrio o
software assinala os angulos do lado de fora”(Video LM).

Conclui-se dai que Sandro deu a resposta tdo imediata porque, certamente, ja havia
experimentado assinalar o angulo no sentido hordrio e anti-horério e observado os variantes e

invariantes que ocorreram na situacao.

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
I Objetos livres Observago”es:
""" 4 A=(575) @ d=4.24 A .
..... 5 B=(5.2) e Os dangulos tem medidas
""" 2C=1 5 o =424 iguais em  todos  os
..... P D= {2, 2] 1 B
) Objstos dependentes e=0 poligonos.

..... ox-55) ; - Os lados correspondentes
..... 3 A, =05 ;
_____ @B (5,2 O h=0 tem a mesma medida.
..... 5 B,=(52) - I;S s A drea é a mesma em
----- 3 C=(3-1 @ poly1'=6 o todos eles.
_____ C.=(-3,1) 1 =6 5 P a3 ) ) o T 2 3 4 B € .

ik 3 powT, As coordenadas do eixo x
..... P D'=(2-2) (3 =45 sl 20 d - l
_____ 5 D', =(2.2) @ B=90° no 2° quadrante tem sina
..... 3 a-3 @ y=10843° 2| invertido em relacdo a do
..... 3 a=3 @ 0=11657° 70 d
..... pa,=3 @ £=45° 5 quadrante.

o e 9 ¢=11657°

----- 3 =224 3 1= 108.43° )
----- 3 =224 @ 0= 90°
..... 5 b, =224 @ 1= 45°
----- 3 c=141 @ K=11657°
----- 3 c=141 @ A=10843°
..... 3, =14 @ p=90°

Figura 29 — 1° constru¢io — D 3 - Licenciatura em Matematica

Os alunos da licenciatura atuaram como verdadeiros matemdticos na busca de padroes
que se mantém ou se alteram, expressaram oralmente idéias matemadticas com linguagem mais
adequada que os alunos do ensino médio; porém, apresentaram muitos problemas em redigir
textos matematicos (Figura 30). Seus textos eram curtos, geralmente em forma de tépicos,
omitiam pontos importantes exigidos na ficha de atividades, registravam suas descobertas e
nao o que foi realmente pedido, como pode ser observado na Figura 29. De certa forma,

preocupa-nos verificar as deficiéncias lingiiisticas dos participantes, uma vez que esses alunos

2 Todos os nomes dos alunos apresentados neste trabalho sio ficticios.
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serdo futuros professores. O fato atua como alerta para os professores das licenciaturas,

ressalta a necessidade de se dar uma maior énfase a linguagem formal matemaética.
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Se clicar no sentido
hordrio os vértices os
dngulos serdo internos e
se for no sentido anti-
hordrio os dngulos serdo
externos.

O valor do perimetro e da
drea independente do
quadrante serd o mesmo.

Figura 30 — 1° constru¢io — D 5 — Licenciatura em Matematica

A professora-pesquisadora acompanhou o trabalho realizado pelo aluno Jorge3 da

Licenciatura e percebeu que ele tinha o habito de ndo registrar suas percepcoes (Figura 31).

Apesar disso, pode-se verificar que Jorge tinha explorado, comparado, observado de forma a

elaborar suas conclusdes, além de ter participado das discussdes durante a socializacdo da

atividade, colocando argumentos que demonstravam haver percebido as alteracdoes em relacao

as coordenadas dos vértices dos poligonos transformados (Video LM).

Duas questoes podem ser levantadas a partir desse fato: Que contribuicdo um curso de

Licenciatura de Matematica teve, em relacdo a formacgdo de estratégias de formalizacdo do

pensamento matemético e redacdo do texto matematico? A dificuldade com relacdo ao uso da

tecnologia pode ter contribuido para a inibi¢do com relag¢do a produgdo do texto?

Em uma pesquisa realizada por Frota (2002), em um curso de Licenciatura de

Matemitica, os resultados também evidenciaram ‘“‘falhas, que refletem o pouco hdbito do

aluno de comunicar idéias mateméticas de modo escrito” (p.10).

Os PCNEM (1999) destacam como competéncias e habilidades a serem desenvolvidas

em Matemadtica: “produzir textos matematicamente adequados” e “utilizar adequadamente os

recursos tecnoldgicos como instrumentos de producdo e de comunicaciao”(p.259) .Também o

3 Este aluno, identificado como Jorge (nome ficticio), foi acompanhado durante o desenvolvimento de todas as

atividades.
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parecer n° CNE/CES 1.302/2001 (BRASIL,2001) destaca que, dentre as competéncias e
habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos durante os cursos de Bacharel/Licenciaturas
em Matematica, estdo as capacidades de: “expressar-se escrita € oralmente com clareza e
precisdo” e “compreender, criticar e utilizar novas idéias e tecnologias para a resolugdo de
problemas”. Portanto, como professores da educacdo bdsica e formadores de professores da
licenciatura de Matematica, temos o desafio de “diminuir a distdncia entre o discurso que
expressa as propostas educacionais e a sua efetiva implementacio em sala de aula” (FROTA,
2002, p.13). Precisamos cuidar do desenvolvimento, em nossos alunos, das habilidades e
competéncias de utilizar recursos computacionais e de registro matematico, oral e escrito,
principalmente nas licenciaturas, para que esses possam, como futuros professores, conduzir

seu trabalho de forma adequada.

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
----- 7 C=338
..... J c" = 3.38 ad 530
3 Objetos livres 3 ¢,=338
@ A=(1.58, 1.06) o
-3 B-{398,168) a=0
D C=(524,4.14) S e=0
2 Objetos dependentes =0 5
@ A'=(158,-4.06) 2 g=0 Arsa B¢, = 445

1

@ A= (158,406 Jh=0 "l
ey A =(15Pontg A & poly1=4.45

@ B'=(3.98,-1.68) @ poly1'=4.45 5 3 L) L) K] [ 1 [
@ B"=(-3.98,.1.68) @ poly1” =4.45
. B, =(-3.98,168) . @ boly1’, =4.45 Arsa B'A'C"= 445 1
s
3 C=(524,-014) 3 a=72.36° -
@ C"=(524,414) .. 3 B=46.01° / g
") C ' (-5.24,4.14) | P y=61.63° /

Ja=276 - 3 b6=72.36° / |
@ a=276 0 e & £=46.01" [iop163 Bx4601° 4l

& a'.‘=2.?6 ..... 9 {=6163" c L+
@a,=216 3 n=72.36°

@ bh=-366 - 2 0=46.01°

@ b'=366 L. P 1=61.63°

@ bh"=366 L. P k=T72.36°

.. b =366 3 A=46.01°

@ e=338 0 & p=61.63°

Figura 31 — 17 construcao — D 8 — Licenciatura em Matematica

Na Especializacdo em Educacdo Matemdtica, essa atividade foi desenvolvida com 16
alunos organizados em 8 duplas. Nota-se um crescimento em relagdo a exploragdo do
software: nenhuma dupla apresentou dificuldades no manuseio das ferramentas e todos os
arquivos foram salvos e enviados a professora-pesquisadora sem problemas. As 8 duplas
exploraram, experimentaram, compararam formas e medidas. Foram capazes de identificar os
padrdes e invariantes, perceberam as propriedades relacionadas as coordenadas dos vértices,
recorreram as janelas geométrica e algébrica, buscando conexdes entre elas e, principalmente,

registraram suas percep¢oes em forma de textos mais organizados e coerentes. E possivel

perceber que esses alunos parecem apresentar um maior amadurecimento em relacdo a
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utilizacdo do software e em seguir as orientacdes propostas pela pesquisadora, o que pode ter

facilitado, também, a organizagdo das idéias em forma de registro escrito. Observando o texto

da Figura 32, podemos perceber que as idéias matemadticas estdo bem estruturadas.

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

2 Objetos livres
- A=(2,2)
2 B=(1,5
9 c-(886)
@ D=(55)
@ E=(4,3)
) Objetos dependentes
@ A=(2-2)
9 N, =(2,2)
@ B'=(1,5) - N
2 B, =(1,5 ' perimetropoly1 = 17.87
.1 - perimetropoly1’ = 17.87
@ gl=(=3yéﬁ‘)ﬂ - perimetropoly1’, = 17.87
T @ polyl=95
@ D.:ﬁ' -5) @ poly1'=9.5
- @ DYy =(5,5) 3 polyT' =95
9 E=(4-73) ~@ 0=8187°
@ B =43 @ p=79.7°
@ a=3.16 -@y=103°
@ a=3.16 @ b=225°
5 @, =316 @ £= 14317
N @ T=278.13°
: ::,'_77'"['77 @ n-2803°
v =707 @ 8=340.7°
@ @1=135°
@ c=3.16 @ K=216.87°
9 ¢ =3.16 @ A=8187°
3 ©,=316 -@ p=797°
@ d=224 2 v=105°
9 a=221 erens
o224 2 0= 14313
@ p=103
@ e=224 @ o=8187°
D e=224 3 12250
o ey =224 @ u=143.13°
O f=17.87 ~@ 0=79.7"

Perimetro A,8,C',D', €}, = 17.87 fa,=318

O paimetn o= 1757
Areak,B,C,D'E, =95 aa

S T acanscoe=os

To

Perimetio ABCOE = 17.67
hreahBCDE =95

As coordenadas de P2 em relagdo a Pl
mudaram  simetricamente para oS
valores de y;

As coordenadas de P3 em relacdo a P1
mudaram  simetricamente para oS
valores de x;

As medidas dos lados dos poligonos
permaneceram constantes;

Em relagdo aos dngulos observamos
que ao clicar no

poligono P1 foram calculados os
dngulos externos, sendo que os demais
procedemos da mesma forma e os
dngulos calculados foram os internos.
Sabemos que podemos calcular os
dngulos separadamente e utilizamos tal
conhecimento para calcular os dngulos
internos de P1.

Os perimetros e as dreas do poligono
sdo iguais;

Ao mover um ponto do poligono
original podemos observar que foram
alterados os valores dos lados, dos
dngulos, do perimetro e da drea em
todos os poligonos gerados.

Figura 32 - 1° construciio — D 8 — Educacio Matematica

Apenas uma dupla apresentou um texto menos formal, como se pode verificar na

janela de texto da Figura 33. Essa dupla, de modo geral, demonstrou maior dificuldade em

manusear o software, durante as atividades, o que parece evidenciar, talvez, pouca experiéncia

na utilizacdo de recursos computacionais.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto

_..J'“Cﬁjbj:lzs;:;iv;tis Perimetro A", ', C', D", E ', = 14.87 Perimetro }-‘\BC_DEF‘= 1487 (0] pOll/gOI/ZO Pl fOl

-3 B=(66) oRAECADHE 148 N alterado, as

@ C=1{6,3) 208.43° ’

@ D={51) _ coordenadas de um

-3 E=(3,1) ey - o

3F=(2,3) ~@ e=224 vértice foram alteradas.

) Objetos dependentes P e =224 —

5 A= (3,5) o ®, -2 . A . Consequentemente, os
@ B=(3.5 - =224 . \_ 20057 | dngulos, o perimetro e
@ B = (6,-6) D =224 ¢ ] y

5 B,=(6,6) oy Ty=22 i a drea foram alterados.
@ C=6,3) ~O perimetropoly1 - 14.87 > 5 Asﬂgu}’as reﬂetidas se

5 C,=(6,3) per[mzrnpnz:l= 1;1:18;? 1 1 d . .

3 perimetropol =14 : I
oD L p—— ~ ' = mo /lﬁcamm iguais ao
i 2-1 _(3(51: ) 9 payt'- 145 poligonoPl.
= - poly1”, =14.5
o B,=(3,1) : oo As Coordenadaiv dos

9 F=(2-3) @ B=28843° pontos se mantiveram,
@ Fy=123) @ y=206.57°
o anas 3 8-auar mud;ndo apenas o
::: :-;131.?3 -3 - 2m s quaA rante.

ven-1is . Os dngulos, o

db=3 @ 8=7157° : . . ~
: ::' ==33 : :;1.?13;53; Perimetro ABCDEF'= 14 87 Ly perimetro e a area ndo
U, 3 A= 11657° frea ABCDEF'=14.9 se alteraram, pois a

e @ p=126.87° X K L.
: g2 B s figura refletida ¢é igual
L D E=T157° .
-G d=2 3 0- 15343 a figura criada.
@ =2 @ p=116.57°
g =2 ~@ o=11657°
s @ 1=126.87°

Figura 33 — 1? construcio — D 6 — Educacio Matematica

Construcao 2 — Isometria de Translacao

Nesta atividade, os alunos novamente deveriam construir um poligono e dois vetores
de origem no ponto (0,0), um horizontal e outro vertical e explorar as transla¢des horizontais e
verticais, paralelas a esses vetores. Esperava-se que utilizassem os recursos disponiveis no
software para comparar medidas, observar os variantes e invariantes nos trés poligonos e fazer
o registro escrito das observacgdes numa janela de texto.

Participaram dessa atividade os mesmos alunos da atividade anterior e as duplas foram
preservadas, o que demandou um tempo menor, pois os alunos j4 estavam bem adaptados com
o ambiente informatizado como também com as ferramentas do software.

Na 1* série do Ensino Médio, alguns alunos construiram poligonos tdo complexos que
se perderam e ndo conseguiam elaborar uma conclusio sobre as transformacdes que estavam
ocorrendo. Foi necessdrio pedir que construissem poligonos mais simples, tipo tridngulo ou
quadrilatero, para que pudessem observar analisar e elaborar conclusdes.

Conseguiram perceber que, ao “transladar um poligono por um vetor”, os poligonos

mantém a forma, as medidas de lados, angulos, perimetro e drea e que ao usar a ferramenta
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“move” a forma dos poligonos se altera, porém eles se mantém congruentes entre si. Apenas 7
duplas das 18 evidenciaram suas percepcdes com relagdo a modificacdo das coordenadas,
explicitando que, ao mover o poligono verticalmente para cima ou para baixo, a forma do
poligono se mantém, mas o valor de y se altera, assim como, ao mover poligono
horizontalmente para a direita ou para a esquerda, o que sofre alteracdo € o valor do x (Figura
34).

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto

D Objetos lwes 3 P11 As coordenadas ficaram
~@A=@En - @ Fy=m diferentes.
S R 4 a=161 J As medidas de lado e o
~@c=42 . 3 a'=361 .
..... 3 D=(5,6) g @~ 361 perimetro permaneceram
@ F=(0,2.4) iguai
@ G=(37,00 " 2 b=3.61 . lglxlalSd. I

£ Oistos dependerizs - '= 361 : Quando se move o poligono
..... 3 K'=(3,9.4) - ', =361 para a direita ou para a
- Ny=6n,7) L P c=412 esquerda o vetor x também
~@B=(1,64 @ c'=4.12 g se move e as coordenadas
-G B4 . 3¢, =412 se modificam
@ C=(4) 9 d=224 0 X d
@ C=012 - 3 d'=224 mesmo ocorre quando se
..... 3 D'=(5,8.4) ., =224 2 move o polz.gono para cima
@ D'1 =(87,6) . 2 u=(0,2.4) ou para balxo, o vetory se
@ E=@,0 ] .V =(3.7, U] modl:fica,
..... I P=11 ) Objetos ausiliares 0 i v - . . Os poligonos sdo

congruentes.

Figura 34 — 27 construcao — D 3 - Ensino Médio

Com relacdo ao registro, nota-se, mais uma vez, a dificuldade de organizacdo das
idéias na elaboracdo dos textos. Percebe-se claramente que os alunos ndo t€ém o héabito de
registrar suas conclusdes em Matematica. Essa dificuldade de registrar as informacdes fica
evidente inclusive pelos erros de ortografia que aparecem nos textos criados por eles,

conforme se vé na janela de texto da Figura 35.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
) Ohjetos livres - 5
3 A= (5,1) @ P'=6 A figura desenhada é um
3 B=(3.1) @ P, =6 hexdgono.
3 C=(22) @ a2
3 D=(3.3) G a2 Pude perceber que quanto
@ E=(5,3) ga, =2 maior o tamanho do
@ F=(6,2) @ bh=1.41 . 2
@ G=1(0,2) ol vetor, maior serd o
@ 1=(1.97,0) =141 tamanho.
LJ Objetos dependentes .
O A= (5,3) @ c=141 Desta forma estard
L @ e =141
@ Ky=(303,1) o, =141 transladando a figura.
3 B'=(3,3 .
- B, ={{.1.|]}3, 1y @d=2 Com o movimento das
@ C=(24) : :: ==22 figuras, notamos que as
=t g .
-0 € =003 8T o v figuras transladadas
ry L 6 5 -4 -3 2 K 0 1 2
j g. ={§’1533 3 9= 1-14:1 movem-se em todos os
1 e e, =1 .
3 E'=(5,5) j f: ™ sentidos sem se desfazer.
S F,=(3033  Jr_in
@ F'=(-6, 4) @ =141
- Fy = (4.03,2) @u=0.2)
-3 H=(0,0) 0 v=(1.97,0)
@ P=6 ) Ohietos auxiliares

Figura 35 — 2° construc¢io — D 6 - Ensino Médio

Nesse sentido, conclui-se que: se uma das finalidades do Ensino Médio € levar o aluno
a expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas (BRASIL, 1999, p.254),
precisamos oferecer mais oportunidades ao aluno de investigacdes matematicas nas quais eles
tenham oportunidades de discutir, produzir textos matemadticos, utilizando formas variadas.

Na Licenciatura de Matemadtica, os participantes foram os mesmos da atividade
anterior. Analisando os arquivos produzidos, percebe-se que 3 duplas ndo registraram
nenhuma informagdo com relacdo a suas exploracdes e percepgdes; 2 duplas perderam seus
arquivos; 8 duplas registraram que, ao “transladar um poligono por um vetor”, os poligonos
mantém a forma, as medidas de lados, angulos, perimetro e drea e que, ao usar a ferramenta
“move”, a forma dos poligonos altera, porém eles se mantém congruentes. Apenas 3 duplas
expressaram suas percep¢des com relacdo a modificacdo das coordenadas, concluindo que, ao
mover o vetor vertical, altera-se o valor de y e ao mover o vetor horizontal o que sofre
alteracdo € o valor de x.

Uma dupla se destacou em relagdo ao registro das percepcdes, sendo mais detalhista

nessa atividade, conforme se observa na Figura 36.
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P Py
Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
—J Objetos Iy = .
s s o a-2u peimets ASCDE = 1034 rsa ABCDE = 4 Com o uso da ferramenta de transladar
2B=(2,2) & -394 . A=d.4 D=8 & Perimetro A‘B'C'D‘E'=10.9‘D t f, f . d l d
e - =2, =04 e por um vetor, a figura foi deslocada a
D D=(54 @ e=224 TAY et AN o7 H :
o 2 . distdncia orzgzr_zal a partir do fim do )
oc-w 4 - @& =224 vetor. Ex.: na figura P1, o ponto A estd
@ H=(4,0) y 0 = . .
2 olos cepentones | gg;:m;‘;gggg:;f:;;i : a 4 casas acima da origem (0,0). Na
5 N =54 -0 perimetropolyt’, = 1094 , N . | P2, o ponto A estd a 4 casas acima da
T @ poly1=4 erime! = .
ov-ea [ J hrsa kD S 0 origem do vetor (0,7), no ponto 11 de
@B, mhA 1, =4 FA=00) o ! !
5 C'LH 2 s "”w«n Ny T i< S L C Y. No eixo X, também pode se observar
i B @ u-(0,- 0
@ CymE > v=i4,0) . E o0 mesmo, mas em relacdo ao vetor X.
0=(50 . 2 ¢=3687° 0= 23313 . )
P PETC R TR 5 B-23343 ) > o (A tesrt Na figura P1, o ponto A estd a I casa
P E=(3,-1 @ y=36.87° A 1 .5 : 4 N
B0y - @ b 116.57° 8 ¢ da O.rlgem (0,0) e na P3 estd a I casa a
@F=00 9 £=116.57¢ 2 partir do vetor (7,0), no ponto 8.
Jazia L @ h- Ty Quando se desloca o vetor do eixo Y, a
: a,=224 @ 8=116.57° 2 f desl ical ’
5 1= 11657 igura se desloca na vertical.
@b=2 i = o
ev=2 L S Comparando os valores das
b, =2 -
@ @ u=11657 coordenadas do Pl com o P2, o valor
@c=224 @ v=116.57° P
@ 9 £=3687° de Y do ponto A de P2 estard distante o
@c,=224 @ 0=233.13°

valor do vetor do ponto A de P1. O
valor de X permanece constante.
Quando se desloca o vetor do eixo X, a
figura se desloca na horizontal.
Comparando os valores das
coordenadas do P1 com o P2, o valor
de X do ponto A de P2 estard distante o
valor do vetor do ponto A de P1. O
valor de Y permanece constante.
Quando se move os pontos do P1, todos
os lados, dngulos perimetros e dreas
crescem igual ao valor modificado em
P1. As coordenadas também variam de
acordo com o deslocamento.

Figura 36 — 2° construcio — D 3 — Licenciatura em Matematica

A professora-pesquisadora novamente acompanhou o trabalho de Jorge que explorou
todas as propostas contidas na ficha, mas ndo fez nenhum registro de suas observacoes.
Optamos por reproduzir o arquivo do GeoGebra na forma original enviada pelo aluno e €
possivel verificar a auséncia de texto escrito (Figura 37).

Ao ser questionado pela professora-pesquisadora acerca do motivo de ndo registrar,
ele respondeu: “Pra que registrar se eu jd sei tudo o que estd acontecendo e posso falar o que
percebi!”(Video L M). Esse fato demonstra a pouca valoriza¢cdo que esse aluno da ao registro
escrito e formalizado de suas idéias matemadticas. Novamente, precisamos refletir sobre o tipo
de profissionais que queremos formar na Licenciatura e que professor ele serd quando entrar

no mercado de trabalho.
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% GeoGebra - construcdo. 2 D8.ggh!

Arquivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

DEEEECEN

[0 Objetos lires

9 A=(673,6.26)

9 B={12.67,3.79)
73,0,

B

5

@ F-(4.43,0)

{53 Objetos dependentes
@ = (6.73, 178
5 &, = (11.16,6.26)
@ B'=(1267,-4.21)
o B, =(17.4,379)

@ €= (6.73,-7.06
5 = (11.16,095)
3 Dp=0,0 2
9 a-658
@ a-658
9@, =658
@ b-531 o

~@ 1=531 2
o b, =531

@ c=644

@ c'-6a4 2 P
@ ¢ =644 e
@ powy1=1577 E\‘\‘\
@ polyt' = 15.77 aly e | -
@ POyt = 1577 W ™~
u=10,9) o
9 v=0a3,00

s

/
sYE
@ [ Entreda || B vl

*J Iniciar gL [

Figura 37 — 2° construg¢io — Jorge — Licenciatura em Matematica

Provavelmente, esse professor ndo terd a preocupacdo de desenvolver a estratégia de
formalizagdo das idéias matemadticas em seus alunos. Porém, outro questionamento se faz
necessdrio neste momento: Serd que ele ndo estd reproduzindo o modelo de aula de
Matemitica que teve durante sua vida escolar?

Nesse sentido, Pires (2002) aponta que todos os professores de um curso de
licenciatura, sejam eles responsdveis pela drea pedagdgica ou pela drea de conhecimentos
especificos de matemadtica, devem “estar atentos ao fato de que estdo formando professores e
que portanto estdo fornecendo modelos® do que € ser professor”. A autora chama atencdo,
ainda, para o fato de que, se o aluno da licenciatura ndo teve oportunidade de desenvolver
habilidades e competéncias ele proprio, como poderd desenvolver essas habilidades em seus
alunos.

O grupo de alunos da Especializacdo em Educacdo Matemadtica se manteve inalterado,
com as 8 duplas iniciais. Essas resolveram mais rapidamente as tarefas e conseguiram tragar
os vetores horizontal e vertical e perceberam que ao “transladar os poligonos por um vetor”
eles mantém a forma e as medidas dos angulos, dos lados, o perimetro e a drea. Os registros
escritos foram organizados e coerentes (Figura 38); apenas uma dupla ndo explicitou a
mudanga ocorrida com as coordenadas dos vértices ao transladar os poligonos. Assim
percebemos que 87,5% dos participantes conseguiram estabelecer conexdes entre a janela

algébrica e a geométrica do Geogebra, demonstrando perceber as propriedades da simetria,

* grifo nosso.
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observando que, na translacdo horizontal, as coordenadas dos pontos se transformam em

(x+a, y) e, na translagcdo vertical, as coordenadas dos pontos sdo transformadas em (x, y+b),

como era esperado pela professora-pesquisadora.

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

L Objetos livres

Ao transladar o poligono pelo

: g:ﬁ’ B s vetor vertical, foi construido um
..... 3 C=(42) ,,3 novo poligono com o valor da
----- 2 D=1(56) coordenada y de cada vértice
""" o 2 B R e acrescida do médulo do vetor. Ao
----- @ G=(37.0) .

£ Objetos dependentes .: tran.sladar 0 polzgono pelo vetor
----- 3 K =(3,04) horizontal, foi construido um
----- 3 Ny =6.7.7) B novo poligono com a coordenada
""" P B =(1,64) s ArsaABCD =17 hrea &8,CD =17 x de cada vértice adicionada ao
..... ? B|1 = (4.?, 4} Perimetro ABCD = 18.38 PerimelroA"B"C“D“=1838 mo/dulo do vetor
""" o g =_(‘:s?4i;4£} Aconteceu o que previamos. As
""" S | medidas dos lados, dos dngulos,
""" 4 g, =_(?=’33?;4;} do perimetro e da drea dos trés
..... J - . , ~ . .

! ' poligonos sdo iguais.
----- 3 E=(0,0) .
_____ 3 P=11 0 _ v Ao deslocar a extremidade dos
..... 2 Pr=11 vetores, observamos que é
----- @ Py =m possivel alterar o seu mddulo e
----- 9 a=361 seu sentido, mas ndo é possivel
""" o : =_3'3'5;1 alterar sua direcdo. Se for
""" ? T deslocada a extremidade do vetor
""" 2 b=361 ertical, a coordenada y de cada
----- P =361 verfieat, Y e
..... 3 b, =361 Vvértice € alterada em relagdo ao
..... D c=4.12 modulo e sentido do vetor. Se
----- @ c'=4.12 deslocarmos o vetor horizontal, a
""" @ ¢ =412 coordenada x de cada vértice
""" S d=224 serd alterada da mesma forma. As
""" 4 :: __2'22'24 5 medidas dos lados, dos dngulos,
..... g d. =2 ; |
! do perimetro e da drea dos

----- 4 u=(0,24) Ii
----- 3 v=(37,0) poligonos permanecem

0 Objetos auxiliares inalteradas.

Figura 38 — 27 construcao — D 2 — Educacdo Matematica

5.2 Formas de pensamento mobilizadas no desenvolvimento das Atividades do Grupo 2

As atividades compreenderam duas construcdes, envolvendo isometrias de rotacao e

homotetias.
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Construciao 3 - Simetria de Rotacao

Nessa atividade, os alunos novamente deveriam construir um poligono e, utilizando a
ferramenta do GeoGebra, “girar em torno de um ponto por um angulo”, fazer trés giros
consecutivos de 90° no poligono. Em seguida, utilizando os recursos disponiveis no software,
deveriam explorar os variantes e invariantes, apds feitas as transformagdes geométricas e
registrarem as observacoes.

A atividade envolvendo rotacdo dos poligonos foi desenvolvida apenas pelos alunos

da Especializacdo.

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
A ex0 e a) Em relacdo as coordenadas de
e omitr g=0 ity P o P1, as coordenadas de P2,
o rea = . . .
~oD-024  ~Uh=0 modificam.A abscissa vira
2 Objetos dependentes - j=0 7
e _(-(4530-321” j=0 ordenada e a coordenada vira
2 A, =1-3.02, 4 O k= . . .
@ A-;=(4, 3020 o Ik= 08 simétrico da abscissa, ou seja,
3 B::(_g]g_gg) O ey =1312 (_x, y ) = (y, -X) A distdncia da
2o O perimetropoly1 = origem aos vértices, sdo as
3 B,=(3,302) .0 perimetropolyt' =8 8 s
-3 C=(3,602) .0 perimetropolyt, =8 mesmas em Pl e em P2.
3 €, =(602,3)

-0 perimetropolyt', = 8 b) Sim. Independente dos

@ Cy=13,-6.02)

<0 D -(4,602 O poyl=3 movimentos de rotagdo, as
Iyl B | medidas permaneceram as
5 0,-@,602) - POT, =3 Ao 8,00 = p
@ Poly1',=3 perimetro A& mesmas.
@ poly2 =36.24 ¢) Quando P1 se transforma em
- X Yy =2512
O Ry =152 P2, P3 e P4 observamos que a s
- : s *;;Y’=52-24 coordenadas de:
- a= 2 -
0 p=9r Pl em relagdo a P2 ->
~av-ar (X, Y)=(-Y.X)
@ £=00° Pl em relagdo a P3 ->
I (X, Y)=(-X,-Y)
G 0-90° P1 em relagdo a P4 ->
@ 1=90° _
@ -0 (X, Y)=(Y -X).
~@ A=90° Deduzimos que P1 situado no 1°
- @ p=90° Lo .
2 v quadrante é simétrico a P3 situado
@ E=€:c'l° no 3° quadrante. E que P2 situado
@ 0=90° P
G p-g0° no 2° quadrante é simétrico a P4
situado no 4° quadrante, ou seja a
bissetriz

dos quadrantes pares e a bissetriz
dos quadrantes impares.
Observamos que a distdncia entre
o centro da circunferéncia aos
vértices de P1, sdo as mesmas
para P2, P3 e P4.

Figura 39 — 3° construcdo — D 3 — Educacao Matematica

As oito duplas participantes dessa atividade conseguiram fazer “girar em torno de um
ponto por um angulo” os poligonos construidos. Sete duplas perceberam as alteragcdes
ocorridas com as coordenadas dos vértices dos poligonos ao serem rotacionados, deixando

registros contendo essas informagdes, como € o caso da D 3 (Figura 39).
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Apenas uma das duplas ndo conseguiu tracar o poligono e a circunferéncia de centro
na origem do plano cartesiano, passando pelos vértices correspondentes dos quatro

poligonos rotacionados. Essa dupla alegou que o poligono construido era estrelado e por

1ss0 ndo conseguiram concluir o trabalho. Vejamos a construcdo feita (Figura 40).

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
] C)ij:tg?;;i\;rsesm @ e=7.07 A figura sofreu um
G B=@872,3.1) j e tombamento de 90 ° e foi pro
@, =T
3 C=(667,5.64) o ©,=107 2° quadrante fazendo com que
@ D=(1320)
Q@ F=(I? 71.156) @ d=4.97 todas as coordenadas da
- L . .
) Objetos dependentes :: =_4;‘9;? || ordenada da figura original se
s - @ =4. .
4 i, A (3’55533’3) & sor negativaram e tornaram-se x
o N, =528, @ 0r,=4 :
o K,=(,520 -@ poly1=762 na ﬁgura‘ criada e os ponto;
3 B -(3.4,872) -@ poly1’=7.62 das abscissas da figura antiga
@ B=(3,8 . 1", =762 ~
] - (872, 31) ? powt’, agora sdo os pontos da
1 @ PolyT',=7.62 .
g B,=(3.1,872) S e 1s060 ordenada da figura criada.
3 a=11462° jigura criad
@ C'=(-5.64,6.67) @ B =66.67° Transformagées ndo vdlidas
g € =(667,564) -G y= 73.78° aram pontos que passam pela
g C,=(564, 567) 2 0=1437 bsci
@ £=14.37° abscissa.
~90=(0,1.32) @ =66.67 OBS: as atividades néo
g D, =(132,0) -G n=73.78° 2 ;
=15 @ B=1437° puderam ser concluidas, pois
-3 D=0, 44570 : - .
S EE{IJ 0 j 1= 1246?13 a figura criada ndo permitiu
O E=q, @ K= 205.18° . !
-3 a=34 3 A=1437° certo tipo de construgdo por
—@ a=34 "9 p=2101° ser <estrelada>.
g a,=3u @ w=215.38°
o - §=205.18°
g a,=34 s
@ b=326 -@ p=94°
@ b'=326 @ g=9.4°
@ I1'1 =3.26 -@ 1=154.82°
O - u=181.49°
g ,=326 -@ p=30348°

Figura 40- 1* construcio — D 1 — Educacio Matematica

Apesar da alegacdo dos alunos, foi possivel analisar os arquivos produzidos,
explorando-os e concluir a tarefa iniciada por eles, ndo encontrando nenhuma restricao para
a construcdo dos poligonos e circunferéncias, passando pelos vértices correspondentes dos
quatro poligonos ( Figura 41)

A partir desse fato, € possivel levantar alguns questionamentos: Serd que mais uma
vez houve problemas com relacio ao computador que os alunos estavam usando e eles
realmente ndo conseguiram concluir a tarefa, ou a atividade se tornou cansativa para a dupla
a ponto de os alunos se recusarem a concluir a atividade?

Um cuidado na conduc¢do de tarefas em ambientes computacionais € evitar que as
tarefas sejam repetitivas, ou ainda, levar em conta o cansago por parte de alguns e a pressa
por parte de outros. As varidveis envolvidas na sala de aula sdo muitas e demandam aten¢ao

redobrada do professor.
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Novamente, optamos por apresentar também a figura em forma de foto da tela do

computador, para que o leitor possa verificar a perceber as pequenas alteracdes realizadas na

construcdo da dupla.

& GenGebra - construcio 3- D1. concluida. ggh.gpb

Arquivo  Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

s

Arrastar ou selecionar objetos (Est)

{0 Objstos livres
-3 A=(6.17,3.31)
-3 B=(8.72,3.1)
-3 C=(6.67, 5.64)
@D=(147,0)
@ F=(7.71,1.56)
@ H=(-6.85,-5.42)
@ 1= (.5.64,-13.98)
{2 Objetos dependertes
@ A= (331,617
- N =617, 3.31)
3 ',=(331,6.17)
@ B'=(31,872)
- B =872, 3.0
@ B,=(31,872)
@ C'=(-5.64,6.67)
3 C, = (667, 562)
@ €, = (564,667}
@ D=0, 147
5 D =(147,0)
- @ D',=(0,-147)
GE=(0.0)
@ G=(0,147
@ a=257
@ a'=257
@@= 257
3 =257
@ h=3.26
@ h'=3.26
@b, =326
G b, -3z
@ c=7.67
@ c'=7.67
@, =767

x

15

A figura sofreu um tombamento de 90 ° e foi pro 2° quadrante
fazendo com que todas as coordenadas da ordenada da figura
original se negativaram e tornaram-se x na figura criada e os
pontos das abscissas da figura antiga agora sao os pontos

da ordenada da figura criada. Transformacdes néo validas

ara pontos que passam pela abscissa.

OBS: as atividades ndo puderam ser concluidas pois a figura criada
ndo permitiu certo tipo de construcéo por ser <estrelada=.

L JLe Jsrrst [ ][ ]

Come ] 1205

@ [ Entrada: ||

[ v|[u v |[comando

-

74 Iniciar

Ll o

T

Figura41 - 3° construcio — D 3 — Educacio Matematica — Concluida pela

professora/pesquisadora’

Apenas duas duplas deixaram um registro escrito sobre o poligono tracado pelos

vértices correspondentes dos poligonos rotacionados e sobre a distancia do centro aos vértices

desse poligono. Apenas a dupla D 8 (Figura 42) percebeu que o nimero de lados desse

poligono depende do angulo de rotagdo. Apds a construcdo das circunferéncias, unindo os

vértices correspondentes dos poligonos, levantou-se a conjectura de que o niimero de lados do

poligono depende do angulo de rotagdo. Perseguiram essa conjectura e fizeram uma nova

construcdo, em que o poligono original foi girado de 60° em 60° e construiram um hexagono

regular, unindo os pontos correspondentes. Nesse momento, ficou evidente a importancia da

utilizacdo de um software de Geometria Dindmica, possibilitando aos alunos percorrerem

sozinhos, e sem perda de tempo, a investigacdo de uma conjectura levantada em busca das

evidéncias que a comprovem ou a refutem.

> A atividade foi desenvolvida pela professora-pesquisadora a partir do arquivo da dupla. Ndo foram feitas
alteracdes no registro escrito.



112

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto

—J Ohjetos livres 8 2

_____ Y Construlmos. eftaﬁgura baseada
----- 3 B=(2,2) em transposi¢do de pontos da
- g::g’ i; construgdo 3, na qual percebemos

J Objetos dependentes vdrias semelhangas entre

""" o =-{_{2'44f;33'332}?) 2 poligonos. Além disso,
..... 2 A, =1-4.46,-0. .
_____ 5 K, =(2,) reforgam?s as lde‘las da
c construgdo anterior, como a

formagdo do hexdgono onde as
medidas dos dngulos internos
deste coincidem com a diferenca
entre os dngulos de rotagdo
utilizados.

----- @ B'=(-0.73,2.73)
..... 2 B, =(273,0.73)

..... 2 B,=(0.73,-2.73)
..... 2 B, =(2.73,-0.73)

----- 3 C'=(1.27,6.2) A
..... 3 C,=(473,42)
..... 3 C,=(6,-2)

..... 3 C,=(1.27,6.2)
..... 3 C,=(473,42)

..... @ D' =(-046,7.2)
..... 5 D' =(-6.46,3.2)

Figura 42 — Construcio conjectura da D 8 — Educacio Matematica

Nessa construcdo, até o professor da disciplina, Tépicos de Geometria, em que a
seqiiéncia de atividades foi desenvolvida, resolveu investir e usar sua criatividade para fazer
descobertas em relagdo as ferramentas do software. Ele construiu um poligono® e o fez girar
em torno da origem por um angulo de 45° alterou as cores de todos os poligonos
rotacionados, construiu as circunferéncias de centro na origem passando pelos vértices dos
poligonos, construiu um poligono regular de vértices nos vértices correspondentes dos
poligonos rotacionados. A seguir, utilizou a ferramenta “barra de navegacdo para passos da
constru¢do” e ficou assistindo o software refazer a construcdo passo a passo. Comentou sobre
a conexdo desse conteudo com a trigonometria, que as coordenadas dos vértices dos
poligonos rotacionados sdo obtidas por meio de uma férmula, envolvendo seno e cosseno.
Vibrou tanto quanto os alunos com as possibilidades que o software oferece. A Figura 43

tenta reproduzir o trabalho desenvolvido pelo professor.

® Este arquivo ndo foi salvo pelo professor e a descri¢do feita fundamenta-se no protocolo de observagio da
professora-pesquisadora.



113

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de registro oral .(PO3)

= Objetos livres

Professor:

j ;;g 1; Percebi que o dangulo de rotacdo
J C=(7,3) dividiu a circunferéncia em oito
) Objetos dependentes partes.
) A= (0.71,2.12) N L ; tiio ficil
3 A" =(1.2) esta constru¢do ndo serd tdo fdci
3 A" =(2.12,0.71) encontrar as coordenadas dos
2 B'=(0,5.66) vértices dos poligonos.
) B"=(-4,4) Ach ; idad
3 B™=(.5.66,0) cho que aqui termos necessidade
3 C'=(2.83,7.07) de recorrer a trigonometria, tem
2 C"=(3,7) tudo a ver com a circunferéncia
3 C™=(7.07,2.83) | .
2 D=(0.0) trigonométrica.
3 E=(.2,-1) Professora/pesquisadora:
J E'=(-0.71,-2.12) Sim, e temos inclusive uma formula
: E:(:Z T|22) 071 para encontrar essas coordenadas.
J F=(4,.4) Professor:
J F'=(0,-5.66) Me lembro que nessa formula
: :':((45 '64‘) 0 temos uma relagdo entre seno e
J G=(7,-3) cosseno do dngulo de giro.
J G'=(-2.83,-7.07) Vocé jd deparou com essa formula,
> g"‘:((?; 677) -2.83) professora?
J a=3.16 Professora/pesquisadora:
J Sim, nesse momento ndo me lembro
: = 3.16 dela completa, mas vou apresentd-
j a”, =171 la no referencial tedrico de
j A, =171 transformagoes geométricas, na
y @, =171 dissertagdo.
5 a,=171
2 b=5.39
=4
4
Figura 43 — Reproducio da Construcao do professor — Educacdo Matematica
As investigacdes matematicas ocorridas nessa turma, de forma espontanea, tanto por
parte da dupla D-8, quanto por parte do professor da disciplina, reforcam a importancia da

utilizacdo de softwares matematicos do tipo utilizado e conseqiientemente a importancia da

utilizacdo das tecnologias de informacao e comunicagdo. Talvez se estivessem utilizando lapis

papel, esses participantes ndo teriam tido paciéncia para buscar provas para a conjectura que

levantaram. Nesse sentido Lévy (1997) refor¢a que:

A simulagdo por computador permite que a pessoa explore modelos mais
complexos e em maior nimero do que se estivesse reduzido a recursos de sua
imagistica mental e de sua memoria a curto prazo, mesmo que refor¢adas por este
auxiliar por demais estatico que € o papel.(Lévy, 1997,p.125)

No estudo exploratério realizado com a turma de 3* série do ensino médio, os alunos

apresentaram grande dificuldade em realizar a transformagdo por rotacdo, mesmo utilizando

papel vegetal para reproduzir o poligono e alfinete para fixar o ponto e realizar o giro de 90°.

Alguns alunos ndo conseguiram realizar a atividade por completo. Essa mesma

construcdo, utilizando os recursos do software, foi simples e possibilitou, inclusive, a
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constru¢do dos poligonos regulares e circunferéncias, passando pelos vértices correspondentes
dos poligonos. O uso do software possibilitou, principalmente, a exploracdo, com muito mais

riqueza de detalhes, das transformagdes de modo geral.

Construcio 4 - Homotetia

Nessa atividade, os alunos deveriam construir um poligono, utilizando a ferramenta
“homotetia de ponto por um fator” do GeoGebra; em seguida, inserir um fator (nimero k) a
fim de que o poligono original fosse ampliado ou reduzido em relagdo ao poligono inicial. Por
fim, utilizando os recursos disponiveis no software, os alunos deveriam explorar os variantes
e invariantes apds serem feitas as transformagdes geométricas e realizar o registro do que
observaram.

A atividade envolvendo transformagcdo geométrica no plano por homotetia foi
realizada somente pela turma da especializacdo. Pela andlise dos arquivos, foi possivel
constatar que as oito duplas conseguiram perceber que essa transformacdo geométrica muda o
tamanho da figura original, mas preserva a sua forma; também foi possivel perceber que eles
estabeleceram uma conexdo com o estudo de semelhanca de poligonos: angulos congruentes e
lados proporcionais. Apenas duas duplas descobriram uma relacdo entre as coordenadas dos
vértices do poligono inicial (X, y) e as novas coordenadas do poligono transformado; as novas
coordenadas eram obtidas, multiplicando-se as antigas por k, passando a ser ( kx ,ky). Talvez
esses alunos apresentaram dificuldades em identificar as coordenadas dos vértices em funcao
da quantidade de informacdes contidas na atividade e até mesmo na tela, fazendo com que as
informagdes ficassem muito confusas ou mesmo a atengdo fosse desviada para a questdo da

area dos poligonos.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
J Objetos | .
~ 5 he 075 01 : G Para cada valor atribuido a k,
@ B=(1.22,0.23 F = (0.6, 1.36] — A\ ¢ 7 ~
5 Otieos dependeniss 1@ b (13,571 o /S b houve uma multiplicagdo da
oK -@smoon O Tim@30en o] b coordenada pelo valor atribuido a
..... 3 A= (0.73,0.13) 4 F_Zf(ﬂ'ﬁ’ 136) | k.
5 ', =(1.46,-0.36) @ Fymt12,271) 3¢ . R
..... 3 B-@at045) @ G=(029,097) 7 As medidas dos dngulos, lados,
""" - ?:2; 2:: 5 o~ 015 049 3 perimetro e drea dos poligonos P2,
2 B, =(1.22,0. 1 s E .
..... @ B'z:(.z.u, 046) @ 6,=(0.29,097) - P3 e P4 alteram-se
B S L A proporcionalmente ao do poligono
..... 5 C,-(076,03) : :.2(3]'15;‘%;?) Pl.
' =(1.53,0.62) H', =(0.17,0.24)
..... A H, - (035, 048) Percebemos que as coordenadas
Jonanty oM =069 097 dos pontos dos poligonos sdo
..... D Gehs
----- o I -(074,055) - D 1=0.0 alteradas de acordo com o valor
3 D= (147, 1.1) _ perimetropoly1 = 3.93

-~ perimetropoly1’ = 7.86

SRR atrib.m’do a k, ou quando .

3 E= (109, 1.41) -3 polyT' 4,67 movimentamos um dos vértices do
o Sasnarm ° ::ﬁ:i:f:'f: poligono P1, em qualquer direcdo.
..... : Ez::1201981:;)2) . nnlv1'z=4-ﬁ? A situagdo apresentada na

: atividade nos remete ao conteiido de

semelhanga de poligonos, pois
percebemos que hd uma alteracdo
proporcional a k, nos lados e no
perimetro, e a k? para a drea, mas
os dngulos continuam inalterados.

Figura 44 — 4° construcdo — D 1 — Educacdo Matematica

7z

Trés duplas, dentre as oito, explicitaram que: se |kl > 1 o poligono é ampliado
proporcionalmente: se 0 < ki< 1, ele € reduzido proporcionalmente; se k =10 poligono se
mantém inalterado e se k < 0o poligono obtido é simétrico em relacdo a origem do plano
cartesiano. A Figura 5.18 exemplifica esse fato. Entretanto, talvez por limitacdo de tempo,
nenhuma dupla pdde perceber que se k <0, a situagdo poderia ser interpretada como
decorrente de uma ampliacdo ou reducdo, seguida de uma rotagao.

O texto apresentado pela dupla D2 (Figura 44) evidencia que os alunos perceberam
que o valor negativo de k levava a poligonos situados no 3° quadrante. Percebemos que falta,
por parte dos alunos, ousar mais nas conclusdes. Eles poderiam, por exemplo, concluir que se
k=-1, o quadrado ABCD seria levado no quadrado congruente A’;B’;C’3D’3;, o que
corresponderia a uma rotacdo de 180° em relacdo a origem. Igualmente eles poderiam ter
verificado que o poligono A’sB’4C’4D’4 poderia ser obtido por uma homotetia de razdo 2,
levando ABCD em A’B’C’D’ e esse ultimo sendo rotacionado em torno da origem de um
angulo de 180° para ser levado no poligono A’4B’4C’4D’4 Mais uma vez fica evidente o fato
de que a exploracdo em Matemdtica e, ainda, por meio de um software de geometria
dindmica, ndo € natural para aqueles professores, embora alguns tivessem alegado que, na sua

formacdo, haviam participado de aulas desenvolvidas em ambientes computacionais.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
JObJ:tos(:r‘;rzsm 5 . -t Para valores de k>1, o
@ A—10, ke ‘
3 B=(510) " poligono aumenta sua
@ C=(15,5) . ~
e D=:20,1'5, 5 D= (20,15) . dimensdo. Para k=1, a
vl I . dimensdo ndo se altera. Para
d @ D' =(-60, - e . ~ I .

o A =(5,10) S E-0.0) herecoesn | O<k<1, a dimensdo diminui. As

? :filﬂfi) ey N *| coordenadas dos vértices dos
3 Ay =(10,- S ‘ . -
o K= (20,40) gu , Jeoms poltg.on.os ficardo sempre

5 Wg=(30,60) o170 multiplicadas por k. Portanto,
~oB- ::20’5205)] Jh=ms P se k<0, o poligono serd
: a-;=(5: - vy FofmheoA,8,0101 12138 representado no 3° quadrante.
0 B;75,-10) S As medidas dos dngulos
...y B'y=(-10,-20) O perimetropoly1 = 44.72 ~

(5,50 O perinstropoyt—ssds correspondentes sdo as
G B, =15,

perimetrupoly1'1 =22.36

mesmas, e as medidas dos

@ C'=(30,10) 5 perimetropoly’, = 44.72 ., ,
@ €, = (7.5,25) . perimetrapo ", - 3944 lados, do perimetro e a drea de
~@ 0520155 5 Rerimetrapaly T’y = 134.16 cada poligono é proporcional
3 C'S =(-15,-5) 9 poly1=125

3 poly?" = 500 ao valor de k utilizado.

@ €, =(30,-10) 3 polyT’, =31.25 .
! Ao mover um vértice do

@ C'5=(-45,-15) oyt = 125

@ g: =}_:1na3|?])5] 3 polyt’ =125 pOlngnO, todas as medidas
- D'y =10, 7. 3 nolyt’, =500 A g
I, o s (lado, dngulo, perimetro e

drea) se alteram. Ao mover um
vértice, as coordenadas de
todos os pontos
correspondentes se alteram e os
outros permanecem constantes.
O mesmo acontece para
qualquer vértice. Os poligonos
construidos sdo semelhantes, e
ao mover o vértice de qualquer
um dos poligonos, a
semelhanga entre eles
permanece.

Figura 45— 4° construcio — D 2 — Educacio Matematica

Apenas 2 duplas em 8 perceberam que homotetias de razdo k alteram a drea dos
poligonos, proporcionalmente ao quadrado da razdo k.

Uma dupla, apés muitos cédlculos utilizando a ferramenta “calculadora” do software,
concluiu que € proporcional a 4k, como mostra a Figura 45, na qual temos o seguinte registro:
“A drea varia de acordo com o tamanho do poligono, ou seja, para k=1, a drea ¢é x e para

k=2 a drea é4x”.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
'O ObjelosTvres g
5 0=070,123) _ ' ; * Para K=2 observamos que o
@ B=(8.35,22.98) o p A= 3074
@ H=(50.39, 55.09) A A a . ~
5 ot ssnasncs 5 @, =08 . poligono ficou maior em relagdo ao

@ A'=(48.95,2115) o @, =19.37
5 K, -(1958,846) @ ] o
o N, =(079,423) @ b -96.85 .
sHasm 00T * Para K=0.5 observamos que o

A, =(489,21.15) z , -
K-t @ bgmmne poligono ficou menor em relagdo ao
@ B'=(41.77,11492) e e ) o o
3 B, =(16.71,45.97) -@ Wg=19.37 20, ] .
@ B, =(8.35,2298) - j o ones
R B e Cengeper-mme | ¥ Parg K=] observamos que o
@ B, = (.18, 1149) @ ©',=19.37 Perimelro &,8',C',D4 E'yF'y = 23244 / - K
R oo aras poligono ficou igual ao 1°.

€= (24.36,12.08) <, =0.68
33;15;.;«;33.:;; o cm1937 hoan g 00 * Para K=-1 observamos que o
@y TR A ) 100 150 200 200 , .
Qe G -bess i poligono ficou igual ao 1° passou

C'BZHSJS, -24.16) @ T, = ireaALB £ F = 97 .
:c';uz.m,e.nn @ @, =1937 ':ﬂ...:‘ffifé‘féfé-;gifffsz: para o terceiro quadrante_
3 C, = (2436, 12.08) @ @y =3874 a3 % 2 ;
50t wiais) 5, =900 Porinsro 33030473 29244 O perimetro varia de acordo com o
@ D' (209.05, 10248) @ d'5= 1937 L (PR b . .
e B R tamanho do poligono, ou seja, para
o D', =(4181,205) @ 2: =f§;§334 . . ’ 4
L I K=10 perimetro é x e para k=2 o
5 D', =(209,10.25) e-l: . ,
sy wmas 0TI perimetro é 2x.
B *A drea varia de acordo com o
@ E'1 =(86.49,79.62) _ 6. . .
oFwme O T tamanho do poligono, ou seja, para
 E,- (8649, 79.62) @ T, =19.37 . . . ”
R e 0 K=1a drea é x e para k=2 a drea é
@ E'5=145.25,—59.31i @ I‘J =9.68
@ F=(27.24,50.71) @ "5 =19.37 4.x.
@ = (136.13, 253.57) O perimetropoly1 = 116. . ” ”
SR o < 252 *Os medida dos dngulos é a mesma.
@ F,=@27.24,5071) - perimetropoly1’; = 232.44 . h
O F (LA perimetroponyT, = 11022 *Podemos concluir que os poligonos
@ F" =(13.62, 25.36) @ ~ . .
SF-wamay 2wt -2036000 sdo semelhantes: lados proporcionais
2600 - PO, - 97475 A

= powr,-o74.

2a-u e e dngulos congruentes.
@a,=3874 @ PoNT, =243.60
G ,=1937 (3 PONT5=97475

Figura 46 — 4° constru¢io — D 5 — Educacdo Matematica

As outras 5 duplas restantes concluiram que o perimetro e a drea seriam proporcionais
ao valor de k. A dupla D 3, apesar de ndo deixar claro que drea € proporcional a k?, relacionou
seu cédlculo a uma progressao geométrica: “Observamos que a experiéncia vivenciada nos
leva a relacionar com alguns contetidos utilizados em nossa prdtica como P.G”.

No momento da socializagdo, foi discutido sobre a drea dos poligonos ser
proporcionalmente ao quadrado da razdo k entre os poligonos, os alunos retomaram seus
célculos, comprovaram ser verdadeira a afirmacao.

E possivel constatar que os alunos perceberam que, na homotetia, as figuras sdo
semelhantes, pois os tamanhos variam de forma proporcional, preservando as medidas dos
angulos, embora ndo necessariamente tenham determinado exatamente qual a constante de
proporcionalidade no caso da variacao das areas.

Um ponto a destacar € o texto resumido que apresentam, o que poderia ser ilustrativo
de uma certa pressa em terminar, como se ndo fosse necessario um tempo maior de reflexdo a

partir das conjecturas levantadas.

5.3 Formas de pensamento mobilizadas no desenvolvimento das Atividades do Grupo 3
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As construcdes envolveram a translagcdo vertical de funcdes lineares e quadréticas.

Construcao 5 — Simetria de translacao vertical na funcao polinomial de 1° grau

Essa atividade foi aplicada para alunos da 1? série do Ensino Médio e da Licenciatura
em Matematica. Para esse grupo de alunos, essa era a 3* construgdo e € assim referenciada nas
figuras. Nela, os alunos deveriam construir a fun¢do y = x, em seguida, deslocar seu grafico
até dois pontos especificados e, a partir das observagdes feitas, tentar determinar a equacgdo de
retas, passando por outros dois pontos determinados. Durante a realizacdo das
experimentacdes, o, aluno era instigado a registrar suas observacoes.

Os alunos do Ensino Médio demonstraram estar bem familiarizados com o ambiente
computacional. Nessa constru¢do, descobriram recursos como mudancas da cor da janela
geométrica, inseriram simbolos, mudaram a espessura da reta no grifico. Exploraram as
variacdes na equacdo que afetam o grifico da fungdo, utilizaram outros valores para o
coeficiente linear, fazendo com que a reta subisse ou descesse; porém os registros de suas
conclusdes foram pouco formais. Apenas 5 duplas, em 18, conseguiram estabelecer uma
conexdo entre as transformacgdes geométricas de translacdo e a constru¢do dos graficos das
fungdes lineares, como era esperado. Metade das duplas deixou em seus registros pistas que
levam a constatar que os alunos perceberam o que leva a reta a se movimentar para cima ou
para baixo, conforme o texto registrado na Figura 47. Fica, no entanto, patente a dificuldade

em se expressarem e a imprecisao da linguagem.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
=) Objetos livrss ’ Percebemos que ao movimentar as
@ ary=x+0.03 b I

-@ bhy=x+3.03 retas sobre o plano
L@ ey =x-0.97 , a equagdo se modifica.Por

) Ohjetos dependentes

3 Objetos auxiliares exemplo:ao arrastar a reta até

-2 na reta y, a equagdo se
transforma em y=x-2.

A equagdo para y=3 é y=x+3, e
para y=-1,y=x-1.

X

Figura 47- 3* construcio — D 3 - Ensino Médio

Uma dupla registrou “A equacdo da reta foi se modificando a medida em que fui
movendo-a. Quando o'y = x, a reta cruzava eixo y no 0, e quando cruzou no 2, a equacdo
equivalente era y = x - 2, e quando cruzou o -2, eray = x + 2. E possivel prever as equagdes
equivalentes somando o valor em que ela cruza y a x”.(arquivo da 3* constru¢cdo da D 17).
Embora tenha comparado, explorado as mudangas ocorridas na equacdo, decorrentes da
translacdo da funcdo, buscando justificativas e argumentos, a dupla interpretou de forma
incorreta a mudanca algébrica ocorrida, cometendo um erro de sinal. Com um pouco mais de
atenc¢do, os alunos poderiam ter verificado, pela janela algébrica , o erro cometido.

Na Licenciatura de Matemadtica, apenas 7 duplas, entre 13 que iniciaram o mini-curso,
participaram dessa atividade. Conforme exposto anteriormente, esse grupo de alunos era
muito heterogéneo e os mais lentos ainda estavam concluindo as atividades anteriores
enquanto outros ja estavam finalizando. As 7 duplas que participaram se envolveram,
mobilizando as formas de pensamento matemdtico de comparar, interpretar e analisar o
comportamento das fung¢des tracadas no plano. Nenhuma dupla fez o registro formal a
respeito da translacdo vertical, embora uma delas tenha anotado que: “A equacdo da reta estd
diretamente ligada ao ponto (0,y). Apenas somamos ou subtraimos d x o valor da ordenada
quando a abcissa for 0”.

Outra dupla realizou todas as tarefas propostas na ficha de orientacdo e, em seguida,
partiu para o levantamento de conjecturas e busca de evidéncias que as confirmassem, embora
ndo tenha conseguido organizar as idéias a ponto de registri-las de forma coerente (Figura

48).
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Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

) Objefos Tivres
----- @ A=(0,0.04)
----- & ay=x+0.02

----- Jgy=3x+2
) Objetos dependentes

a

Criando uma equagdo de 1° grau,
é possivel deslocar X. Quando
muda os valores no grdfico, é
possivel verificar que a equagdo
da reta na janela de dlgebra
muda também, alterando seu
valor. Se X ¢ positivo, deslocando
a reta para a direita, o
coeficiente linear fica negativo;
se deslocado para a esquerda,
fica positivo.

Se X é negativo, deslocando a
reta para a direita, o coeficiente
linear fica positivo; se deslocado
para a esquerda, fica negativo.

Figura 48 — 3* constru¢io — D 3 — Licenciatura em Matematica

Os alunos evidenciaram ndo ter desenvolvido, ao longo de sua escolaridade, a

estratégia de registrar formalmente idéias. Utilizaram alguns termos incorretos, por exemplo,

ao afirmarem que “a é o dngulo da reta”(Figura 5.23).

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

0 Objetos livras

el Yy =%X-2

@ ey =X
) Objetos dependentas

Pela formula 'y = ax+b, onde a e o
dngulo da reta, neste caso 45°, e b
corresponde ao valor onde o

grdfico corta o eixo Y quando x=0.

Figura 49 — 3° constru¢io — D 6 — Licenciatura em Matematica

Serd que essa dupla ndo sabia que valor de a corresponde a tangente do angulo que a

reta forma com o eixo das abscissas ou que o a € o coeficiente angular da reta? Ou talvez a

dupla soubesse qual € o significado de a na férmula y=ax+b, porém tenha tido

dificuldades em se expressar, em redigir um texto matemdtico coerente em linguagem

adequada. Certo € que, como futuros professores, esses alunos precisam cuidar do uso da

linguagem adequada para que possam ensinar de forma correta aos seus futuros alunos.

Parece haver uma certa negligéncia, por parte dos alunos, quanto a utilizacdo da linguagem
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7

matemadtica. O fato é relevante e aponta para a necessidade de abordagem da questdo,

sobretudo em cursos de formagdo para a docéncia.

Construcao 6 — Simetria de Translacao na funcao polinomial de 2° grau

Participaram dessa atividade, os alunos da 1* série do Ensino Médio e da Licenciatura
de Matemadtica. Para esse grupo de alunos, essa era a 4* construcdo e foi assim referenciada
nas figuras apresentadas. A proposta era construir o grafico da fungdo y = x 2, assinalar o
vértice da pardbola e, em seguida, deslocar esse vértice para cima e para baixo, até dois
pontos especificados, observar as equacdes das parabolas na janela algébrica e, por fim, tentar
determinar a equagdo da pardbola com o vértice no ponto (0,-1) e outra de vértice no ponto
(0,3). Apos as experimentagdes, o aluno era instigado a registrar suas observacoes.

Como foi pontuado anteriormente, os alunos do ensino médio avancaram bastante
durante a pesquisa, em termos de levantamento de conjecturas e utilizagcdo das ferramentas do
software para mudanca de cor das pardbolas e do fundo da janela geométrica, além da
mudanca da espessura da linha da pardbola. As 18 duplas participantes da atividade
perceberam o efeito da variacdo na equacdo da pardbola em relacdo ao gréfico e utilizaram
termos como “a pardbola se move para cima ou para baixo”. Duas duplas utilizaram a
expressao “‘ela translada pelo plano”, conseguindo estabelecer uma conexdo entre as
transformagdes geométricas dos poligonos e os grificos das funcdes. Cinco duplas
explicitaram que o valor k da equacio y=ax>+k é o responsdvel pelo movimento da
translacdo para cima ou para baixo na funcdo de 2° grau. Nota-se, pelos registros nos arquivos
das duplas, que onze delas recorreram a janela algébrica para registrar as variacdes nas
equacgdes que afetam os gréficos das fung¢des, como podemos perceber na Figura 50, feita pela
dupla D3. Essa dupla utilizou os pares ordenados oferecidos na ficha de instru¢do e outros

criados por ela enquanto realizava experimentacoes.
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Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

L Objetos livres
..... J C:}F=H’+2

e (@ Y=
) Ohjetos dependentes
) Objetos auxiliares

Observamos ao mover a pardbola,
que ela apenas translada pelo
plano cartesiano. Ndo perdendo
assim medidas ou caracteristicas. A
pardbola permanece no ponto 0 do
eixo x, mudando apenas no eixo y.
1)

©(0,-1)

y=x?-1

2)
®(0,3)
y=x>+3

3)
©(0,5)
y=x>+5

4)
®(0,-13)
y=x?-13

Figura 50 — 4° construcao — D 3 - Ensino Médio

Em relagdo ao registro, percebe-se que os alunos misturam um pouco a linguagem que

utilizam para se comunicar com os amigos, pela internet no site Messenger, Orkut e outros

(quandu, eh) (Figura 51). Como em todas as outras atividades, é possivel notar a dificuldade

em organizar as idéias para fazer o registro formal.

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Janela de texto

) Objetos livres
@ oy =%-2
@y =x"+3
e ety =X -1
) Dbjetos dependentes
I Objetos auxiliares

E— 2\&&7 z

De acordo com o acontecido,
observa-se que quandu subtrai o x?
por quaisquer numero a parabola
se move para baixo, e quandu
soma o x? com qualquer numero a
pardbola move-se para cima, ou
seja, é possivel a pardbola
transladar pelo plano.

Utilizei, para forma as parabolas
que cortam os pontos 0,3 e outra
que corta os pontos 0,-1 utilizando
as

equagoes y=x*+3 e y=x>1
respectivamente.

Figura 51- 4" construcio — D 6 - Ensino Médio
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A dupla D 8 (Figura 52) deixou um registro de algumas conjecturas levantadas em
relacdo ao papel dos coeficientes da fungdo de 2° grau. E possivel perceber que o registro
deixa a desejar em termos de formalizacdo, porém nota-se que eles experimentaram,
compararam, interpretaram e analisaram o comportamento das fun¢des de 2° grau, recorrendo

novamente a dinamicidade do software ( PO2).

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
) Objetos lvres * Dentro da formula de Bdskara o
@ Cly=x"-2 .
3 dy-x termo que define o local da
] pardbola quanto ao eixo de Y é o
=L LS termo C(isto é, a pardbola sobe ou
Jgy=x'+3

desce) e quanto a sua localiza¢do
no eixo X é o termo B(este a
desloca para a direita e para a
esquerda).

O termo A define sua concavidade
(concava ou convexa), além de
definir a abertura da pardbola.

) Ohjetos dependentes
) Ohjetos auxiliares

Figura 52 — 4? construcao — D 8 - Ensino Médio

Na Licenciatura de Matemadtica, a proposta das construcdes foi feita em um mini-curso
de 4 horas, como parte da programag¢do da Semana de Licenciaturas; dos 26 alunos que
iniciaram, apenas 6 duplas, que estavam em fase mais adiantada, fizeram a construgao.

Entre essas, 5 identificaram as mudancas nas equacdes decorrentes da translacdo
vertical. Mais uma vez, o aluno Jorge, que trabalhou sozinho, embora tenha realizado todas as
propostas contidas na ficha, ndo fez o registro de suas percepg¢des.

A dupla D10 (Figura 53) se destacou, levantando conjecturas relacionadas a translacdo
horizontal e vertical. Pelo texto registrado, nota-se a realizacdo de experimenta¢des com a

pardbola que coloriu de vermelho para elaboracdo de suas conclusdes. De acordo com a ficha
de instrugdio, a dupla deveria experimentar deslocar o vértice da parabola y = x” até (0,2) e (0,-
2), observando a equagdo correspondente obtida na janela de dlgebra. Como na janela
algébrica temos a equacdio da pardbola registrada “y=x>+0,04x” e nio mais y=x", é
possivel concluir que os alunos fizeram experimentacdes, deslocando a pardbola original pra a

esquerda e para a direita, além de efetuar as translacdes verticais.
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Com a orientacdo dada pretendia-se apenas disparar um processo de investigacdes,
esperando-se outras experimentagdes por parte dos alunos. Pelo texto apresentado,
percebemos que a dupla observou as janelas algébrica e geométrica, mobilizou estratégias
de visualizacdo e experimenta¢do ao comparar, interpretar e analisar o comportamento das
fungdes, realizando, inclusive, translagdes horizontais, além das verticais. Mas, novamente,
o registro escrito evidencia que a dupla ndo se apropriou da linguagem matemaética a ponto

de comunicar adequadamente suas idéias.

Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto

) Objetos livres

@ ey =%+ 0.04x
@ dy=xT+2

L ] e:y-:Hz_z

) Ohjetos dependentes

Deslocando a pardbola para a
direita, o valor de B fica negativo;
deslocando para a esquerda, o
valor de B fica positivo. Se o valor
de C for positivo, a pardbola se
desloca para cima no eixo Y; se
negativo, desloca para baixo no
eixo Y.

Figura 53 — 4° construcao — D 10 — Licenciatura em Matematica

s

E esse o comportamento que se espera em uma investigacdo matemadtica em sala de
aula e possivelmente a utilizacdo de um software matematico pode contribuir para que sejam
realizadas experimentacdes e deducdes, para pensar e inventar idéias. Convém destacar,
porém, que a condugio do trabalho, por parte do professor, é de fundamental importancia para
incentivar os alunos na mobilizacdo das vérias formas de pensamento, sobretudo para registrar

formal e informalmente suas conclusoes.
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5.4 Formas de pensamento mobilizadas no desenvolvimento das Atividades do Grupo 4

As duas atividades a seguir foram realizadas apenas pelos alunos da 1* série do Médio
e envolveram a reflexdo e a translacdo horizontal de forma combinada no estudo da funcado

quadrética.

Construcao 7 - Simetria de reflexio e de translacao vertical na funcao quadratica

Nessa atividade, que para os alunos do Ensino Médio correspondeu a 5* construgio,
assim referenciada nas figuras, os alunos deveriam construir o grafico da fungdo y = x %,
utilizar a ferramenta “reflexdo com relacdo a uma reta” e fazer com que a pardbola fosse
refletida em relacdo ao eixo x. Em seguida deveriam deslocar a pardbola de concavidade para
baixo até dois pontos especificados. Recorrendo a janela algébrica, deveriam observar as
alteracdes nas equacdes das funcdes quadraticas trabalhadas anteriormente e tentar determinar
a equacdo de uma pardbola com concavidade para baixo e vértice (0,- 3) e com vértice em
( 0,1). Durante a realizacdo das atividades, os alunos eram convidados a fazer os registros do
que perceberam.

Participaram dessa atividade as mesmas 18 duplas de alunos do Ensino Médio que
iniciaram o trabalho. Apds andlise do protocolo de observacdo (PO2) e dos arquivos
produzidos pelos alunos durante a realizacdo da atividade, foi possivel detectar que as 18
duplas perceberam que, ao ser refletida, a pardbola muda sua concavidade para baixo e
conseqiientemente alteram-se os sinais das imagens. Os registros do arquivo da dupla D 3, da

Figura 54, ilustram o fato.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Janela de texto
\ / Quando usei a ferramenta reflexdo com
) Objetos livres \ 8 / relacdo a uma reta a pardbola se refletiu na
D cy=x+2 \ parte negativa do eixo y e assim, a sua
Jety=-x-3 \ ‘ / Sfungdo também ficou negativa.
I fy=xe1 \ / Quando se muda a pardbola de lugar, a sua
~J Objetos dependentes \ af / funcdo a acompanha.
. : ::':;Elif,)_ 2 \ / Quando a pardbola de concavidade para
) Objetos auxiliares \ / baixo estd no ponto y=2 sua funcdo é y=-
x%+2 e quando a pardbola esta no ponto y=-2
\ / sua fungdo é y=-x%-2, ou seja, a fungdo muda

de acordo com a pardbola porem -x? é
invaridvel.O mesmo acontece com a
pardbola de concavidade para cima porém o
seu x? € positivo.

: Quando uma pardbola estd em um ponto
positivo a outra estd em um ponto negativo e
de mesmo valor que a anterior.

Conclui que para a concavidade ficar para
baixo x? deve ser negativo e para a
concavidade ficar para cima o x? deve ser
positivo. Se subtrairmos uma pardbola da
outra o resultado serd 0, pois elas sdo iguais
porem opostas.

Aconteceu o mesmo quando coloquei uma
pardbola de concavidade para baixo no
ponto y=1. Para a concavidade ficar para
baixo x? continuou negativo e o valor de y
positivo.

Figura 54 — 5° construc¢io — D 3 - Ensino Médio

Apesar do termo deslocamento vertical ndo ter sido utilizado por nenhuma dupla, é
possivel perceber, nos registros dos alunos, que eles compreenderam que, em uma translacao
vertical, as funcdes f(x)=ax’+k sdo congruentes ao grifico de g(x)=ax’ e k é
responsdvel pela funcdo se deslocar para cima ou para baixo em relacdo ao grafico de
g(x) = ax* ( Figura 5.28) Na Figura 5.28, a dupla ndio construiu o grafico das funcdes citadas
no texto. Concluimos que, possivelmente, a dupla movimentou a curva, utilizando o mouse e
recorreu a janela algébrica para elaborar a conclusdo: “A pardbola com vértice(0,-3), obtém a
equacao: y= -x*-3.E a que tem o vértice (0,1), obtem a equacdo y= -x*+ 1. O x permanece
negativo sendo somado ou subtraido ao valor de y”. Mais uma vez, o registro deixa a desejar
e alerta para a importancia de investir em tarefas que levem os alunos a redigir pequenos
textos matematicos.

Cinco duplas, dentre as 18, usaram o termo espelhamento quando se referiram ao fato

de a pardbola mudar sua concavidade. Como foi pedido na ficha de atividade, dez duplas
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explicitaram as equacdes das pardbolas de concavidade para baixo e vértice em ( 0,-3) e em

0,1).

Janela Algébrica Janela Geométrica Registro na janela de texto

10 A primeira pardbola, tem a equagcdo
y=x? por estar na

G Objetos lvres parte positiva do grdfico, sendo X

P oy=x*

D ely=x.2 a positivo. Jd a segunda pardbola (a
L@ Ry=x 42 pardbola refletida), corresponde a
2 Objetos dependentes - equagdo
e @ kY= B y=-Xx% por se encontrar na parte

) Ohjetos auxiliares negativa do grdfico.
As trés pardbolas de concavidade para
a baixo, tém a equagdo y=-x*+c ou y=-
x?-c, sendo o x sempre negativo, devido
a isso, as pardbolas se movem pelo

2 plano cartesiano, sempre com a
concavidade para baixo, mudando
apenas o valor de c na equagdo.

A pardbola com vértice (0,-3), obtém a
2 4 equagdo: y= -x?-3.

E a que tem o vértice (0,1), obtém a
equagdo y= -x?+ 1. O x permanece
negativo sendo somado ou subtraido ao
valor de y.

Figura 55 — 5% construc¢io — D 8 - Ensino Médio

A dupla D8 (Figura 55) foi a que mais se destacou ao longo dos trabalhos, podendo-se
perceber avancos em termos de exploragcdes, levantamento de conjecturas e busca de

evidéncias que as comprovassem. Em nenhuma atividade foi pedido que os alunos
observassem o que ocorre com a mudanca do valor absoluto de @ na f(x)=ax"; essa dupla

levantou a hipdtese de que o valor de a alterava o eixo de simetria, chegando a se referir a
coordenadas do vértice. Apesar de algumas conjecturas serem falsas, o fato de terem
investigado, além do pedido, merece destaque. Recorrendo novamente a Pais (2006), a
utilizacdo de softwares no ensino de matemadtica possibilita a “expansdo das condi¢des de
aprendizagem”(p.72) , pois os alunos podem levantar conjecturas e realizar experimentacoes,

tentando justificd-las, como ocorreu com a dupla D3.
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Janela Algébrica Janela Geométrica Registro na janela de texto
B A T | . . ~
= } Jl | ] Na primeira observacado,
@ ] '

J dy=5%- 10x + 5.03 \’ { L havia a crengca que o
@ ey =207 160x + 320.0 : H tamanho do termo a da
@ Ty = 100057 - 11200% + 3 [ . )

) Objetos dependentes } [ formula de Bdskara
— 4 1 . . ~
o L \ / 1 determinava a localiza¢do

) Objetos auxiliares {--f . . .

. \ / H do eixo de  simetria.
/‘ (N Entretanto, com observacoes
3 - o \/” Vel posteriores pdde-se perceber

que a ndo define o eixo de
simetria, e sim a abertura da
pardbola, sabendo que a
mesma se fecha se aumentar
o valor de a.

Figura 56 — Construc¢io baseado em conjecturas — D 3 - Ensino Médio

Analisando o registro na janela de texto da Figura 56 e observando os alunos em sala

de aula, podemos levantar novos questionamentos:

e Como estes alunos estavam utilizando o software pela primeira vez, serd que nao
tiveram dificuldades em se adaptar com o editor de texto e, por esse motivo, 0s
textos safram com tantos erros de ortografia?

e Serd que a preocupacdo desses alunos, naquele momento, era apenas com as
descobertas matemdticas e ndo com a estruturacao do texto?

As questdes merecem uma investigacdo e, de certa forma, apontam limitacdes da

pesquisa. O tempo e a falta de traquejo no uso de recursos computacionais podem ter inibido

a redacdo de textos mais elaborados no que se refere a clareza, a objetividade e a correcao.

Construcio 8 — Translacoes horizontais e verticais da funcio quadratica

Essa atividade abordou deslocamentos horizontais e verticais e correspondeu a 6°
constru¢do realizada pelos alunos do Ensino Médio. Analisando os arquivos produzidos pelos

participantes, foi possivel perceber que 6 duplas, dentre as 18, explicitaram que, ao digitar a
férmula y = (x—m)’o préprio software desenvolveu o produto notdvel, gerando a funcio

quadratica em sua forma normal. (Figura 57)
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Janela Algébrica

Janela Geométrica

Registro na janela de texto

) Objetos livres

@ ooy =%

@ thy=x"-4x+4
Joey=x"+2x+1
@ Ty =) -4+ T
@ gy =X+ 2x-1
) Objetos dependentes
) Objetos auxiliares

A pardbola c tem a equagdo y=x* A
pardbola d obtém a equagdo y=x*-
4x +4; A pardbola e tem a equagdo
y=x%+ 2x+1.

Percebemos que os produtos
notdveis das equagdes y=(x-2)? e y=
(x+1)? formam uma nova equagdo,
que sdo as equagdes finais ou seja,
y=x%-4x+4 e y=x>+2x +1.

Figura 57- 6" construcio — D 3 - Ensino Médio

Sete, em dezoito duplas, perceberam as alteracdes nas equagdes, decorrentes de uma

translacdo vertical ou horizontal. (Figura 58). Porém, podemos perceber, no registro da dupla,

que esses alunos chegaram a conclusao de forma incorreta, uma vez que, se 0 nimero que se

acrescenta a for positivo, a pardbola se desloca para a esquerda e, se negativo, desloca-se para

a direita.

Janela Algébrica

Janela Geométrica

Registro na janela de texto

J Objetos livres
@ dy=x-4x+4
@ ey=x 2+ 1
@ gY=X+2X-1

I) Ohjetos dependentes

I Objetos auxiliares

Observa-se que quando coloca-se, na
equagdo, um numero somando o x que se
elevaram a 2 somado com outro numero,
obtenha-se pardbolas que tenham eixo y
diferente de 0, e quando o numero for
positivo, a pardbola fica na parte positiva
do plano, em relagdo ao eixox ey, e
quando este numero é negativo, a pardbola
fica na parte negativa do plano.
observa-se que quando é construido uma
equagdo somando o x e elevando a 2 o
numero que soma junto com x obtenha-se
uma pardbola pro lado esquerdo do plano
carteziano, ou seja, lado negativo de x e
quando subtrai quaisquer numero com o x
e os elevam ao quadrado, obtenha-se

uma pardbola pro lado direito do plano,ou
seja,lado positivo de x.

Figura 58 — 6" construcao — D 8 - Ensino Médio
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Porém, os registros deixam muito a desejar em termos de organizagdo das idéias e
qualidade de redagdo. E o que podemos perceber nos textos apresentados na Figura 58 e na

Figura 59.

Janela Algébrica Janela Geométrica Registro na janela de texto

De acordo a posicdo das
pardbolas, o que determina
suas posicoes é o valor de x.
Percebemos como as outras
duas pardbolas que
modificando a equacdo afeta
o grdfico,pois a troca de
sinais e de valores e de
valores nas equagoes é que
mudam as posigoes

porém, ndo modificam o
valor do xv.

_} Ohjetos livres

@ cy=x
@y =X - 4K+ 4
b ey =W e 20+ 1
@ Ry=X AN+ T
L@ gy =2+ 2x-1
) DObjetos dependentes
) Ohjetos auxiliares

Figura 59 — 6° construcio — D 9 - Ensino Médio

A organizagdo das idéias do dltimo pardgrafo da Figura 5.33 deixa muito a desejar;
pouco se entende do que a dupla desejou comunicar. Percebe-se que os alunos nio revisaram
o texto, por falta de tempo, ou talvez por normalmente ndo utilizarem a estratégia de revisao.

Foi possivel perceber, durante a realizacao da atividade que a utilizacdo do software
pode estimular os alunos a se tornarem experimentadores e inventores, o que contribui para
que se arrisquem a levantar muitas conjecturas. Porém esses alunos ainda nio se habituaram a
buscar evidéncias que as comprovem. A dupla D 6 ( Figura 60), por exemplo, fez a seguinte
afirmacao: “se eu faco a funcdoy = (x+3 F+2, a pardbola vai se deslocar para o ponto 3 do
eixo x e para o ponto 2 do eixo y”. Cometeram um engano, pois a pardbola se desloca para a
esquerda, para o x = -3 e observando o arquivo produzido por eles, ndo ha evidéncias de que
experimentaram, antes de fazer a afirmagdo, ou pelo menos nao usaram os recursos do

software, por meio dos quais poderiam perceber o erro cometido.



131

Janela Algébrica Janela Geométrica Registro na janela de texto

Conforme a parabola muda de
lugar no eixo x a sua fungdo
também se modifica. Quando
ela vai para a direita sua
funcdo fica positiva, quando
ela se desloca para a esquerda
do eixo y, ela fica negativa.
Quando se adiciona ou subtrai
um numero fora do parenteses
na fungdo, a parabola se
desloca em relagdo ao eixo y,
por exemplo, se eu faco a
funcdo y=(x+3)*+2, a
parabola vai se deslocar para
o ponto 3 do eixo x e para o
ponto 2 do eixo y.

J Objetos livres

@ oy=x

@ iy =2 -4x+ 4
@ ey=x 22X+ 1
@B hy=x -4+ 7
e (P Gy =x+2x-1
J Objetos dependentes
L@ A=1(0,0)

IC0) Ohjetos auxiliares

Figura 60 — 6° construcio — D 6 - Ensino Médio

5.5 Sintese comparativa dos resultados

As atividades propostas buscaram mobilizar e verificar a mobilizacdo de algumas
formas de pensamento Matemdtico pelo estudo de transformagdes geométricas no plano.
Embora desenvolvido apenas com fun¢des elementares, no caso, a funcdo linear e a fungdo
quadrética, o trabalho pode estimular a investigacdo para extensdo de conclusdes sobre
transformagdes geométricas de outras fungdes, como as exponenciais, logaritmicas,
modulares, trigonométricas, polinomiais e racionais. Cada atividade proposta teve por meta
incentivar o desenvolvimento de formas do pensamento matemadtico: visualizagdo,
levantamento de conjecturas, registro do que muda ou do que ndao muda apds uma
transformacgdo, descri¢do das observacdes, habilidade de argumentagdo, comunicacdo das
idéias e procuras de evidéncias para que as conjecturas fossem comprovadas. O aluno foi
continuamente convidado a se comportar como um matemadtico, atuando ora como gedmetra,
ora como um algebrista, ou ainda, por vezes, integrando as duas abordagens.

Uma andlise comparativa do trabalho desenvolvido nos trés contextos - Ensino Médio,

Licenciatura e Especializacao permitiu destacar alguns pontos:
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houve uma identificacdo positiva dos alunos com o GeoGebra, o que pode constatar
sua potencialidade para auxiliar os alunos no levantamento de conjecturas sobre os
variantes e invariantes quando das transformacdes geométricas feitas com os
poligonos e as funcdes;

o envolvimento e a motiva¢do dos alunos na realiza¢do das atividades foi relevante
e a dispersdo, por vezes, observada ocorreu em poucos momentos e afetou um
nimero pequeno de duplas;

os alunos demonstraram pouca autonomia para fazer exploragdes por conta propria,
em decorréncia, talvez, do fato de nao terem sido incentivados a desenvolver esse
habito de fazer experimentagdes matematicas;

de modo geral, os alunos evidenciaram maior facilidade em se expressar oralmente,
durante os momentos de socializacio das atividades desenvolvidas, fato evidenciado
nos protocolos de observacdo feitos pela professora-pesquisadora.

a dificuldade geral foi efetuar registros escritos das conjecturas levantadas e
argumentar, utilizando a linguagem matemadtica formal, o que evidencia ndo ser a
redacdo do texto matemadtico - a comunicacdo escrita das idéias - um hdbito
cultivado ao longo da escolarizagdo;

o uso do software GeoGebra permitiu que os alunos estabelecessem uma
interconexdo entre as formas de pensamento geométrico e pensamento algébrico,

um dos objetivos pretendidos.

O desenvolvimento do trabalho em ambientes computacionais foi rico e motivador.

Abaixo apresentamos alguns depoimentos dos alunos da 1? série do Ensino Médio e dos

alunos da Especializacdo em Educacdo Matematica ao avaliarem as atividades desenvolvidas.

Nao temos nenhum depoimento dos alunos da Licenciatura de Matemadtica, pois, como ja

exposto, os alunos apresentaram ritmos diferenciados € nem todos concluiram o trabalho

As aulas com o programa “Geogebra” nos auxiliaram adequadamente as construcdes das
funcdes de 1° e 2° grau. Sendo assim uma Gtima experiéncia para nds, onde aprendemos a
observar melhor as equacdes e a realizd-las com maior facilidade( D3- EM)

O depoimento abaixo € de um dos integrantes da D 1 — Ensino Médio, que optou por

fazer a avaliagdo da atividade individualmente.
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O software Geogebra foi de total importancia nas constru¢des de graficos e representacdes de
figuras geométricas, atendendo aos pedidos solicitados de acordo com as atividades. Gragas a
ele, podemos ter variacdes de fungdes, sinal, equacdes, e chegar a conclusdo, que,
aparentemente, ndo sio faceis. O uso do mesmo, no comego, ndo se mostra tdo simples como
parece (coincidentemente como a matemadtica), mas, a medida que caminhamos com o
processo de construcio, comegando pelas figuras geométricas, até chegarmos a equagdes de
segundo grau, percebemos que, com um pouco de pratica, seu manuseio se torna simples.
Enfim, para alguém que ndo tinha nenhuma perspectiva matemadtica (eu!), o software ajuda a
tirar ddvidas e chegar a conclusdo, que, provavelmente sem ele, alguns ndo seriam capazes de
formar (eu de novo) (Vini, um dos componentes da D1- EM)

Podemos perceber que o tipo de trabalho desenvolvido envolveu os alunos e o uso dos

recursos computacionais foi considerado positivo.

Percebemos em relagdo a esta atividade que os poligonos podem mudar de forma, porém
conseguimos encontrar as mesmas caracteristicas em todos, como angulos, medidas de seus
lados e varias outras semelhangas.

J4 com o uso do software aprendi novas funcdes tornando assim a matemdtica um modo mais
facil e divertido de aprender. (D§- EM)

Os depoimentos dos alunos da especializacdo em Educacdo Matemdtica evidenciam
também os aspectos positivos da abordagem feita no estudo das Transformacdes Geométricas

no Plano, principalmente quanto ao uso do software.

O uso do software foi de grande importancia para auxiliar na aprendizagem, pois através dele
foi possivel manipular os poligonos, o que ndo seria possivel manualmente. Foi possivel
verificar regularidades e propiciou visualizag@o prética do contetido.(D2- Ed. Mat)

Percebemos que com as transformacdes geométricas trabalhadas, por exemplo, rotagdo do
poligono, mudanga proporcional no tamanho do poligono, mudanga do poligono nos
quadrantes, a congruéncia e semelhanca dos poligonos ficou evidente. Assim, observamos com
mais rigor as propriedades geométricas da congruéncia e da semelhanca. Com a visualizagdo
da figura tivemos a chance de formar ou mudar hdbitos de pensamento, fazer experi€ncias,
investigagcdes e exploracoes.

Com o uso do software Geogebra vimos como € importante a juncdo da dlgebra com a
geometria. Quando mostramos ao aluno a visualizacdo da figura geométrica e o que podemos
construir e investigar com a utilizacdo do Geogebra, a aprendizagem do aluno serd mais
satisfatéria. (D 7 — Ed. Mat.)

O uso do programa Geogebra nos possibilitou vdrias experimenta¢des e investigacdes, que sem
este recurso ficaria muito dificil e trabalhoso. Como aprendizagem, o uso do software serviu
como complemento da aprendizagem tedrica trabalhada na sala de aula.(D1- Ed. Mat)

Para a pesquisadora, o software foi utilizado como um instrumento para incentivar a
mobilizacdo das formas de comunicagdo por meio da representacdo algébrica e geométrica de
objetos matemadticos, além da linguagem natural e simbolica usada na janela de textos. Os
dados coletados revelam que a principal lacuna na formac¢do matemdtica dos alunos é
comunicar por escrito as idéias matemadticas. Esse fato € comprovado em outras pesquisas
como em Frota (2002), Fonseca (2000), Ponte (2004) e reafirma a importancia a ser dada a

questdo, principalmente nos programas de formagdo docente inicial e continuada.
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6 CONSIDERA COES FINAIS

[...] tomando determinadas formas de pensamento a sério e dando-lhes a primeira prioridade
entre os principios necessdrios para a organizagdo do curriculo de Matemdtica (ou de outra
disciplina), as capacidades de raciocinio sao adquiridas diretamente e também melhoram os
nossos conhecimentos matemdticos ( Goldenberg, 1998 a)

O objetivo desta pesquisa foi investigar possibilidades de mobilizacdo das formas de
pensamento matematico no estudo de Transformagdes Geométricas no Plano.

Foi desenvolvido um trabalho empirico, utilizando o software GeoGebra, que
compreendeu trés etapas, envolvendo alunos de Ensino Médio, de um Curso de Licenciatura
em Matematica e de um Curso de Especializacdo.

Para a elaboracdo das atividades, uma revisao tedrica dos contetidos foi feita, com
foco no desenvolvimento dos hdbitos de pensamento matemdtico e nas investigacdes
matemadticas. Nas trés etapas da pesquisa, as atividades de investigacio matemadtica foram
planejadas em forma de descoberta guiada, com o objetivo de proporcionarem uma
experiéncia de exploracdo e investigacdo matematica, buscando a mobilizacdao das formas de
pensamento matemadtico no estudo de Transformacdes Geométricas no Plano por meio de um
trabalho desenvolvido em ambientes computacionais de aprendizagem.

A opcao pela utilizagdo do software GeoGebra, na conducao da pesquisa, revelou ser
uma escolha acertada uma vez que criou possibilidades de enfatizar a visualizagdo, pela
exploracdo de cores, idéias, movimento dos objetos geométricos e a articulacio do
pensamento geométrico e algébrico necessaria a compreensdo conceitual das
Transformacdes Geométricas no Plano.

A conducdo do trabalho em ambiente computacional mostrou que, de modo geral, os
alunos se envolveram nas experimentagdes e exploracdes com as transformacdes geométricas,
evidenciando formas de pensamento de busca de variantes e invariantes, levantamento de
conjecturas, visualizacdo, capacidade de invencdo, raciocinio proporcional e, sobretudo,
comunicacdo oral das descobertas feitas.

A utilizacdo de softwares como o GeoGebra pode ser um excelente recurso para que o
aluno consiga perceber por meio de “mostragdes” matemdticas, dispondo de ferramentas para
fazer a sobreposicdo de curvas, verificando que duas ou mais curvas obtidas por

transformacgdes de isometria sdo congruentes, o que, com construcdes utilizando l4pis e
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papel, poderia ser complicado. Mesmo sendo as tarefas estruturadas em forma de descoberta
guiada, a primeira atividade, nas trés turmas, demandou mais tempo, no caso, 0 necessario
para o aluno se adaptar ao ambiente computacional e as ferramentas do software. Porém,
acreditamos ter sido o tempo necessario para que o aluno se adaptasse ao tipo de atividades
propostas. Podemos dizer que houve uma identificagdo positiva dos alunos com o GeoGebra,
sendo relevantes o envolvimento e a motivagdo na realizacdo das atividades.

Os resultados apontam, entretanto, que os alunos, de modo geral, apresentam maior
facilidade em se expressar oralmente, durante os momentos de socializacdo das atividades
desenvolvidas. As maiores dificuldades encontradas entre alunos, professores em formacao
inicial e continuada foram as de registrar por escrito as descobertas realizadas durante o
desenvolvimento das atividades. O fato chama a aten¢do principalmente quando constatamos
existirem dificuldades entre os professores que estao formando outros alunos.

O uso de tarefas estruturadas sob forma de descoberta guiada contribuiu para que os
alunos avancassem nas investigacdes e apresentassem melhor compreensdo conceitual.
Porém, houve necessidade do papel efetivo do professor na condu¢do do processo de
sistematizacdo e formalizacdo das idéias exploradas pelos alunos, uma vez que, sozinha, a
maioria deles ndo avangou. A pouca autonomia para fazer exploragdes por conta propria
decorre, talvez, do fato de ndo terem sido incentivados a desenvolver o habito de fazer
experimentacdes matemdticas. A dificuldade no registro das idéias comprometeu o
desenvolvimento da etapa de formalizacdo matemdtica das idéias, de maneira que os alunos
da Licenciatura e da Especializacio tivessem mais tempo para desenvolver algumas deducdes.

Os resultados da pesquisa sugerem que, nos cursos de formacdo de professores, seja
inicial ou continuada, haja oferta de oportunidades para os alunos desenvolverem formas de
pensamento, incluindo a sistematizacdo e formalizagdo de resultados. Afinal, esses
profissionais irdo trabalhar com os alunos da educacdo bdsica. No decorrer do estudo, foi
possivel perceber uma mudanga de postura na pesquisadora, como professora. Em minhas
aulas tenho praticado a cultura da exploracdo matemadtica, usando e abusando da visualizagdo,
busca dos variantes e invariantes, tentando oferecer oportunidades de os alunos comunicarem
suas idéias de forma oral e escrita.

Os resultados desta pesquisa sugerem, ainda, que, nas aulas de matemadtica, pode ser
interessante uma apresentacao dos contetddos a partir da representacdo geométrica, algébrica e
do registro das idéias sob forma de texto, do mesmo modo que foi desenvolvido o trabalho em

ambiente computacional.
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Uma das limitagdes desta pesquisa diz respeito ao pouco tempo dedicado a
sistematizacdo das idéias, de resultados e formaliza¢do da teoria sobre as transformacdes
geométricas. Na proposta apresentada no Apéndice A, procuramos investir um pouco mais
nesse aspecto e apresentamos algumas sugestdes de atividades em forma de descoberta guiada
que tentam conduzir o aluno a experimentar processos de dedu¢do matematica, formalizagdo e
generalizagdo.

Como as novidades na drea de informdtica surgem a todo instante, € importante que o
professor esteja aberto a aprender constantemente, a discutir sobre o tema com outros
professores e até mesmo com seus alunos, pois, esses, muitas vezes, t€m mais tempo e
disponibilidade que o professor para realizar pesquisas. Dessa forma, o professor pode
aprender a lidar com a sala de aula informatizada.

Destacamos, ainda, a importancia de o estudo de fun¢des e suas transformacdes ser
feito em conex@o com os estudos das transformacgdes geométricas, trabalhadas desde o ensino
fundamental como uma extensdo de conceitos e propriedades.

Embora este trabalho tenha chegado ao final, hd um longo caminho pela frente, ja que,
diante dos resultados apresentados pelos alunos, outras questdes e dividas foram levantadas:

e A preocupagdo com a exploragdo do software ndo teria comprometido a
sistematizacdo de resultados?

e A dificuldade dos alunos em fazerem os registros escritos pode estar ligada a
dificuldade de adaptacao com o editor de texto do software?

Uma questdo relevante permanece em aberto sobre como contribuir para que os alunos
desenvolvam o hébito de descrever formalmente idéias, relagdes e processos matematicos.

Novas investigagcOes serdo necessdrias para indagar e forma mais detalhada o assunto.
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NTRODUCAO

Apresentamos a seguir a proposta de um Curso introdutério sobre o tema
Transformacdes Geométricas no Plano desenvolvido a partir de um trabalho com poligonos e

funcdes polinomiais.

A proposta leva em conta as orientagcdes dos Pardmetros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1998) fundamentadas na idéia de que a matematica € fruto da criacdo humana e
“ndo evoluiu de forma linear e logicamente organizada, desenvolveu-se com movimentos de
idas e vindas” (p.25). Dessa forma, a atividade matemadtica escolar ndo deve “olhar para as
coisas prontas e definitivas, mas a constru¢do e a apropriacdo de um conhecimento pelo
aluno” (p.56). A aprendizagem deve ser vivenciada, apoiada na acdo e na comunicagao,
permitindo que o aluno explore, reflita, descubra regularidades e propriedades, questione,
registre, organize suas idéias, estabeleca conexdes logicas, generalize e abstraia idéias e
significados. Assim, o curriculo deve ser organizado “de modo que os alunos desenvolvam a
propria capacidade para construir conhecimentos mateméticos”. Para isso, o professor tem o
papel fundamental de conduzir as atividades de modo a enriquecer o raciocinio do aluno,
levando-o a sistematizacdo e a generalizacao das idéias.

Os grupos de atividades que integram a proposta foram elaborados a partir de um
trabalho conduzido sob a 6Gtica da investigagdo matematica e da resolucdo de problemas, de
maneira que os alunos consigam explorar algumas formas de pensamento matemdtico que
irdo contribuir para a compreensdo e articulagdo dos conteidos. Propomos que o trabalho
seja desenvolvido em ambiente computacional, com o uso do software GeoGebra, de forma
que o processo seja dinamico e motivador para alunos e professores.

Apenas por uma questdo didética, o trabalho € apresentado em duas partes: a primeira
aborda as transformacdes geométricas e tem por objeto de estudo os poligonos; a segunda
tem como foco as funcdes. Nao pretendemos fragmentar os topicos, motivo pelo qual esta
proposta busca integrar os dois objetos. A divisdo de apresentacdo das atividades tem um
aspecto de praticidade, viabilizando a utilizacdo do material, seja para um curso de
Geometria, seja para o estudo de Funcodes.

Cada grupo de atividades é proposto para ser desenvolvido conforme as seguintes
etapas: 1) proposicdo de atividades numa linha investigativa para a introducdo das

transformagdes geométricas, em ambiente computacional, utilizando o software GeoGebra.
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Busca incentivar os alunos a mobilizarem diferentes formas de pensamento matematico,
interligando os raciocinios algébrico e geométrico; 2) socializacdo das idé€ias e sistematizagdo
das conjecturas e “mostracdes” feitas; 3) formalizacdo da teoria sobre transformagdes
geométricas, feita na forma de descoberta guiada, objetivando conduzir o aluno a
experimentar processos de deducdo matematica, formalizacdo e generalizagcdo; 4) proposicao
de atividades complementares como forma de fixacdo ou extensdo de idéias.

O material permite uma utilizacao flexivel, definida em funcdo do tempo disponivel
para conducdo de um curso, ou mini-curso, bem como do nivel de profundidade pretendido,
de acordo com o publico alvo. Assim, para um estudo inicial da Geometria dos poligonos e
suas transformacdes, o curso pode compreender os dois primeiros grupos de atividades. Para
uma introdugao as Transformagdes de Fung¢des, o curso pode compreender o terceiro e quarto
grupos de atividades. O maior ou menor enfoque tedrico em cada tépico dependerd também
das metas pretendidas e do publico alvo.

A proposta é estruturada em se¢des organizadas de forma a apresentar: as bases
tedricas de sua elaboragcdo do ponto de vista metodoldgico, tendo como meta a mobilizacio
das formas de pensamento matemadtico; recomendacdes metodolégicas sobre o ensino-
aprendizagem das principais Transformacdes Geométricas no Plano; os blocos de atividades,
desenhadas numa abordagem introdutdria investigativa, especificando os objetivos; atividades
de sistematizacdo tedrica e atividades complementares.

A proposta apresentada ndo esgota o tema abordado. Pretendemos que ela possa
incentivar alunos e professores a criarem atividades, por meio da exploragdo de novas
situacOes que levem a mobilizacdo das diversas formas de pensamento matematico, visando a

transformé-las em habitos de pensamento.
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1. FORMAS DE PENSAMENTO MATEMATICO

Goldenberg (1998a, 1998b) e Cuoco, Goldenberg e Mark (1996) apresentam uma
proposta de curriculo de Matematica com foco nos “hédbitos de pensamento”. Para Goldenberg
(1998a), habitos de pensamento sdo os “modos de pensar que adquirimos tdo bem, tornamos
tdo naturais e incorporamos tdo completamente em nosso repertorio que se transformam, por
assim dizer, em habitos mentais’.

Cuoco et al (1996) destacam os mais importantes modos de pensar em matematica que
devem ser considerados o eixo central na organizacdo de um curriculo de Matemdtica: a
tendéncia a detectar invaridncias; fazer experi€ncias e exploracdes; descrever formal e
informalmente, relacdes e processos; pensar e inventar idéias; visualizar; fazer conjecturas e
comunicar idéias.

Cada um desses habitos precisa ser desenvolvido ao longo da escolaridade. O trabalho
envolvendo a busca de padrées e invariantes motiva os alunos e a exploragcdo e descoberta
assumem um papel fundamental em sua aprendizagem. Quando um estudante enfrenta um
problema matemaético, deve comecar a jogar com as informagdes, reparar nos seus atributos
independentes e fazer ensaios para obter resultados experimentais e observa-los (Cuoco et al
(1996; Davis & Hersh, 1995).

A visualizacdo, ou seja, a capacidade de criar, manipular e “ler” imagens mentais de
aspectos comuns da realidade ¢ um dos hdbitos de pensamento matemdtico que deve ser
privilegiado (Goldenberg,1998b). A visualizacdo tem um papel importante no desenrolar do
pensamento matemadtico, pois € um veiculo eficaz de transmissdo rdpida de idéias,
contribuindo para melhorar a compreensao e o trabalho criativo na resolu¢do de problemas.
(Guzman, 1996).

Pensar, desmontar idéias, ser inventor, inserir alteragdes num sistema jd existente e
observar, sdo formas de lidar com a matemadtica que os alunos precisam experimentar, para
aprender a levantar conjecturas sobre as situagdes matemadticas propostas, indagando depois
acerca da veracidade delas.

Para viabilizar o desenvolvimento das vdrias formas de pensamento matematico, é
importante incentivar a descri¢do formal ou informal das relacées e processos. Descrever de
forma oral ou escrita € uma etapa importante para: compreender; dizer o que significa;
inventar a notagdo; discutir; tentar convencer os colegas de um resultado verdadeiro ou

plausivel.
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Se o foco estd nas maneiras de pensar, existe uma maior probabilidade de que sejam
feitas as conexdes corretas entre as idéias matemdticas que sdo uteis a todos os alunos,
independentemente dos seus interesses particulares (Goldenberg,1998 b).

Em diversos cursos de graduacdo, os alunos desenvolvem estudos de Calculo
Diferencial e Geometria Analitica, Geometria, mas percebe-se, nao raro, que esses
estabelecem poucas conexdes entre os conteidos, talvez pela caracteristica fragmentada com
que as idéias matemadticas sdo por vezes apresentadas. Uma abordagem dos conteidos
matemadticos, que favoreca o desenvolvimento de habitos de pensamento, pode possibilitar a
integracdo dos raciocinios geométrico, algébrico e analitico e ajudar a entrelacar muitas 4reas
do curriculo.

Apresentamos um resumo das formas gerais de pensamento matematico e também as
formas especificas de pensamento matemadtico dos gedmetras e dos algebristas. A sintese é
feita na forma de quadros que podem ser facilmente impressos, servindo de guia para o
professor ao elaborar atividades a serem desenvolvidas com os alunos, tendo por meta,

sempre que possivel, estabelecer a conexdo entre os pensamentos geométrico e algébrico.

Habitos Gerais do Pensamento Matemdtico

1 | Reconhecer padrées ou | Explorar as situacdes matemdticas, na tentativa de descobrir
invariantes escondidos em | relagdes, estabelecer leis, fazer generalizacdes.

uma situacdo matemdtica.

Contribui para pensar de forma mais abstrata e desenvolver o poder
da argumentacao.

Fazer  experiéncias e | Jogar com as informacdes, fazer ensaios para obter resultados

exploracoes experimentais e observa-los.
Contribui para estimular a criatividade, ampliar o leque de idéias e
processos matemdticos e estabelecer conexdes entre os contetddos
matematicos.

Visualizagcdo Capacidade de criar, manipular e “ler” imagens mentais de aspectos

comuns da realidade.

Representagdes por meio de tabelas, diagramas, graficos, esbogos.
Contribui para a compreensao do processo,

orienta investigacdes matematicas e construcdo de conexdes ldgicas
e demonstracdes.

Contribui para a compreensdo matemdtica, transmissdo de idéias,
levantamento de conjecturas, a construcdo de argumentacido € a
comunicacao oral e escrita

Pensar, desmontar idéias,
ser inventor

Oportunidades para acdo, participagdo ativa, descobrir e inventar,
tornando os conceitos mais compreensivos.

Fazer conjecturas sobre as

Levantamento de idéias sobre uma situacdo a ser explorada e/ou

situagoes matemdticas | investigada baseado nas evidéncias apontadas.

propostas

Tendéncia a descrever, | Etapa importante para compreender, dizer o que significa; inventar a
formal e informalmente, | notagdo; discutir,

relagoes e processos.

Escrever resultados, conjecturas, argumentos, perguntas € opinides
sobre a situacdo em questdo.
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Capacidade essencial da comunica¢do matemadtica
Contribui para se obter uma boa performance de oralidade, detectar
as relagdes, processos e conexdes ldgicas entre idéias.

7 | Comunicar as idéias. Expressar matematicamente, estruturando o pensamento € a
linguagem com idéias organizadas.

As formas de pensamento matemadtico sdo variadas. De modo especial, estamos
interessados nas formas e hdbitos de pensamento dos gedmetras e dos algebristas. O
pensamento geométrico € fundamental em todas as ramificacdes da matemadtica e, ao longo
dos tempos, ofereceu subsidios para vdrias investigacdes, pois, “por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive” (BRASIL, 1988, p.51); a algebra
permite sistematizar e expressar idéias matematicas, tornando possivel operar abstratamente e
transformar objetos em simbolos matemadticos, pois “constitui um espaco significativo para
que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstragdo e generalizacdo além de lhe
possibilitar a aquisicdlo de uma poderosa ferramenta para a resolucdo de problemas”

(BRASIL, 1988, p.115).

Habitos Particulares do Pensamento Matemdtico

Dos gedmetras Dos algebristas

1 | Usam o raciocinio proporcional e sempre | Gostam de um bom cdlculo, com nimeros,
iniciam  uma  investigacdo  geométrica, | simbolos abstratos e fungdes.

procurando relacdes constantes entre as medidas
estudadas.

2 | Usam vdrias linguagens, como a vetorial, a | Usam a abstracdo como uma ferramenta natural
analitica e a linguagem algébrica para resolver | e poderosa para expressar idéias, obter insights e
um mesmo problema, além de linguagens | novos resultados.

gréficas e computacionais.

3 | Usam uma mesma linguagem para tudo como, | Amam algoritmos para resolver operagdes,
por exemplo, a linguagem de pontos distintos, | equacdes e problemas matematicos.

retas, angulos, planos, dreas, volumes ¢ utilizada
para descrever fendmenos aparentemente nao-
geométricos, proporcionando estabelecer
conexoes entre diferentes ramos da matematica.

4 | Amam sistematizar resultados e, nesse ponto, | Dividem as coisas em partes, buscando perceber
pode estar um dos estrangulamentos da | o que ocorre em casos mais simples, para depois
aprendizagem matemadtica, pois a grande maioria | estender para outros casos. Tal fato contribui
de nossos alunos tem dificuldades em | para o processo da abstragdo.

sistematizar suas idéias e resultados alcancados,
ou ainda, faz generalizac¢Ges precipitadamente.

5 | Preocupam-se com as coisas que mudam e com | Usam o raciocinio por continuidade, estendendo
as que ndo mudam - 0s variantes e invariantes. raciocinios utilizados em uma parte da
matemadtica para outra.

6 | Amam formas, fundamentais para os gedmetras, | Amam representar coisas usando elementos bem
pois sdo instrumentos para uma boa visualizagdo | compreendidos de uma estrutura algébrica para
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da situagdo estudada. Uma boa heranca dos | entender melhor outra, menos conhecida, ou
geOmetras no  ensino-aprendizagem  de | relacionar estrutura aparentemente diferente.
matemadtica deveria ser o hdbito de abusar das
formas, das representacdes gréficas.

2. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS: orientacoes metodologicas

Na condug¢do do curso, € interessante que o professor faca uma revisdo das
Transformac¢des Geométricas no Plano. De modo geral, o assunto aparece de forma resumida
nos livros-textos, ou quando detalhado (LIMA, 1992, 1996; WAGNER, 1993), a forma de
apresentacdo exige do aluno uma capacidade de abstracdo grande para lidar com defini¢des e
teoremas, exigindo traquejo no uso dos processos mateméticos de inducdo e dedugdo e no uso
da linguagem formal matematica.

No Capitulo 2 desta dissertacdo, o assunto € revisitado a partir das defini¢cdes e
propriedades das Transformagdes Geométricas no Plano e exemplificados os movimentos
ocorridos quando tais transformagdes sdo aplicadas a poligonos e, depois, a fungdes
polinomiais. Varios exemplos feitos no GeoGebra, software proposto para a condugao do
curso sdo apresentados. As figuras inseridas ilustram constru¢des como as propostas nas
secoes 3.3 e 3.4.

O foco do trabalho é evidenciar aspectos importantes para o ensino-aprendizagem, de
modo especial, o desenvolvimento das diversas formas de pensamento matematico,
interligando o pensamento algébrico e o geométrico. O Capitulo 2 pode ser usado pelo
professor, ao preparar o curso, uma vez que sintetiza algumas reflexdes tedrico-metodoldgicas
acerca das Transformacdes Geométricas no Plano. Busca estabelecer uma conexdo entre a
forma como o tépico € abordado em textos diddticos adotados na Licenciatura ou mesmo no
Ensino Médio e uma abordagem que permita melhor compreensdo do assunto a partir da
mobilizacdo das formas de pensar e as estratégias de aprender Matemadtica. Assim, o texto
pode ser util, também, para alunos dos cursos de Licenciatura, ou mesmo para alunos de
Ensino Médio, que buscam retomar o assunto a partir de uma abordagem investigativa.

O foco das atividades do Capitulo € o desenvolvimento das formas visuais do
pensamento matemadtico e das formas de comunicacdo das idéias matemadticas. Por vezes, é

proposta a deducdo de alguma férmula, como forma de destacar que as generalizacdes
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resultam de um processo de deducdo formal matemdtica e ndo apenas de resultados de
investigagoes feitas a partir de um niimero reduzido de situacdes.

Além de lidar com poligonos, trabalhamos as func¢des e suas transformagdes. De
acordo com os PCNEM (1999), o estudo de func¢des possui um carater integrador que permite
estabelecer conexdes entre conceitos e formas de pensamento matemadtico. Desempenha
também um papel importante para descrever e estudar o comportamento de certos fendmenos
do cotidiano, por meio de leitura, interpretacdo e constru¢do de graficos, bem como articular a
matemadtica com outras dreas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia.

E importante que, no estudo dos vérios contetidos matematicos, seja incentivada, a
todo tempo, a integracdo de idéias. Assim, estudar os movimentos determinados pelas
transformacgdes de isometrias € homotetias no plano “pode ser util para compreendermos as
fun¢cdes matemadticas” e o estudo das “fungdes, por sua vez, pode nos ajudar a compreender e
representar melhor essas e outras transformagdes”. (BROLEZZI, 2004, p.11).

O estudo de familias de fung¢des obtidas a partir de transformagdes por isometrias de
uma fun¢do dada, possivelmente, possibilitard que o aluno estabeleca relacdes entre formas de
representacao algébrica e grafica. Um estudo desenvolvido nessa linha pode contribuir para o
levantamento de conjecturas de algumas propriedades em relacdo as funcgdes, além de
favorecer ao aluno o desenvolvimento de um repertério de formas de pensamento
matemadtico, como, por exemplo: visualiza¢do, procura de variantes e invariantes, habilidades
de experimentar, explorar modelos, refletir, interpretar, provar, argumentar e sistematizar

resultados.

3. ATIVIDADES PROPOSTAS

Buscando uma pratica pedagdgica investigativa e inovadora, optamos por desenvolver
as atividades aqui propostas, utilizando o Geogebra, tendo em vista a qualidade e,
principalmente, o fato de ser um software livre' Trata-se de um software de geometria
dindmica que possibilita realizar constru¢des de pontos, vetores, segmentos, retas,

circunferéncias, transportar distancias, tirar paralelas e perpendiculares, além de construir

'O software foi desenvolvido por Markus Horenwarter da Universidade de Salzburg e retine num sé programa
geometria, dlgebra e calculo. Esta disponivel para download no endereco eletronico
http://www.geogebra.org/cms/
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gréficos, explorar transformacdes em fungdes, tais como translagdes verticais e horizontais,
reflexdes etc.

As constru¢des geométricas virtuais produzidas com o Geogebra ndo ficam estaticas:
elas se mexem sob o nosso comando. Os pontos geométricos iniciais de uma construcao
podem ser arrastados com o mouse sem destruir as relacdes matematicas que vigoram entre
eles e os demais objetos. Possui dois ambientes: uma janela de geometria e outra de dlgebra.
Uma expressao na janela de dlgebra corresponde a um objeto na janela de geometria e vice-
versa, permitindo, assim, a articulacdo entre as idéias, conceitos, teorias da dlgebra e da
geometria, “produzindo significado para o conhecimento” e “nutrindo a aprendizagem”( Pais,
2000).

O GeoGebra dispde de uma série de recursos que permitem a utilizagdo de cores para
diferenciar as figuras iniciais e as figuras obtidas por meio das transformacdes e a
identificacdo de medidas de segmentos, do perimetro, de angulos e de areas de figuras,
podendo facilitar a verificacdo de congruéncias ou semelhancas entre figuras geométricas.
Permite, também, que graficos de fungdes sejam identificados por cores, que se insira texto
com comentarios, observacdes e expressoes algébricas que representam as fungdes, o que
contribui com a visualizagc@o, a comparacao e a identificacdo dos padrdes e invariantes apds a
realizacdo de uma transformagdo geométrica. O GeoGebra, permite realizar vdrias
exploracdes e investigacdes com maior eficiéncia e rapidez, constituindo-se, por isso, um
instrumento importante no desenvolvimento de estratégias de ensino-aprendizagem.

Optamos por apresentar as atividades na forma de descoberta guiada e investigagcdes
matemadticas nas quais os alunos possam fazer experiéncias e exploracdes; pensar € inventar
idéias; visualizar; fazer conjecturas, buscar regularidades. Nesse tipo de atividade, uma etapa
imprescindivel € a de comunicacdo das idéias por meio de registro oral e/ou escrito e a
sistematiza¢do e generalizacdo das idéias abordadas na investigacdo. Assim, apds a realizacdo
de cada construgdo, € importante que seja feita a socializacdo das descobertas. Esse é o
momento em que o professor pode redirecionar idéias, conduzindo os alunos a fazer
sistematizagdes e melhorar a forma de comunicar as idéias, corrigindo eventuais erros
decorrentes de generalizagcdes precipitadas. Dependendo do publico alvo, é o momento de
propor alguma deducgdo, que pode ser feita com a participagdo dos alunos, apds pesquisarem o
assunto em textos diddticos, ou proposta pelo professor na forma de descoberta guiada.
Atividades complementares podem ser propostas como desafios, envolvendo os alunos em

novos processos de experimentagdo e descobertas.
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Antes de iniciar as atividades no laboratério de informadtica, caso o professor queira ter
acesso aos arquivos produzidos pelos alunos, deve verificar qual € a melhor forma de

salvar os arquivos para que depois possa recuperd-los.

Os objetivos sdo apresentados por grupo de atividades, destacando apenas quando
necessario algum objetivo especifico de uma ou outra atividade.

As atividades aqui propostas t€m como objetivos o desenvolvimento de formas de

pensamento matematico, que possam ser incorporadas, transformando-se em hdébitos de

pensamento matematico. Para isso, pretendemos que elas incentivem os alunos a:

e Reconhecer padroes e invariantes escondidos em uma situa¢cao matematica.
e Formular descri¢des orais e escritas.

e Abusar da visualizacdo para investigar e interpretar.

¢ Sistematizar resultados.

e Integrar as formas de pensar da Geometria e da Algebra.

3.1 Primeira Parte: Trabalho com poligonos

3.1.1 Atividades do Grupo 1 — Isometrias

Objetivos:
e Dar movimento e cor aos elementos dos poligonos.

e Verificar variantes e invariantes na transformagio dos poligonos.

e Obter as coordenadas dos vértices dos poligonos.

e Comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da 4rea dos trés
poligonos.

e Verificar a equivaléncia de perimetro e area dos poligonos.

e Verificar que uma isometria preserva distancias.

e (Observar que uma isometria preserva paralelismo.

e Perceber que uma isometria transforma qualquer figura em outra congruente.

e [evantar conjecturas sobre a generalizacao de propriedades das isometrias.

e Testar conjecturas, fazendo “mostracdes” no GeoGebra.

e Formular descricdes escritas a respeito das experimentacdes realizadas e

conclusdes obtidas.
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Isometria de Translacao

Objetivos:

Verificar que, numa translacio, o poligono original é deslocado para a direita ou para
a esquerda, para cima ou para baixo, mobilizando as formas de pensamento

matemadtico para buscar variantes e invariantes e registrar observagoes.

a)
b)
c)
d)

e)
f)

2

h)

7
k)

)

m)

n)

Construcao 1

Abra um arquivo no GeoGebra e grave seu arquivo.

Clique com o lado direito do mouse sobre a janela geométrica e a seguir em malha

Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, se desejar modifique a cor do

poligono P, para distinguir melhor o poligono inicial.
-
Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) , no sentido positivo do eixo y.

5
Crie um vetor horizontal v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do €ixo X.

5
Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique no poligono P, e depois no vetor v, .
Aparecerd um poligono P,, obtido de P;. Observe o que ocorreu com as coordenadas dos
vértices do poligono P,. Utilizando a ferramenta “inserir texto”, clique sobre a area de trabalho,
registre seus comentédrios numa janela de texto.

-
Repita a operacdo com o vetor v, .
Use os recursos do programa para comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e
da drea dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou ndo? Registre suas observagdes
numa janela de texto.
Agora clique na ferramenta “move” e desloque a extremidade dos vetores. Verifique o que
acontece com as coordenadas dos vértices e os lados dos poligonos.
Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P;. Verifique o que
acontece com as medidas dos dngulos, dos lados, do perimetro e da 4drea dos poligonos
Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito. Para isso, utilizando a ferramenta
“inserir texto”, clique sobre a drea de trabalho, registre seus comentdrios numa janela de texto.
Deveria estar na primeira constru¢cao?Salve novamente seu arquivo.

—

Crie um vetor genérico v, de origem no ponto (0,0) ndo paralelo a nenhum dos eixos
coordenados. Desloque o poligono P; por esse vetor. O que observa? Registre.

O que se pode dizer sobre as retas que contém respectivamente os lados AB do poligono P, e
AB do poligono transformado P, Compare as retas suportes dos lados do poligono P; com as

retas suportes dos poligonos transformados. Registre suas observagdes. Salve novamente seu
arquivo.
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Simetria de Rotacao

Objetivos:

Verificar que a rotac@o fixa num ponto (centro de rotacdo) faz todos os pontos de uma
figura girarem de um angulo de mesma amplitude em torno desse ponto.

Perceber que existem circunferéncias de centro O, passando por todos os vértices do
poligono.

Perceber que € possivel inscrever poligonos regulares nas circunferéncias que passam

pelos vértices dos poligonos.

a)
b)
c)

d)
€)

3
k)

)

Construcao 2:

Abra um arquivo no Geogebra e grave seu arquivo.

Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, se desejar modifique a cor do poligono
P, para distinguir melhor o poligono inicial.

Crie um ponto na origem do sistema cartesiano.

Com a ferramenta “girar em torno de um ponto por um angulo”, clique no poligono P, e em
seguida no ponto assinalado. Abrird uma janela “girar em torno de um ponto por um angulo”
digite 90 e selecione a opgdo grau () e peca para aplicar.

Observe o que ocorreu com as coordenadas do poligono P, e registre seus comentirios numa
janela de texto.

Repita a operacdo para 180° e 270°.

Use os recursos do programa para comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e
da drea dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé€ previa ou nao? Registre suas observagdes
numa janela de texto.

Trace circunferéncias de centro na origem do plano cartesiano e passando pelos vértices do
poligono P;.

Trace poligonos passando pelos vértices do poligono P;. Que tipo de poligonos sdo esses? O que
determina o nimero de lados deles? Registre suas observa¢cdes numa janela de texto.

Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que voc€ percebeu por escrito.

Salve novamente seu arquivo.

Isometria de Reflexao

Objetivos:

a. Perceber que, numa reflexdo, a imagem do objeto é refletida em relacdo ao
eixo de simetria.

b. Observar que os pontos correspondentes sdo eqiiidistantes do eixo de reflexdo
ou de simetria.
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Construcdo 3

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave seu arquivo.

b) Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

c¢) Com a ferramenta “reflexdo com relagdo a uma reta”, clique no poligono P, e depois no eixo x.
Aparecerd um poligono P,, simétrico a P, em relagdo ao eixo x.

d) Clique novamente em P, e depois no eixo y. Agora aparecerd um poligono P;, simétrico de P,
em relacdo ao eixo y.

e) Levante conjecturas a respeito das mudancas que ocorreram.

f) Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito.

g) Use os recursos do programa para mudar a cor dos poligonos, comparar as medidas dos angulos,
dos lados, do perimetro e da area dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou nao?
Registre suas observac¢des numa janela de texto.

h) Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P,. Verifique o que
acontece com as coordenadas dos vértices, as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da
area dos poligonos.

i) Registre o que vocé percebeu por escrito. Salve novamente seu arquivo.

J) O que aconteceria se o poligono P, fosse refletido em relacdo a reta suporte de um dos seus
lados?Faga experiéncias usando os recursos disponiveis. Registre suas observagdes.

Isometria de Reflexao Deslizante

Objetivos:

e Perceber que, em uma reflexdo deslizante, a imagem do objeto ¢ refletida em relacdo a

N
uma reta (eixo de reflexdo) e, em seguida, sofre uma translacdio por um vetor v

paralelo ao eixo de reflexdo.

Construcao 4:

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave seu arquivo.

b) Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

¢) Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P; se desejar modifique a cor do
poligono P, para distinguir melhor o poligono inicial.

d) Com a ferramenta “reflexdo com relagdo a uma reta”, clique no poligono P; e depois no eixo

x. Aparecerd um poligono P,, simétrico a P, em relagdo ao eixo x.
-
e) Crie um vetor horizontal v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do eixo x.

N
f)  Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do eixo y.

5
g) Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique no poligono P, e depois no vetor v, .

Aparecerd um poligono P;, obtido de P,. Observe o que ocorreu com as coordenadas dos
—
vértices do poligono P; Repita a operagdo utilizando o vetor v, .
h) Use os recursos do programa para mudar a cor dos poligonos, comparar as medidas dos
angulos, dos lados, do perimetro e da 4rea dos poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou
nao? Registre suas observacdes numa janela de texto.
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i)

k)
)

m)

Observe o que acontece com as coordenadas dos vértices dos poligonos em cada situagdo
experimentada e registre o que vocé percebeu por escrito.

Agora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P,. Verifique o
que acontece com as coordenadas dos vértices, as medidas dos angulos, dos lados, do
perimetro e da area dos poligonos.

Registre o que vocé percebeu por escrito.

Experimente transladar o poligono e em seguida fazer a reflexdo do poligono transformado.
Aconteceu o que vocé previa?O que alterou? Complete seus registros anteriores.

Salve novamente seu arquivo.

4.1.2 Atividades do Grupo 2 — Homotetia no Plano

Objetivos:

Observar que a homotetia € uma transformacdo geométrica que transforma um objeto
em outro semelhante.

Verificar que uma homotetia pode alterar o tamanho do objeto original.

Perceber que uma homotetia preserva forma e medida dos angulos da figura inicial.
Reconhecer que uma homotetia pode gerar uma isometria.

Obter as coordenadas dos vértices dos poligonos.

Comparar as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da drea dos poligonos.
Verificar a proporcionalidade do perimetro e da drea dos poligonos.

Generalizar propriedades das homotetias.

Formular descri¢des escritas a respeito das experimentagdes realizadas e as conclusdes

obtidas.

a)
b)
c)

d)
e)

g)

Construcao 5:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.

Crie um poligono P, qualquer preferencialmente no 1° quadrante.

Com o lado direito do mouse, clique sobre o poligono P, ferramentas e na opcdo cor, se
desejar modifique a cor do poligono P, para distinguir melhor o poligono inicial.

Marque o ponto na origem do sistema cartesiano.

Com a ferramenta “homotetia de ponto por um fator”, clique no poligono P, e a seguir no
ponto assinalado na origem e parecerd uma janela onde vocé deverd inserir um fator ( nimero
k). Aparecerd um poligono P,, ampliado ou reduzido em relagdo a P;.

Varie os valores de k, faca experimentagdes comk > 1,0 <k < 1, k =1, k < 0 e registre suas
observagdes. Caso tenha necessidade, use cores diferentes para cada poligono.

Use os recursos do programa para comparar os angulos, as medidas dos lados, o perimetro e a
area dos trés poligonos. Aconteceu o que vocé previa ou ndo? Registre suas observa¢des numa
janela de texto.
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ora clique na ferramenta “move” e desloque um dos vértices do poligono P;. Verifique o
h) A 1 fi ta ” e desl d t d 1 P,. Verif
que acontece com as medidas dos angulos, dos lados, do perimetro e da drea dos poligonos.
i) Observe o que acontece com as coordenadas dos pontos em cada situagdo experimentada.
evante conjecturas sobre suas percepcdes e registre numa janela de texto.
L t t b t la de text
j)  Salve novamente seu arquivo.

3.2 Segunda Parte: Trabalho com func¢oes
3.2.1 Atividades do Grupo 3 — Construcoes envolvendo funcoes lineares e quadraticas

Objetivos:

e C(Criar representagcdes dinamicas para as fungdes lineares e quadréticas.

® Produzir significado para a aprendizagem do estudo fun¢des por meio da compreensdo
conceitual.

e Expandir as condi¢des de aprendizagens sobre funcdes.

e Ampliar as condi¢des de visualizacdo gréfica das funcgdes lineares e quadraticas.

e Estabelecer conexao entre as representacdes algébricas e geométricas das fungdes lineares
e quadréticas.

e Perceber que as representacdes graficas das fungdes gozam das mesmas propriedades das
isometrias.

e Perceber que a imagem de uma reta por isometria é uma reta.

e Verificar que uma isometria preserva paralelismo.

e Reconhecer que representagdes graficas obtidas por uma isometria sdo congruentes.

e Reconhecer padrdes e invariantes no estudo de fungdes.

e Generalizar propriedades nas funcdes.

Translacao vertical da funcio linear

Objetivos:
e Verificar que a translacdo vertical desloca as retas para cima e para baixo.

e Perceber a correspondente mudanca algébrica na equagdo inicial apds essa ser
transformada.
e Perceber as correspondentes mudancas algébricas na representacdo algébrica da funcao

apos a transformacao.
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a)
b)
c)
d
e)
f)
g)

h)
i)

Construcao 6:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.

Construa o grafico da fung¢do y = x

Para distinguir melhor a reta inicial, com o lado direito do mouse, clique sobre a reta,
modifique a sua cor.

Clique sobre a reta continue segurando o mouse e desloque a reta até y = 2. Observe a equagdo
da reta na janela de dlgebra.

Repita a operacdo, deslocando a reta até y = -2. Novamente observe a equagdo da reta na
janela de 4lgebra.

Explore as trés retas e verifique as variagdes nas equagdes que afetam os graficos e registre o
que aconteceu na janela de texto.

Com o que vocé observou, seria capaz de determinar a equacdo de uma reta passando por y =
3?E pory = -1? Tente.

Faga novos registros acerca do que vocé experimentou.

Salve novamente seu arquivo.

Para que os alunos estabelecam uma conexdo entre a translacdo vertical na forma

proposta no estudo de poligonos, na secdo anterior e o estudo de fungdes, o professor poderd

adotar a estratégia de utilizar vetores, como apresentamos na proposta a seguir:

a)
b)

c)

d)

€)

f)
g
h)

)
j)

Construcao 7:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
Construa o gréfico da fun¢doy = x .

Para distinguir melhor a reta inicial, com o lado direito do mouse, clique sobre a reta e

modifique a sua cor.
S
Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do eixo y.

N
Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique na reta inicial e depois no vetor v, .
Aparecerd uma nova reta obtida a partir da fun¢io y = x . Movimente o vetor para cima e para

baixo, observe na janela algébrica o que ocorre com a equagado da reta.

Use os recursos do programa para mudar a cor das retas. Utilizando a ferramenta “inserir
texto”, clique sobre a drea de trabalho, registre seus comentarios numa janela de texto.

Que vetor deveria ser construido para que ao usar a ferramenta “transladar por um vetor”,
vocé tenha uma reta passando por (0,-2)? Com o que vocé€ observou vocé seria capaz de
determinar a equacdo de uma reta passando pelo ponto (0,-2)?

Repita o processo tomando o ponto ( 0,3)?

Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.

Salve novamente seu arquivo.
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Translacio vertical da funciao quadratica

Objetivos:
Verificar que a translacdo vertical desloca a pardbola para cima e para baixo.

Perceber a correspondente mudanca algébrica na equagdo inicial apds essa ser

transformada.

Sobrepor as pardbolas a fim de verificar a congruéncia delas.

Construcao 8:

a) Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
b) Construa o grifico da fungdo y = x°.
¢) Assinale o ponto A no vértice da pardbola e modifique a sua cor para distinguir a pardbola
inicial.
5
d) Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do eixo y.

5
e) Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique na parabola inicial e depois no vetor v, .

Aparecerd uma parabola obtida a partir da fungdo y = x”. Movimente a pardbola para cima e

para baixo, observe na janela algébrica o que ocorreu com a coordenada do vértice e com a
equacgdo da pardbola.

f) Use os recursos do programa para mudar a cor das pardbolas e verificar se elas sdo
congruentes. Utilizando a ferramenta “inserir texto”, clique sobre a drea de trabalho, registre
seus comentdrios numa janela de texto.

g) Com o que vocé observou vocé seria capaz de determinar a equacdo de uma pardbola de
vértice (0,-1)? E com vértice em ( 0,3)? Tente.

h) Experimente movimentar as pardbolas e verifique a congruéncia delas.

i) Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.

j)  Salve novamente seu arquivo.

Reflexao da funcio linear

Objetivos:
Verificar que a reflexdo inverte a posicdo da reta em relagcdo ao eixo das ordenadas.

Perceber a correspondente mudanca algébrica na equagdo inicial apds essa ser

transformada.

Construcio 9:

a) Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.

b) Construa o grafico da func¢do y = f(x) = 2x+ 3, se desejar modifique a sua cor para distinguir a
reta inicial.

c¢) Com a ferramenta “reflexdo com relagdo a uma reta”, clique na reta e depois no eixo y.
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d)

g)
h)

Aparecerd uma nova reta, refletida em relacio ao eixo dos y. Explore as duas retas e verifique
as variagGes nas equagdes que afetam os gréficos e registre o que vocé percebeu na janela de
texto.

Clique em “mover” sobre a reta inicial, e desloque a reta até o ponto (0,2) e observe a
equacdo das retas na janela de dlgebra.

Com o que vocé observou vocé seria capaz de determinar a equaciao de uma reta com a mesma
inclinac¢do da reta inicial passando por (0,- 3). E por ( 0,1)? Tente.

Faca novos registros em relacao ao que vocé experimentou.

Salve novamente seu arquivo.

Reflexiao e translacao vertical da funcio quadratica

Objetivos:
Verificar que a reflex@o inverte a posi¢ao da pardbola em relagc@o ao eixo das abscissas.

Combinar isometrias de reflexdo e translacao de funcdo quadrética.

Perceber a correspondente mudanca algébrica na equagdo inicial apds essa ser

transformada.

Construcao 10:

a)
b)

c)
d)

€)

g)
h)

D)

Abra um novo arquivo no Geogebra e grave seu arquivo.
Construa o grafico da fungdo y=ax® e assinale o ponto A de coordenadas (0,0) e se desejar

modifique a sua cor para distinguir a pardbola inicial.

Com a ferramenta “reflexdo com relagcdo a uma reta”, clique na pardbola e depois no eixo x.
Explore as duas pardbolas e verifique as variagdes nas equacgdes que afetam os gréficos e
registre o que voc€ percebeu na janela de texto.

Explore o que ocorre com a pardbola inicial ao realizar as seguintes transformagoes: — f(x),

f(x)+3, f(x)—2, 1= f(x).Registre seus comentédrios numa janela de texto

Explore as transformacdes nos gréificos e verifique as variagdes nas equacdes que afetam os
gréficos e registre o que aconteceu na janela de texto.

Experimente outras transformacgdes nos graficos, observe as equagdes na janela algébrica.
Faca novos registros em relacao ao que vocé experimentou.

Salve novamente seu arquivo.

Translacio horizontal na fun¢io quadratica

Objetivos:
Verificar que a translac@o horizontal desloca a pardbola para a direita ou para a esquerda.

Combinar isometrias de translagc@o horizontal e vertical na funciao quadratica.
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Preencher uma tabela a fim de perceber o movimento horizontal das coordenadas do
vértice e de outros pontos da func¢do quadratica.
Perceber a correspondente mudanga algébrica na equacao inicial apds as transformagdes

por translagao.

Construcao 11:

a) Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
b) Construa o grafico da funcdo y = x>,
c) Assinale o ponto A no vértice da pardbola e modifique a sua cor para distinguir a pardbola
inicial.
S
d) Crie um vetor vertical v, de origem no ponto (0,0) no sentido positivo do €ixo X.

N
e) Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique na parabola inicial e depois no vetorv, .

Aparecerd uma parabola obtida a partir da fun¢do y = x>. Movimente a pardbola para a

direita e para a esquerda, observe na janela algébrica o que ocorreu com a coordenada do
vértice e com a equagado da pardbola.Sem uso de vetor?

f) Use os recursos do programa para mudar a cor das pardbolas e verificar se elas sdo
congruentes. Utilizando a ferramenta “inserir texto”, clique sobre a drea de trabalho, registre
seus comentarios numa janela de texto.

g) Com o que vocé observou vocé seria capaz de determinar a equacdo de uma pardbola de
vértice (0,-2)? E com vértice em ( 0,4)? Tente.

h) Experimente movimentar as pardbolas e verifique a congruéncia delas.

i) Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.

j)  Salve novamente seu arquivo.

Construcao 12:

a) Abra um novo arquivo no Geogebra e grave seu arquivo.

b) Construa o grafico da fun¢do f(x) = 2x7; se desejar modifique a sua cor para distinguir
a parabola inicial.

¢) Agora construa o grafico da fungdo f(x-3), modifique sua cor e insira o texto com sua
férmula matematica.

d) Construa o grifico da funcdo f(x+3), modifique sua cor e insira o texto com sua

férmula matemética.

e) Observe as mudancas que ocorreram com as pardbolas. Procure identificar o elemento de
cada equacio responsdvel pela mudanga ocorrida. Faca o registro na janela de texto.

f) Responda: as pardbolas sdo congruentes? Justifique sua resposta.

g) Observando os graficos, complete a tabela abaixo:

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
f(x)=2x"
g(x)=f(x-3)
h(x)=f(x+3)
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h) Agora experimente as fungdes f(x+3)+2 € f(x—3)+1

i) Explore novamente os grificos e verifique as variagdes nas equagdes que afetam os
gréficos e registre. Procure perceber se as pardbolas sdo congruentes ou nao.

J) Observe os gréaficos tracados. Procure identificar os vértices das duas pardbolas:
f(x+3)+2 e f(x—3)+1. Agora procure identificar os elementos das equacdes

responsdveis pelas coordenadas dos vértices.

k) Experimente desenvolver as operagdes envolvidas nas equacdes das fungdes
transformadas e tente identificar as coordenadas dos vértices das funcoes.

1) Experimente outras transformagdes com a fun¢do inicial, mas ndo se esquega de deixar
registros de suas observagdes em relacdo ao que vocé experimentou.

m) Elabore sua conclusao final.

n) Discussio dos resultados encontrados.

0) Socializacdo e sistematizacdo das idéias abordadas na atividade.

Caso o professor se interesse por continuar adotando a estratégia de trabalhar com

vetores na combinacdo de translagdes horizontais e verticais, apresentamos a seguinte

proposta:

a)
b)
c)

d)

f)
g)
h)
1)
i)

Construcao 13:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
Construa o gréfico da funcdo y = x2.
Assinale o ponto A no vértice da pardbola e modifique a sua cor para distinguir a pardbola
inicial.
S

Crie os seguintes vetores de origem no ponto (0,0): o primeirov, no sentido vertical positivo

-
do eixo y, o segundo horizontal v, no sentido positivo do eixo x e o terceiro de extremidade
final no ponto (2,3).
Com a ferramenta “transladar por um vetor”, clique na parabola inicial e depois em cada vetor
tracado. Movimente os vetores, um de cada vez, experimentado translacdes verticais e
horizontais sempre observando as alteracdes que ocorrem na janela algébrica com a
coordenada do vértice e com a equacgdo da pardbola.
Registre seus comentdrios numa janela de texto.
Experimente movimentar as pardbolas e verifique a congruéncia delas.
Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.
Salve novamente seu arquivo.
Socializacdo e sistematizacdo das idéias abordadas na atividade.

Funcao Inversa

As atividades seguintes exploram a fun¢do inversa de uma dada fungdo. Para a funcao

polinomial de 1° grau, as construcdes das fungdes sdo simples, uma vez que o dominio das

duas é D =R .( construcdo 14). J4 a funcdo polinomial de 2° grau, y = x>, que tem como
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inversa a funcdo y =+/x, demanda o estudo do dominio; portanto, a constru¢do das fungdes

no GeoGebra é um pouco mais detalhada, como veremos na construcio 15:

Objetivos das atividades com funcio inversa:

e C(Criar representacdes dindmicas para as fungdes lineares e quadriticas e suas fungdes

inversas.

e Compreender o significado de fun¢do inversa.

e Estabelecer conexao entre as representacdes algébricas e geométricas de funcdes e de suas

fungdes inversas.

e Perceber que a fun¢do e a funcdo inversa sdo simétricas em relacdo areta y = x.

® Generalizar como determinar a funcdo inversa de uma dada fungao.

a)
b)

c)
d)
€)

f)

g)

h)

)

Construcao 14:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
Construa o gréfico da fungdo y = 2x.
Construa o gréfico da fun¢do y = x .
Construa o gréfico da fungdo inversade y =2x.
Use os recursos do software para mudar a cor das retas e seu estilo e outras altera¢des que
vocé deseja realizar..
Assinale dois pontos na retay = 2x e procure identificar seus simétricos em relacdo a reta
y=x, que pertencem a fungdo inversa de y =2x. Aconteceu o que vocé esperava? O
gréafico da fungdo que vocé construiu, é realmente a inversa da fungdo y =2x ?

Utilizando a ferramenta “inserir texto”, clique sobre a drea de trabalho, registre seus
comentdrios numa janela de texto.
Se vocé ndo conseguiu tragar a fung¢@o inversa da fungdo y = 2x, experimente tracar uma reta
que passa por dois pontos simétricos aos pontos assinalados no item f e observe a janela
algébrica.
Caso seja necessdrio, delete a curva tragada inicialmente e tente novamente.
Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.
Salve novamente seu arquivo.
Socializacdo da atividade e sistematizagcao das idéias abordadas na atividade.

a)
b)
C)
d)

Construcao 15:

Abra um novo arquivo e grave seu arquivo.
e ~ 2

Construa o grafico da fungdo y = x~.

Construa o gréfico da fun¢do y = x.

z ~ ~ 2 e
Pense qual serd a fungdo inversa da fungdo y = x~ e tente tracar seu gréfico.
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. . 2 . . .. ~ s
e) Assinale dois pontos na retay = x~ e procure identificar seus simétricos em relagcdo a reta
N ~ . 2 A 200
y = x, que pertencem a fun¢do inversa de y = x~. Aconteceu o que vocé esperava? O grifico
~ A . £ e ~ . 2
da funcio que vocé construiu, é realmente o grafico da funcdo a inversade y = x~?

s ~ 2 4 . s~
f) O dominio da fun¢do inversa de y = x~ € qualquer nimero real ou tem alguma restri¢do para

ela? Lembre-se: os dominios e imagens da fun¢do e de sua fun¢do inversa sdo invertidos.

g) Para inserir uma funcdo com um intervalo definido, digite na entrada: Funcao[funcdo f,
nimero a, nimero b.Outros comandos de entrada do software podem ser encontrados na
ferramenta de ajuda.

h) Caso seja necessario, delete a curva tracada inicialmente e tente novamente.

i) Use os recursos do programa para mudar a cor e estilo das curvas tragadas.

j) Faca novos registros acerca do que vocé experimentou.

k) Salve novamente seu arquivo.

1) Socializagdo da atividade e sistematizacdo das idéias abordadas na atividade.

3.2.2 Atividades do Grupo 4 — Isometrias nas func¢oes polinomiais

Objetivos:

e Criar representacdes dinamicas para as fun¢des polinomiais.

e Compreender que as isometrias podem ser aplicadas também em outros tipos de func¢des
polinomiais.

e Ampliar as condi¢des de visualizacdo gréfica das fun¢des polinomiais.

e Estabelecer conexdes entre as representacOes algébricas e geométricas das fungdes
polinomiais.

e Reconhecer que representacdes graficas de fungdes polinomiais obtidas por uma isometria
sdo congruentes.

e Generalizar as propriedades das fungdes polinomiais obtidas por transformagdes

isométricas.

Isometrias nas func¢oes polinomiais de 3° grau

Construcao 16:

a) Abra um novo arquivo no Geogebra.
b) Construa o grifico da fun¢io f(x) = x’ + x e se desejar modifique a sua cor para distinguir a

curva inicial.
c) Salve seu arquivo.
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d)

e)

g)

h)

Explore vérias possibilidades de transformagdes geométricas que podem ser efetuadas com a
funcdo.

Observe na janela algébrica as alteragdes que ocorreram nas equacgdes em fungdo das
transformacdes geométricas efetuadas.

Registre seus comentarios na janela de texto.

Experimente combinar transformag¢des com a funcdo inicial, mas ndo se esquega de deixar
registros de suas observacdes em relacio ao que vocé experimentou.

Salve seu arquivo novamente.

Isometrias nas func¢oes polinomiais de 4° grau

a)
b)

c)
d)

€)
f)

g)
h)

Construgao 17:

Abra um novo arquivo no Geogebra.

Construa o grafico da funcio y = x* —2x” e se desejar modifique a sua cor para distinguir a
pardbola inicial.

Salve seu arquivo.

Explore vérias possibilidades de transformagdes geométricas que podem ser efetuadas com a
funcdo.

Observe na janela algébrica as alteragdes que ocorreram nas equacgdes em fungdo das
transformacdes geométricas que voc€ experimentou.

Registre seus comentarios em forma de texto.

Experimente outras funcdes e deixe registros em relagdo ao que vocé experimentou.

Salve seu arquivo novamente.

3.3 Atividades de deducao

As atividades seguintes abordam a formalizacio da teoria sobre transformacoes

geométricas, feitas na forma de descoberta guiada e tém por objetivo:

e conduzir o aluno a experimentar processos de deducdo matemética, formalizagcdo

e generalizagdo:

a)
b)
c)
d
e)

f)

g)
h)

Atividade 18: Reflexdo de um ponto em relacio a uma reta

Abra um arquivo no GeoGebra e grave seu arquivo.

Clique com o lado direito do mouse sobre a janela geométrica e a seguir em malha

Construa a reta y = Xx.

Assinale um ponto A qualquer, no primeiro quadrante, acima da reta y = x.

Use as ferramentas do soffware e assinale um ponto A’ simétrico ao ponto A em relagdo a reta
y =X.

Trace o segmento AA'

A seguir, assinale o ponto de interseccdo do segmento AA' com a reta y =x

Observe o dngulo que forma entre a reta y = x e o segmento AA'. O que vocé pode concluir?
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1) Trace um segmento qualquer e explore a ferramenta “mediatriz” de um segmento. Tente
definir mediatriz de um segmento e registre numa janela de texto.

j) Registre suas observa¢des em uma janela de texto.

k) Agora, vamos determinar as coordenadas do ponto A'=(x',y') em fungdo das coordenadas do

ponto A =(x,y) e dareta y = ax .Para isso, vamos tomar como referéncia a figura que vocé

acabou de construir.
I) Observe a figura, verifique que o ponto A’ € simétrico ao ponto A em relagdo a reta r, ou seja,
a distdncia de cada um deles até a reta r ¢ a mesma. Assim, a reta (s) suporte do

segmento AA'é a mediatriz do segmento AA', portanto, é perpendicular a reta r, o ponto P
além de ponto médio do segmento AA', é o ponto de interseccao das retasr e s.

m) Escreva as coordenadas do ponto P, ponto médio do segmento AA'
n) O ponto P pertence a reta r de equagdo y = ax, portanto podemos substituir as coordenadas

de P na equacdo da reta: y=ax. Provavelmente vocé obteve esta
equacdo: y+ y'=a(x+x') 1
o) Encontre o coeficiente angular ou a inclinag¢do da reta (r): y = ax e da reta (s), suporte do

segmento AA', lembre-se: o coeficiente angular da reta (s), perpendicular a uma reta (r) é:
1

m,=——"
ml‘

p) Agora, substitua as coordenadas do ponto P, obtidas no item m e a inclinagdo da reta (s),
obtido no item o, na equacdo da reta quando sdo conhecidos um ponto e a inclinagdo da
reta:y —y, =m (x—x,). A equagdo que vocé encontrar classifique-a como (2).

q) Como o ponto P é o ponto de encontro das retas r e s, monte um sistema com as equagoes (1) e

y+y=a(x+x")
(2). Provavelmente vocé encontrou um sistema assim: 1 .
y=y=-——(x-x)
a

r) Resolva o sistema acima, tendo em mente que vocé precisa encontrar a abscissa e, em seguida,
a ordenada, do ponto simétrico de A, em relagdo a reta (r).

s) Conferindo os resultados, temos:

2
a abscissa do ponto P: x':( 2a jy+ 1—a x 3).
a’+1 a’+1
_ 2
e a ordenada do ponto P: y':( 2a jx— I-a y “4)
1+a® 1+a*

Atividade 19: Razao entre as areas de tridngulo semelhantes

a) Abra um arquivo no GeoGebra e grave seu arquivo.

b) Clique com o lado direito do mouse sobre a janela geométrica e a seguir em malha

¢) Construa um tridngulo ABC, preferencialmente no primeiro quadrante..

d) Marque um ponto P sobre a origem do sistema de eixos.

e) Utilize as ferramentas do soffware para ampliar o tridngulo ABC e vocé obterd o tridngulo
A’B’C.

f) Identifique a base AC do tridngulo ABC por: AC =be a base A'C'do tridngulo A’B’C’por
A'C' =D
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g) Trace a altura relativa a base AC do tridngulo ABC e denomine-a de p. Agora trace a altura

relativa a base A'C'do tridngulo A’B’C’e denomine-a de q.

h) Obtenha a razdo de semelhanga do primeiro tridngulo para o segundo, provavelmente vocé
encontrard: k = i =2

A'C' ¢q

i) Calcule a drea do tridngulo ABC e denomine-a por A

j) Calcule a drea do tridangulo A’B’C e denomine-a por A,.

k) Agora encontre a razdo entre as areas dos tridngulos ABC e A’B’C’.

1) Escreva um pequeno texto, dando o significado da propriedade que vocé acabou de encontrar.

m) Construa, no GeoGebra, dois poligonos semelhantes e mostre que essa propriedade pode ser
generalizada para dois poligonos quaisquer e a seguir descreva a generalizacdo da propriedade
para poligonos.

Atividade 21: Coordenadas de um ponto obtido pela rotacio de um outro em relacio a origem
de um angulo & genérico

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais XOY, um tridngulo ABC e um
tridngulo A’B’C’ resultado de uma rotacdo do tridngulo ABC por um angulo & e centro de rotagdo na
origem. Mantendo a origem O fixa, vamos girar os eixos OX e OY no sentido anti-horario, do mesmo
angulo &, obtendo um novo sistema de eixos X’OY".

Y o
.

y2 0 74 ———— A

|

| |
| |
| |
| |
H 3 1 5 [ 7
P 3 i
x1

Seja A (x;,y;) um ponto do tridngulo ABC em relacio ao eixo XOY e A’(X,,y») um ponto do tridngulo
A’B’C’ em relagdo ao sistema X’OY’ a)Expresse as coordenadas de A’ em funcio dos segmentos

OE ,DH, AD, EH

- x, = OE—DF
b)Vocé terd verificado que -
y,=A'D+EH
c)Use o fato de que o tridngulo AOHE é semelhante ao AA' DH

d)A partir do, AOHE obtenha as medidas dos lados EH e OE em funcdo do seno e cosseno do
angulo & (ndo considere ainda o caso particular de 60°).
e) Do tridngulo AA' DH', obtenha as medidas dos lados A’D e DH’, lembrando que :

DH - —
AH=AH’=y, e sena = = comoA'H=y,, temos DH = y senc




166

Da mesma forma, verifique que: A'H =y, COS(5) Basta agora que vocé substitua os valores
encontrados na relagdo (1) inicialmente obtida e tera
o X, = X,CO0S & — y,sena

Y, = X,Sena + y,cos o

Aplique a férmula (2) para obter as novas coordenadas do ponto A (7,2) apds uma rotagdo de 60° em
torno da origem no sentido anti-horéario.

3.4 Atividades Complementares

As tarefas seguintes irdo completar o estudo das transformacdes geométricas por
isometria. Nelas, os alunos sdo instigados a experimentar combinag¢des das isometrias

estudadas. Essas atividades t€m por objetivos:

e Estimular a criatividade dos alunos;

e Combinar as isometrias de translagcdo, rotagdo, reflexdo e reflexao deslizante.

Construcao 22:

a) Abra um arquivo no GeoGebra.

b) Crie uma figura e a partir dela, tente combinar os casos de simetria estudados. Abuse das cores
e formas.

c) Salve seu arquivo.

d) Observe a imagem que vocé criou, analise-a.

e) Abrauma janela de texto e tente descrever a imagem que vocé criou e o que vocé descobriu de
novo.

Construcao 23:

a) Abra um arquivo no GeoGebra.

b) Crie um padrio e, a partir dele, tente explorar as ferramentas de isometrias do software e crie a
imagem que vocé quiser. Abuse das cores e formas.

c) Salve seu arquivo.

d) Observe a imagem que vocé criou, analise-a.

e) Agora, abra uma janela de texto e tente descrever a imagem criada.

f) Salve novamente seu arquivo.

a) Leia o texto abaixo:
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Mandalas

A palavra mandala é de origem hindu e significa “circulo mdgico”.O desenho é uma estrutura
geométrica, que divide o espaco em porcoes simétricas, constituida basicamente por circulos,
tridngulos, quadrados que se inscrevem uns nos outros ou se entrelacam formando um grande
circulo contendo vdrias imagens. A organizacdo das figuras geométricas e o niimero de divisdo

do espago determinam a vibragdo da mandala.
(Fioravanti, 2003).

Veja um modelo de mandala criada por duas alunas do curso de Licenciatura de

Matematica:

Fernanda e Glaucia - 6° periodo do Curso de Licenciatura de Matematica

Construcao 24:

a) Abra um arquivo no GeoGebra.

b) Crie uma forma qualquer e, a partir dessa forma, tente explorar as ferramentas do software na
tentativa de criar a sua mandala. Abuse das cores e formas.

c) Salve seu arquivo.

d) Observe a mandala que vocé criou, analise-a.

e) Agora, abra uma janela de texto e crie um texto que explique sua mandala.

f) Salve novamente seu arquivo.
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4. REFLEXAO A RESPEITO DOS RECURSOS COMPUTACIONAIS

Os Parametros Curriculares Nacionais de ensino fundamental e ensino médio
incentivam a utilizacdo de tecnologias em suas diferentes formas, em sala de aula, como
novas formas de comunicar. Afirmam que a utilizacdo de tecnologias pode facilitar atividades
de investigacdo e exploracdo em matemadtica além de preparar o aluno para o mercado de
trabalho.

O trabalho com recursos computacionais exige uma postura mais flexivel por parte do
professor. E preciso que ele tenha clareza de seu papel como condutor da atividade, mas que
esteja disposto a aprender com seus alunos, aberto a novas exploracdes e discussdes e a
receber ajuda técnica de outras pessoas, até mesmo dos alunos, em momento de necessidade.
E importante que ele tenha conhecimento matemético do contetido que estd sendo abordado,
para que possa avaliar e criticar os resultados encontrados. Se o professor ndo tiver uma
resposta imediata ao questionamento do aluno, poderd devolvé-lo para que os alunos
investiguem. Devemos lembrar que uma investigagdo matemdtica pode demandar longas
experimentacdes, muito fazer e refazer. Uma atitude sauddvel, por parte do professor, é
aceitar o desafio da investigacdo matematica junto aos alunos e nio se sentir constrangido
com a situagao.

Como as novidades na drea de informdtica surgem a todo instante, € importante que o
professor, como j4 dito, esteja aberto a aprender constantemente e a discutir sobre o tema
com outros professores e até mesmo com seus alunos, pois, esses, muitas vezes, t€m mais
tempo que o professor para realizar pesquisas.

E importante que o professor tenha em mente que trabalhar com recursos
computacionais € estar a todo instante no que Borba e Penteado (2005) chamam de “zona de
risco” e nos alertam para dois pontos: problemas de ordem técnica e diversidade de caminhos
e duvidas que surgem durante a execucdo de uma atividade utilizando recursos
computacionais.

Quanto aos problemas técnicos, alguns fogem do controle do professor; portanto, é
importante que esse conte com o auxilio de um técnico no laboratério ou que esteja disposto a
correr o risco de alterar seu planejamento, caso seja necessario. Citamos alguns problemas
que podem ocorrer durante uma atividade desenvolvida em ambiente informatizado: versao

do software diferente daquela com que o professor esteja habituado a trabalhar, arquivos
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salvos uns sobre os outros, queda de energia, problemas com o funcionamento das maquinas e
outros.

Em relagdo a diversidade de caminhos e dividas que podem surgir durante a execucao
de uma atividade, podemos citar: alunos que ndo estdo acostumados a lidar com recursos
computacionais; tempo estimado para a realizacio das atividades diferente do tempo previsto
pelo professor em seu planejamento; heterogeneidade dos alunos em relacdo ao manuseio dos
softwares; utilizacdo pelos alunos de ferramentas até entdo desconhecidas pelo professor ou
formulacdo de perguntas cujas respostas o professor ndo tem condi¢cdes de dar
imediatamente e outros.

Certo é que, numa aula de matemadtica, em ambiente informatizado, o professor e seus
alunos compartilham as responsabilidades entre si € com os técnicos de informdtica. Dessa
forma, todos tém muitos frutos a colher: o ambiente de aprendizagem é muito mais rico, os
objetos ganham cor e movimento, permitindo realizar vérias explora¢des e investigagdes com
maior eficiéncia e rapidez. O laboratério de informdtica pode se transformar em um
laboratério de desenvolvimento de formas de pensamento matematico, contribuindo para que

essas se transformem em bons hébitos e estratégias para lidar com a Matematica.
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