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RESUMO

Esta dissertagcdo tem como objetivo apresentar a criacao de um Software de Apoio ao Ensino e
a Aprendizagem de Base e Dimensdao de um Espaco Vetorial. Foram criadas atividades
animadas e interativas no sistema de autoria Macromedia® Flash, utilizando-se varios
recursos multimidia, tais como: imagens, video, som e texto. Na criagdo desse SOFTWARE,
foram considerados alguns aspectos historicos da Algebra Linear, uma concepgio tedrica de
aprendizagem e um ambiente de programacdo para o desenvolvimento dos seguintes
conteudos: Combinacdo Linear, Independéncia Linear, Base e Dimensdo de um Espago
Vetorial. O SOFTWARE criado ¢é dividido em trés sec¢oes: Introdugdo, Base ¢ Dimensao. Na
se¢do Introdugdo, sdo trabalhados os conceitos de Combinagdo Linear e Independéncia Linear
em vdrias subsecOes, das quais se destaca a subsecdo Programacdo, por propiciar uma
autonomia que permite ao aluno interagir com o SOFTWARE por meio da inversdo de papéis,
na medida em que o aluno passa a “ensinar” para o computador a mecaniza¢do do conceito
que foi adquirido por ele nas atividades apresentadas anteriormente. Nas se¢Oes Base e
Dimensao, os conceitos sdo trabalhados, utilizando-se o SOFTWARE como recurso que
propicia a intera¢do do contetido com o aluno e inter-relaciona os conceitos utilizados nas
suas definigdes. Em carater experimental, este SOFTWARE foi utilizado por uma turma da
disciplina de Algebra Linear do Curso de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS de
Betim. Os resultados desta pesquisa apontaram para uma possivel melhoria na qualidade do

ensino e conseqiiente eficacia na aprendizagem de Algebra Linear.

PALAVRAS-CHAVE: Software Educativo, Ensino ¢ Aprendizagem, Algebra Linear, Base e

Dimensio.



ABSTRACT

This dissertation is a goal of the development of a SOFTWARE to support teaching and
learning of Basis and Dimension of a Vector Space. Animated and interactive activities were
created through the Macromedia® Flash system, using several multimedia resources such as:
images, videos, sounds and text. While creating this SOFTWARE, historical aspects of linear
algebra where considered such as the theoretical conception of learning and the programming
environment that best suits to the following topics: Linear Combination, Linear
Independence, Basis and dimension of a Vector Space. The SOFTWARE have three sections:
Introduction, Basis and Dimension. In the Introduction section the concepts of Linear
Combination and Linear Independence in many subsections of which is highlighted the
subsection related to Programming because it provides an autonomy that allows the student to
interact with the SOFTWARE through roles inversion in the way that the student starts to
“teach” the computer program the mechanics of the concept he acquired through the
activities presented before. In the sections related to Basis and Dimension, the concepts are
worked using the SOFTWARE as a resource that allows the interaction with the student
relating the concepts used in the definitions. As an experiment, this SOFTWARE was used by
a Linear Algebra classroom of the PUC Minas Mathematics Bachelor course from Betim.
The results of this research aimed at a possible improvement of teaching and a resulting

effectiveness in learning Linear Algebra.

KEYWORDS: Educative Software, Teaching and Learning, Linear Algebra, Basis and

Dimension.
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1 INTRODUCAO

Desde 1996, trabalhando com a disciplina de Algebra Linear no curso de Licenciatura
em Matematica da Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais, em Betim -
PUCMINAS -, foi possivel perceber a enorme dificuldade apresentada pelos alunos na
aprendizagem dos conteudos iniciados com Espago Vetorial e finalizados com
Diagonalizagdo: Autovalores e Autovetores.

Analisando as possiveis causas dessa dificuldade, num processo de reflexao da pratica
docente, foram identificados trés fatores: a novidade dos conteudos, o alto grau de abstragcdo
dos assuntos e o grande volume de informagdes.

Aplicando uma metodologia que valoriza a riqueza da estrutura matematica envolvida
nos contetidos de Algebra Linear, eram apresentados aos alunos conceitos, teoremas e
algoritmos que faziam com que eles se perdessem diante de tantas informacdes e novidades.
Notava-se, no entanto, que quando eram exibidos alguns procedimentos para obter
determinados resultados, os alunos se apropriavam do processo quase que mecanicamente,
porém, percebia-se, por meio de perguntas e questionamentos, o desejo de entender as
justificativas que validassem o algoritmo.

Ao se trabalhar Base e Dimensdo de um Espago Vetorial, era possivel reforgar os
conceitos de Espago Vetorial, Subespago, Combinacdo Linear e Independéncia Linear,
momento esse adequado para uma intervencao do professor.

Essa intervencao deve acontecer por meio de recursos metodologicos que agreguem
novos significados ao conceitos trabalhados. Acompanhando as tendéncias mundiais, no
campo das tecnologias aplicadas a educacdo matematica, os recursos computacionais também
podem ser um grande aliado no ensino e na aprendizagem de Algebra Linear, pois eles ja se
mostraram eficientes com calculos numéricos, expressdes algébricas, exposicdes graficas,
estatisticas e tratamento geométrico, por meio de softwares educativos, como Maple, Matlab,
Logo, Mathematica, Minitab, Statistic, entre tantos outros.

Existem “Sistemas de Autoria” que integram imagens, sons ¢ textos, possibilitando a
criacdo de um software educativo que permite a interatividade entre o contetido e o aluno.
Nessa dire¢do, foram desenvolvidas atividades dindmicas e interativas que compdem um
software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Base e Dimensdo de um Espago Vetorial,
utilizando o Sistema de Autoria Macromedia® Flash. Dessa forma, esta pesquisa tem como

foco central a criacdo de atividades que favorecam o entendimento dos conceitos basicos da
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Algebra Linear, com o apoio da informatica educativa.

Este trabalho estrutura-se em quatro capitulos. No Capitulo 1 — Algebra Linear:
Historia, ensino e aprendizagem — ¢ feita uma sintese da génese da Algebra Linear, na
inten¢do de encontrar alguns fatores que justifiquem as dificuldades percebidas no seu ensino
e, conseqiientemente, em sua aprendizagem. Em seguida, sdo analisados alguns livros-texto
para elaboracdo de atividades que possam ser implementadas em um sofiware. Por fim, ¢ feito
um estudo de algumas pesquisas referentes ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear, em
busca de algumas pistas que possam contribuir para a criagdo do SOFTWARE proposto.

Para justificar a utilizagdo do computador como recurso auxiliar na aprendizagem, sao
discutidas, no Capitulo 2 — Mediagdo do computador na educagdo-, as tecnologias
informatizadas na educagdo que dao sustentacdo teorica a criagdo de um software para o apoio
em sala de aula, pelas obras, principalmente, de Oliveira, Costa e Moreira (2001), Masetto
(2000) e Valente (1999). Em seguida, ¢ analisado o Sistema de autoria Flash MX, ferramenta
de edicdo de imagens vetoriais com animacdo, som e interatividade, e com um grande poder
de processamento multimidia, o qual se constituiu como ambiente de programagdo onde se
criou o Software de Apoio ao Ensino e a Aprendizagem de Algebra Linear.

E feita uma descricio do SOFTWARE no Capitulo 3 — SOFTWARE para o ensino e &
aprendizagem de Algebra Linear —, na qual sdo apresentados os contetidos de Algebra Linear,
a concepgao tedrica de aprendizagem que permeia as atividades elaboradas, a escolha do
ambiente de programagao para a sua criagdo ¢ a descri¢ao de cada atividade proposta.

Na expectativa de uma indicagdo para validacdo do SOFTWARE, no Capitulo 4 —
Aplicagdes do SOFTWARE — sdo mostrados alguns resultados obtidos com a sua aplicagdo
em uma turma de Licenciatura em Matematica e, em seguida, sdo apresentados alguns
subprodutos criados, adjacentes ao seu desenvolvimento.

Finalizando, sdo expostas algumas conclusdes que apontam para a utilizacao desse

recurso computacional, e também sdo colocadas algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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2 ALGEBRA LINEAR: HISTORIA, ENSINO E APRENDIZAGEM

2.1 Alguns aportes da histéria da Algebra Linear

Com base nos textos de Moore (1995): The Axiomatization of Linear Algebra: 1975 —
1940 e Dorier (1993): A General Outline of the Génesis of Vector Space Theory, foi feita uma
sintese da historia da Algebra Linear, de tal forma a propiciar ao leitor um conhecimento geral
do assunto, abordando a razdo do surgimento e do desenvolvimento desse contetido ao longo
do tempo.

A formalizagio da Algebra Linear teve inicio no final do século XIX. Até entfio, o que
havia era uma necessidade de relacionar a Algebra com a Geometria, momento em que a
legitimagdo dos numeros complexos emergiu como precursor de tal necessidade. Neste
contexto, a aceitacdo dos numeros complexos se deu por meio de sua representagdo
geométrica e as tentativas de representd-los em trés dimensdes levaram Willian Rowan
Hamilton a descobrir os quatérnios, o que, por sua vez, possibilitou a criagdo de um sistema
no qual a operagdo de multiplicagdo ndo gozava da propriedade comutativa. Surgiram, dessa
forma, os primeiros passos na diregdo da criagdo da Algebra Linear.

A base para o desenvolvimento da teoria dos Espagos Vetoriais ocorreu por meio do
estudo das curvas algébricas, na teoria de Sistemas Lineares, no comego do século XVIII, a
partir das provas parciais de duas proposi¢des referentes a essas curvas:

(1) Duas curvas algébricas distintas de ordens m e n, respectivamente, t€ém mn pontos
em comum,;

(2) Para determinar uma curva de ordem n, sdo necessarios e suficientes nn+3)
pontos.

Neste contexto, em 1750, tem-se a publicacao de dois dos trabalhos mais importantes
para a conceituacao de Espacos Vetoriais: 1) Introduction a [’analyse des courbes algébriques
(CRAMER, 1750), e 2) Sur une contradiction apparente dans la doctrine des lignes curbes
(EULER, 1750).

Cramer, em seu trabalho, preparou uma estrutura para a teoria de determinantes,
enquanto Leonard Euler encontrou casos nos quais a proposicdo (2) ndo ¢ valida,
identificando a dependéncia de equagdes num sistema linear, que foi a base para a

formalizacdo do conceito de dependéncia linear.



15

Em 1844, quase um século apds os primeiros passos na dire¢cdo da conceituagdo de
Espacos Vetoriais, Hermann Gunter Grassmann, em sua obra Die Lineale Ausdehnungslehre
aproximou de uma formalizagdo axiomatica para Espagos Vetoriais. Devido a uma
apresentacdo ndo muito clara, sua divulgacdo ndo atingiu a amplitude necessaria, tendo
grande parte de seus resultados redescobertos, independentemente, por outros matematicos.

Uma grande contribui¢do que podemos atribuir a Grassmann foi o conceito de base
como sendo o numero maximo de vetores independentes no Espago. Tal conceito permite
provar que, em um Espago Vetorial de dimensdao n, um subconjunto deste Espaco, de n
vetores linearmente independentes, gera esse Espago, formando, assim, uma base para ele. O
estudo do numero minimo de vetores de um sistema de geradores ndo foi realizado, o que
provaria que o nimero de elementos em uma base ¢ Uinico. Essa questdo s6 foi completamente
resolvida na “Teoria de Corpos”, descrita pelo matematico Richard Dedekind (1831 — 1916),
que, também, contribuiu com a definicdo a qual hoje conhecemos como Independéncia
Linear.

Uma apresentagdao mais clara dos resultados elementares de Espacos Vetoriais dados
por Grassmann foi realizada por Peano, em 1888, no trabalho intitulado “Calcolo
Geométrico”, que contém, basicamente, as mesmas propriedades fundamentais da obra de
Grassmann, no que se refere a defini¢do axiomatica de Espago Vetorial, porém de uma forma
mais compacta e precisa. Em 1898, Peano atribui um tratamento axiomatico aos sistemas
lineares, dando origem ao que conhecemos hoje por Espaco Vetorial. Deve-se a ele a
definicao de n-uplas de reais com as operagdes de adigdo e multiplicacdo por nimero real, o
que, na verdade, ¢ uma defini¢do de Espaco Vetorial sobre o corpo dos reais.

Além de Peano, em 1918, o matematico Hermann Weyl, em seu livro Raum-Zeit-
Materie (Espago-tempo-matéria), axiomatizou a no¢ao de Espaco Vetorial sobre o corpo dos
reais.

Entretanto, nem o trabalho de Peano, nem o de Weyl foram suficientes para a
aceitagao da axiomatizagdo dos Espacos Vetoriais. O conceito teve de ser redescoberto, por
uma terceira vez, por trés matematicos, trabalhando independentemente, em trés paises
diferentes: Stefan Banach, na Polonia; Hans Hahn, na Austria; e Norbert Wiener, nos Estados
Unidos.

Os axiomas de Espagos Vetoriais trabalhados pelos trés autores eram validos para
Espagcos muito mais gerais do que os Espagos n-dimensionais, pois a intencdo era a
generalizacdo das propriedades algébricas e topologicas de diversos Espagos. Surge, assim,
por meio de pesquisas em analise, o conceito de Espago Vetorial Normado, introduzido por

Banach, Hahn e Wiener e publicado por Banach, em sua obra Théorie des Opérations
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Linéaires (1932). Todos eles sabiam, com a possivel exce¢do de Banach, da nogdo de Espaco
Métrico de Fréchet e reconheciam a sua relevancia em seu trabalho.

Para Fréchet, a axiomatizacdo de Espagos Vetoriais havia acontecido antes de Banach,
Hahn e Wiener, e cita o livro Le Operazione Distributive, escrito por Pincherle (1901), que
continha tal axiomatizacdo. Segundo Fréchet, Pincherle credita a Laguerre (1867) e Peano
(1888) esta axiomatizagdo. Na verdade, nos trabalhos de Laguerre a axiomatizagdo foi feita
somente para matrizes, enquanto a axiomatizacgao feita por Peano foi para Espacos Vetoriais
sobre o corpo dos reais. Fréchet foi o primeiro a axiomatizar Espagos Vetoriais, que possuiam
uma topologia, mas nao uma estrutura métrica.

O conceito de Espago Vetorial Topoldgico foi reformulado alguns anos mais tarde por
Kolmogorov, que ndo foi influenciado por Fréchet, mas por Banach, em seu livro de 1932
sobre geradores lineares.

Antes disso, porém, no inicio de 1927, cerca de cinco anos apds os trabalhos de
Banach, Hahn e Wiener sobre Espacos Vetoriais Normados, encontra-se no trabalho de Von

Neumann (1903 — 1957) a axiomatizacao de Espaco de Hilbert, cujos vetores sdo: seqiiéncias
. . , - o 2 2 r
infinitas de nimeros complexos x,,x,, -+ para os quais a série x,” +x, +--- converge. Até

entdo, esses Espacos ndo tiveram nenhuma participagio na evolugdo da Algebra linear, apesar
de esta idéia ter sido iniciada em 1904, no trabalho de Hilbert sobre Equag¢des Lineares
Integrantes.

Por uma segunda vez, Von Neumann, em 1930, em seu trabalho sobre Operadores
Hermetianos do Espaco de Hilbert, enunciou cinco axiomas que caracterizavam o conceito de
Espago de Hilbert.

Assim, a Algebra Linear atinge um alto grau de desenvolvimento, em 1941, quando os
processos de investigacdes algébricos e analiticos de Espagos Vetoriais e modulos foram mais
ou menos independentes. Neste contexto, Van Der Waerden (1903 — 1996) desempenha um
papel importante para a no¢ao de Espago Vetorial, quando apresenta as matrizes no contexto

de Espacos Vetoriais.

2.2 Licenciatura em Matematica — contetidos de Algebra Linear e livro texto

Para verificagdo dos contetidos de Algebra Linear, trabalhados nos cursos de
Licenciatura em Matematica, foram selecionadas trés instituigdes de ensino, utilizando-se os

seguintes critérios:
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1°) Instituicdo na qual se originou a questao desta pesquisa.

E bastante relevante o local onde surgiu a necessidade de intervengdo no processo de
ensino-aprendizagem, pois as observagdes anotadas ao longo dos anos podem ser
aproveitadas para obtencdo de um resultado que possa colaborar nesse processo.

2°) Instituicdo de ensino publico.

A escolha desse critério justifica-se por se tratar de universidades de grande
notoriedade no cendrio educacional brasileiro, e por receber alunos com perfil diferente dos
recebidos nas instituicdes privadas.

3°) Institui¢ao de ensino privado.

A escolha se deve ao fato da relevante contribui¢do, na formacdo de profissionais na
area de Educacgao, dada por essas instituicdes. Levou-se em conta, neste critério, a existéncia
de Programas de Pos-graduacdo em Educacdo Matematica, o que evidencia uma preocupagao
na busca de solugdes que favoregam o ensino-aprendizagem.

Atendendo aos critérios estabelecidos acima, foram selecionadas as seguintes
institui¢des de ensino: Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais; Universidade
Federal de Minas Gerais; e Pontificia Universidade Catdlica do Rio Grande do Sul.

Dentro dos critérios ja relacionados, foi considerada a facilidade de acesso as
informagdes como trAmite entre instituicdes, sites atualizados e com grande numero de
informacoes.

Uma vez escolhidas as institui¢des de ensino, foram analisados os Planos de Ensino de
Algebra Linear, com a intencio de estudar suas Ementas e selecionar trés livros-texto nos
quais foram verificadas as abordagens dos conteudos Base e Dimensdo de um Espago
Vetorial.

Para se ter uma visdo global deste levantamento, segue, abaixo, um quadro
comparativo com a Ementa e a Bibliografia da Disciplina de Algebra Linear no Curso de

Licenciatura em Matematica, de cada uma das institui¢des selecionadas:
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INSTITUICAO EMENTA BIBLIOGRAFIA
Basica:
1) KOLMAN, Bernard; HILL, David R.; tradugao:
Valéria de Magalhdes I6rio. Introducio a
Espagos Vetoriais com Produto algebra linear com aplicacdes. 6. ed. Rio de
PUCMINAS Interno, Transformagdes Lineares e Janeiro: Editora Prentice-Hall do Brasil Ltda,
Diagonalizacdo de Matrizes. 1998.
2) ANTON, Howard; Rorres Chris; trad. Clasus
Ivo Doering. Algebra linear com aplicacdes. 8.
ed. Porto Alegre: Bookman, 2001.
Sistemas de Equagdes Lineares e Basica:
Matrizes, Determinantes, O espago 1) ANTON, Howard; Rorres Chris; trad. Clasus
Euclidiano R", Transformagdes Ivo Doering. Algebra linear com aplicagdes. 8.
UFMG . M m ed. Porto Alegre: Bookman, 2001.
Lineares do R” a0 R™, Auto Valores | "5 5/ nRINT José Luiz: [et al.]. Algebra linear.
e Auto Vetores e Aplicacdes e 3 ed. Sio Paulo: Harbra. 1980
. . . ed. Sdo Paulo: Harbra, .
Geometria Analitica.
Basica:
ANTON, Howard; Rorres Chris; trad. Clasus Ivo
Doering. Algebra linear com aplicagdes. 8. ed.
PUCRGS E;pagos Vetoriais e Transformacgdes Porto Alegre: Bookman, 2001.
Lineares. Complementar:
LAY, David C; traducdo: Ricardo Camelier;
Valéria de Magalhdes Iério. Algebra linear e
suas aplicacées. 2. ed. Rio de Janeiro: LTC, 1999.

Quadro 1: Institui¢des de ensino - ementas e bibliografias para a disciplina de Algebra Linear

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Com base no Quadro apresentado, verifica-se que os contetidos de Espacos Vetoriais e
Transformacoes Lineares sao comuns as trés instituigoes.

Levando-se em conta os objetivos apresentados nos Planos de Ensino, pode-se afirmar
que existe uma valorizagdo da estrutura algébrica dos conteudos e uma preocupagdo com a
aplicacdo desta para resolug¢do de problemas.

Para verificagdo da interatividade propiciada pela abordagem, e também da utilizacdo
de recursos geométricos na exposicdo dos contetidos, foram selecionados, dentre os livros
adotados nas trés institui¢cdes de ensino, os seguintes livros-texto:

Introdugdo a Algebra Linear: com aplicagdes de Bernard Kolman, 8 edigdo, livro
adotado na institui¢do que gerou o estudo apresentado nesta dissertacao.

Algebra Linear: com aplicagdes de Anton Howard, 8 edicdo, livro indicado na
bibliografia basica das trés institui¢des pesquisadas.

Algebra Linear e suas aplicagdes de David C. Lay, 2 edigdo, livro indicado na
bibliografia complementar da PUCRGS, apresentando uma linguagem diferente das
encontradas na maioria dos textos do género.

Realizou-se uma analise de cada um dos livros selecionados, com base nos contetidos
de Base e Dimensdo de Espagos Vetoriais e nos exercicios apresentados em cada obra, para

verificagdo da forma de abordagem dos conteudos.
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2.2.1 Introducdo a dlgebra linear: com aplicagoes, de Bernard Kolman, 8. ed.

Antes de tratar, diretamente, do contetido “Base e Dimensao”, foi lido o Prefacio, com
o propdsito de encontrar a intengdo do autor na abordagem dos conteudos.

No Prefacio, o autor destaca o seguinte objetivo: “Desenvolver um livro-texto que
ajudard o professor a ensinar e o aluno a aprender as idéias basicas da Algebra Linear e
conhecer algumas de suas aplicacdes”.

Além do objetivo, encontra-se, explicitamente, no Preficio uma énfase aos aspectos
computacionais € geométricos para minimizar o impacto da abstragdo, e, quando conveniente,
ao invés de demonstrar alguns teoremas, eles sdos aplicados por meio de exemplos. E
destacado que os exercicios sdo agrupados em trés classes: Exercicios Rotineiros; Exercicios
Tedricos e Exercicios de Matlab.

Com relagao as aplicagdes, ¢ preconizado pelo autor que elas sdo inteiramente
independentes e que o professor tem autonomia para a escolha tanto do contetdo, quanto do
método de estudo das aplicagdes referentes aos conteudos.

Pela analise do Prefacio, constata-se a intengdo de utilizar recursos geométricos e
computacionais na exposi¢cao dos conteudos, e de mostrar aplicacdes.

Consultando o Sumadrio, encontra-se a seguinte disposi¢do do capitulo 6, o qual
contém o tema “Base e Dimensdo”: Espacos Vetoriais; Subespagos; Independéncia Linear;
Base e Dimensdo; Sistemas Homogéneos; O Posto de uma Matriz e Aplicagdes; Mudanga de
Coordenadas e de Base; Bases Ortonormais em R"; Complementos Ortogonais.

Os conteudos que precedem “Base ¢ Dimensao” sdo: Espacos Vetoriais, Subespagos e
Independéncia Linear, estabelecendo, dessa forma, uma ordem dos assuntos.

Analisando a se¢do “Base e Dimensao”, encontra-se, inicialmente, a definicao de base
de um Espaco Vetorial, seguida de exemplos de bases candnicas de R*, R’ e R". Logo apos,
sio dados um exemplo de uma base qualquer em R* e um exemplo de uma base para P,
apresentando, em seguida, a base candnica de P,.

E apresentado e demonstrado o seguinte teorema relativo a Base:

Teorema: Se S ={V,¥,,...,¥,} é uma base para um espago vetorial V, entdo todo

vetor em V pode ser escrito de uma e apenas uma maneira como uma

combinacao linear dos vetores em S.
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Teorema:  Seja S ={¥,¥,,...,9,} um conjunto de vetores nio-nulos em um espago

vetorial V e seja W = [S], entdio algum subconjunto de S ¢ uma base para

W.

Com isso, a representacdo de um vetor de um espaco vetorial ¢ escrita como uma
unica Combinac¢do Linear dos vetores de uma base, ¢ se um conjunto gera um Espaco
Vetorial, entdo ele contém uma base para esse espaco, evidenciando, dessa forma, a
importancia do conceito de Independéncia Linear.

E apresentado, em seguida, um procedimento para encontrar um subconjunto T de um

conjunto S, tal que T é uma base para gerar W =[S]. Para ilustrar este fato, ¢ dado um

exemplo em R*.
Finalizando o assunto “Base de um Espaco Vetorial”, sdo dados um teorema e um
corolario com suas demonstragdes. Seguem, abaixo, os respectivos enunciados:

Teorema: Se § ={\71,\72,...,\7n} ¢ uma base para um espaco vetorial V e

T = {#,,#W,,...,w,} é um conjunto linearmente independente de vetores

r

emV,entdo r<n.
Corolario: Se S = {\71,\72,...,\7n} e T= {Wl,ﬂ/z,...,ﬂ/m} sdo bases para um espago
vetorial, entdo n =m .

O tema ¢ concluido pelo autor (2006, p.284) da seguinte maneira: “Assim, embora um
espaco vetorial tenha varias bases, acabamos de mostrar que, para um espag¢o vetorial
particular V, todas as bases tém o mesmo numero de vetores”. Fica clara a preparagdo para a
defini¢dao de dimensdo de um Espago Vetorial.

Passando para o tema “Dimensdo”, verifica-se que ele € iniciado com a sua defini¢ao;
em seguida, sao dados dois exemplos referentes a dimensao de Espacos Vetoriais formados
por n-uplas ordenadas e polindmios, e um terceiro exemplo referente a um subespaco do R*.

E enunciado, sem demonstrar, um teorema relativo a extensio de um conjunto
linearmente independente de um Espago Vetorial, de modo a obter uma base para este espaco.
Seu enunciado € o seguinte:

Teorema: Se S ¢ um conjunto de vetores linearmente independente em um espago

vetorial de dimensao finita V, entdo ha uma base T para V que contém S.

Como o autor antecede no Prefacio, algumas vezes sdo dados exemplos para se

trabalharem os teoremas ao invés de demonstra-los. E o caso desse teorema.

Em seguida, ¢ enunciado o seguinte teorema:
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Teorema: Seja V um espago vetorial de dimensio n e S ={J,V,,...,¥,} um

conjunto de n vetores em V.
(a) Se S ¢ linearmente independente, entdo ele ¢ uma base para V;
(b) Se S gera V, estdo ele ¢ uma base para V.

Nesse teorema, também ¢ dada uma aplicagdo e um exemplo em R*, para sua
aceitagao. Portanto, com esse teorema, fica minimizado o problema de verificar se um
conjunto ¢ uma base de um espago vetorial, desde que se saiba a dimensao desse espaco.

Finalizando este tema, é dado Base e Dimensdo em B" como um assunto opcional,

aproveitando-se todas as defini¢cdes e teoremas dados anteriormente.
Nessa obra os contéudos de Base e Dimensdo sdo trabalhados incialmente em R* e

R’ antes de serem generalizados para o R", o que contribuiu para a a elaboragdo das
atividades desenvolvidas no SOFTWARE produto dessa pesquisa.

Antes de se introduzirem os exercicios, sdo destacadas algumas palavras e expressoes,
as quais o autor chama de “Termos-chave”. Para a se¢do de “Base e Dimensdo”, foram
listadas: Base, Base natural (ou base candnica), Espaco vetorial de dimensdo finita, Espago
vetorial de dimensao infinita ¢ Dimensdao, o que nos d4 uma idéia geral dos principais
conceitos tratados na segao.

Com relagdo aos exercicios, de fato, como antecipado no Prefacio, eles sdo separados
em trés grupos, com suas respectivas finalidades destacadas pelo autor:

Exercicios Rotineiros: sdo exercicios numéricos, que envolvem varias situacdes
diretas do assunto tratado;

Exercicios Tedricos: sdo exercicios que completam algumas demonstragdes
feitas na parte tedrica do livro e ampliam os contetidos do texto;

Exercicios com o Matlab: sdo exercicios para usar o Matlab, que relacionam a teoria
desenvolvida com procedimentos computacionais, para auxiliar na sua analise.
(KOLMAN, 1998).

Sdo dadas, separadamente, em um capitulo no final do livro, as aplicagdes
relacionadas a todo o conteudo, inclusive aplicacdes em Equagdes Diferenciais.

Em alguns exercicios ¢ utilizado a ferramenta computacional, com a finalidade de
auxiliar na analise das situagdes apresentadas e eliminar o trabalho dos célculos.

A contribui¢do desta obra foi a de trabalhar os conceitos de Base e Dimensao,
inicialmente, nos Espacos Bi e Tridimensional, para depois generalizar para o Espaco de

dimensio n.



22

2.2.2 Algebra linear: com aplicacoes, de Anton Howard, 8. ed.

Ja no Prefacio, o autor destaca o décimo primeiro capitulo, o qual consiste de 21
aplicacdes da Algebra Linear escolhidas, segundo ele, nas areas de conhecimento de
Administragdo, Economia, Engenharia, Fisica, Ciéncia da Computacdo, Teoria da
Aproximagdo, Ecologia, Sociologia, Demografia e Genética; cada uma delas vem antecedida

3

por uma lista de pré-requisitos matematicos. O autor explicita, ainda, que ¢ dado “um
tratamento elementar & Algebra Linear e suas aplicagdes” e que “o objetivo ¢ apresentar os
fundamentos de Algebra Linear e suas aplicagdes da maneira mais clara possivel”, e que,
apesar do conteudo de Calculo ndo ser pré-requisito, sdo dados exemplos e sugeridos
“exercicios, claramente assinalados, para alunos que tém conhecimento de Calculo”.

Sao assinaladas, no Prefécio, as seguintes mudancas feitas para esta edigao:

Acréscimo de Exercicios que Requerem o Uso de Recursos Computacionais. — “Os
exercicios foram projetados para acostumar o aluno com os comandos basicos necessarios
para resolver problemas de Algebra Linear, usando recursos computacionais”;

Acréscimo de Exercicios de Discussdo e Descoberta. — Segundo o autor, sdo
exercicios “mais abertos que os demais, incluindo verdadeiro/falso, conjecturas, descobertas e
explicagdes informais sobre como chegar as conclusdes”;

Refinamento da Exposi¢do. — Sem mudanga substancial, partes do texto foram
aprimoradas;

Uma Nova Aplicagdao em Deformacdes e Morfismos, para fornecer uma introdugao as
modernas técnicas de processamento de imagens disponiveis em computacao grafica.

Logo em seguida, o autor traz algumas caracteristicas marcantes em sua obra, que sao:

Relagdes entre os Conceitos. — E estabelecida, através de teoremas, uma relagdo
intrinseca entre os assuntos estudados.

Transi¢do Suave para a Abstragdo. — E colocado que, para o aluno, a transi¢do do R"
para espagos vetoriais arbitrarios € traumatica, € que, por essa razdo, “esta transi¢do foi
suavizada, enfatizando a geometria subjacente aos conceitos e desenvolvendo as idéias
centrais do R" antes de passar a espagos vetoriais mais gerais”. (ANTON, 2001).

Apresentacdo Antecipada das Transformagdes Lineares e Autovalores. — Para evitar
que Transformagdes Lineares e Autovalores se percam no final do periodo, alguns dos
conceitos basicos destes assuntos sdo tratados antecipadamente em outros conteudos, e mais

adiante, no texto revisado, quando o assunto ¢ tratado com maior profundidade.
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Na linha dos exercicios, ¢ colocado no Prefacio que, ao final de cada se¢do, aqueles
comegam com problemas rotineiros, evoluem para problemas de maior substancias e
finalizam com problemas teoéricos, os quais sdo classificados pelo autor de exercicios
regulares, e seguidos por problemas de “Discussdo e Descoberta”. H4, ainda, exercicios
suplementares que sdo mais rigorosos e exigem que o estudante pense em todo o capitulo e
ndo s6 em uma se¢do especifica, segundo o autor. Fechando a secdo pratica, t€ém-se os
exercicios computacionais que utilizam as ferramentas Matlab, Maple e Mathematica, que sdo
disponibilizadas no site <http//:www.wiley.com/college/anton>.

Evidencia-se a intencdo de se utilizarem recursos geométricos € computacionais na
exposicdo dos conteudos, e de se mostrarem aplicagdes relacionadas a eles. Diferente da obra
anterior, esta apresenta uma preocupagdo em fazer uma transi¢do suave do Espaco Vetorial
R" para Espagos Vetoriais mais arbitrarios.

Consultando o Sumario, identifica-se, no capitulo 5, o tema “Base e Dimensao”, o
qual tem a seguinte disposi¢do: Espagos Vetoriais Reais; Subespacos; Independéncia Linear;
Bases e Dimensao; Espago-Linha, Espago-Coluna e Espaco-Nulo; Posto e Nulidade.

Constata-se, pela disposi¢ao do capitulo 5, uma ordem dos assuntos.

Dirigindo-se diretamente para a secdo “Bases e Dimensdo”, antes mesmo de uma
leitura minuciosa, ¢ possivel identificar um apego aos recursos geométricos, devido ao grande
nimero e qualidade das figuras apresentadas.

Nessa secao, o autor ndo comeca com a definicdo de base, e sim com uma discussao
de sistemas de coordenadas nao-retangulares nos espagos bi e tridimensionais, apresentando
como primeiro objetivo estender o conceito de sistema de coordenadas a Espagos Vetoriais
arbitrarios.

Logo apos, o autor da a seguinte definicdo para base de um espago vetorial:

Defini¢do: Se V ¢é um espaco vetorial qualquer e S = {171,172,...,17”} ¢ um conjunto de

vetores em V, dizemos que S ¢ uma base de V, se valerem as seguintes
condigoes:
(a) S ¢ linearmente independente;
(b) S gera V.
Segue-se o seguinte teorema, juntamente com sua demonstragao:
Teorema: Unicidade da Representacao em Base

Se S ={¥,v,,...,v,} é uma base de um espaco vetorial V, entio cada
vetor em V pode ser expresso da forma v = ¢y, +¢c,v, +...+¢,v, de uma

unica maneira.
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E introduzida, antecipadamente, a defini¢do de “Coordenadas em Relacdo a uma

Base”, e sdo dados, em seguida, seis exemplos trabalhando em R", P, e M, , relacionando

mn
essas duas defini¢des, e fechando com um sétimo exemplo, que relaciona base para o
subespago gerado por um conjunto S.

Antes de enunciar a definicio de dimensdo, sdo definidos Espacgos Vetoriais de
dimensao finita e infinita, e ¢ dado o seguinte teorema com a sua demonstragao:

Teorema: Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e {V,¥,,...,¥,} uma base

qualquer de V.
(a) Um conjunto com mais do que n vetores ¢ linearmente dependente;
(b) Um conjunto com menos do que n vetores ndo gera V.
Assim, conclui o autor que um dos resultados mais importantes em Algebra Linear ¢
dado por meio do teorema:
Teorema: Todas as bases de um espaco vetorial de dimensao finita ttm o mesmo
numero de vetores.
Portanto, toda uma preparagao ¢ dada para a seguinte defini¢do de dimensao finita:
“A dimensdo de um espaco vetorial de dimensdo finita V é definida como o numero de
vetores de uma base de V e denotada por dim(V). Além disso, definimos o espaco vetorial
nulo como tendo dimensdo zero.” (ANTON, 2001, p.179).
Sdo dados dois exemplos: o primeiro envolvendo a dimensdo dos Espagos Vetoriais
R", P

no

M, e o segundo, com relacdo a dimensdo de um Espago-solugdo. Em seguida, a

mn 2
secdo ¢ fechada com uma série de teoremas com suas demonstragdes, que, segundo o autor,
“revelam a sutil inter-rela¢do entre os conceitos de gerador, independéncia linear, base e
dimensdo”, e diz: “[...] eles sdo essenciais ao entendimento de espagos vetoriais e neles sdo
baseadas muitas das aplicagées praticas da Algebra Linear.” (ANTON, 2001, p.179).

Identifica-se, analisando a parte tedrica desta secdo, um cuidado muito grande com os
conceitos ¢ os resultados obtidos, os quais sdo descritos minuciosamente, demonstrados e
exemplificados e, ainda, ilustrados geometricamente, sempre que possivel.

Quanto aos exercicios, verifica-se que hd uma seqiiéncia gradativa de exercicios
rotineiros e, em seguida, tém-se os exercicios classificados como “Discussdo e Descoberta”,
dos quais ¢ descrito, abaixo, um deles, como ilustracao:

(a) A equagdo x, +x, +...+x, =0 pode ser vista como um sistema linear de uma equagdo em

n incognitas. Faca uma conjectura sobre a dimensao do espago-solucao desta equacao;

(b) Confirme sua conjectura, encontrando uma base.



25

Esse procedimento esta de acordo com o preconizado no Prefacio desta obra, pois o
exercicio descrito, acima, leva o estudante a fazer uma conjectura e depois confirma-la através
de um exemplo, fazendo com que o estudante desenvolva o raciocinio através da leitura e da
reflexdo e inter-relacione os conteudos, fixando, desta maneira, os conceitos. Busca-se, dessa
forma, interagir conteudo e aluno, o que acontece em alguns exercicios de “Discussdo e

Descoberta”.

2.2.3 Algebra linear e suas aplicacées, de David C. Lay, 2 ed.

E informado no Prefacio desta obra que o texto fornece uma introdugdo elementar e
moderna a Algebra Linear ¢ a algumas de suas aplicacdes interessantes. Nesse Prefacio,
segundo o autor, sdo destacadas as seguintes caracteristicas relevantes da obra:

Introdugdo Precoce de Conceitos-chave — As idéias fundamentais de Algebra Linear

sdo introduzidas no contexto concreto de R" e generalizadas de modo natural, através da
intui¢do geométrica desenvolvida inicialmente.

Uma Visdo Moderna de Multiplicagdo Matricial — “As definicoes e as demonstragoes
sdo feitas com as colunas, em vez dos elementos, de uma matriz”’. E explicitado que uma
“abordagem moderna simplifica muitos argumentos e une idéias de espagos vetoriais ao
estudo de sistemas lineares.” ( LAY, 1999).

Transformacdes Lineares — Este assunto ¢ tratado desde o primeiro capitulo,
permeando todo o conteudo da obra.

Autovalores e Sistemas Dindmicos — E trabalhado através de Sistemas Dindmicos, o
que cria uma motivagao, aliada as descri¢des graficas de tais sistemas.

Ortogonalidade e Problemas de Minimos Quadrados — E dado um tratamento mais
amplo do que o usual em textos para iniciantes.

De acordo com o autor, nesse Prefacio, as caracteristicas pedagogicas estdo
aliceradas nas aplicagdes que ilustram o poder da Algebra Linear para explicar principios
fundamentais e simplificar os calculos; na forte énfase geométrica com utilizagdo de figuras
inéditas e em maior quantidade; nos exemplos que sdo dados em maior quantidade ¢ com
maior riqueza de detalhes e, principalmente, no exemplo introdutério no comego de cada
capitulo, que tem o objetivo de estimular a curiosidade para apresentagcdo dos conceitos; nos

teoremas e demonstracdes, com a utilizacdo, em alguns casos, de exemplos como auxiliares;
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nos problemas resolvidos que ajudam a resolver exercicios propostos ou alertam para algum
ponto sutil; nos exercicios que variam de rotineiros aos que contém questdes conceituais que
necessitam de maiores reflexdes, procurando aprofundar na compreensdo do contetido, em
vez de se limitarem a calculos mecanicos, incluindo, também, exercicios que exigem uma
justificativa escrita; e, finalmente, nos topicos computacionais, os quais o texto chama a
atencao, quando necessario.

A obra contém, aproximadamente, 200 exercicios para serem resolvidos com o auxilio
de um programa para computadores do tipo do Matlab, Maple, Mathematica, Mathcad,
Derive, ou uma calculadora programavel com capacidade de manipular matrizes.

Encontra-se, no Prefacio, um diferencial das outras obras estudadas nesta pesquisa,
que ¢ uma se¢do que trabalha com aplicagdes as equacdes diferenciais em circuitos elétricos.

Como o Prefacio, geralmente, ¢ a carta de intengcdes de uma obra, na qual se pode
prever como o autor vai fazer a exposicao dos conteudos, neste, pode-se dizer que ha uma boa
apresentacao de seu intuito, porém, ndo € possivel perceber uma preocupagdo com uma
abordagem interativa dos contetidos. O que se tem ¢ um indicativo, percebido nas entrelinhas,
de que isso pode acontecer nas listas de exercicios.

No Sumdrio, ¢ apresentada a seguinte disposi¢do, para o capitulo 4, no qual se
encontra os conteudos de Base e Dimensdo de um Espago Vetorial: Exemplo Introdutério:
Voo espacial e Sistemas de Controle; Espagos Vetoriais e Subespagos; Espago Nulo, Espago
das Colunas e Transformadas Lineares; Conjuntos Linearmente Independentes; Bases;
Sistemas de Coordenadas; Dimensao de Espaco Vetorial; Posto; Mudangca de Base;
Aplicagdes as Equacdes de Diferencas; Aplicagdes a Cadeias de Markov; Exercicios
Suplementares.

As novidades, nessa apresentacdo, sdo, basicamente, as seguintes:

O contetdo Base ¢ discutido junto com conjuntos linearmente independentes.

Bases e Dimensao sao separadas pela secdo que trata de sistemas de coordenadas.

As duas tltimas seg¢des sao reservadas as aplicacdes.

Na secdo: “Conjuntos Linearmente Independentes; Bases” sdo dadas, inicialmente, as
definicdes de Conjunto Linearmente Independente e Dependente, juntamente com um
teorema sobre Conjunto Linearmente Independente e dois exemplos sobre o tema, para, em
seguida, dar a seguinte definicdo de Base de um Subespaco Vetorial:

Defini¢do: Seja H um subespaco de um espago vetorial V.

Um conjunto indexado de vetores B = {b,.. .I;p} em V ¢ uma base para H se:
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(1) B € um conjunto linearmente independente, e

(i1) O subespago gerado por B coincide com H; isto ¢, H = Span{l;l,. b }

»

Comparando com as definicdes de Base nas outras duas obras analisadas, pode-se
dizer que essa ultima tem uma linguagem mais rigorosa do que as outras, no sentido do
formalismo matematico.

No paragrafo seguinte da secdo mencionada, o autor esclarece que a defini¢ao de Base
se aplica ao caso em que H = V, e d4 uma explicagdo da definicdo quando H# V.

Em seguida, sdo dados cinco exemplos ilustrando a defini¢@o de base.

Antes de enunciar o teorema do Conjunto Gerador, ¢ dado um exemplo mostrando que
uma Base ¢ um Conjunto Gerador que ndo contém “vetores desnecessarios”.

Teorema: Teorema do Conjunto Gerador

Seja § = {\71,...,\7}7} um conjunto em V e seja H = Span{ﬁl,...,ﬁp}.

a. Se um dos vetores de S --- digamos, v, --- ¢ uma combinacdo linear dos
demais vetores de S, entdo o conjunto obtido de S removendo v, ainda
gera H.

b.Se H # {6}, entdo algum subconjunto de S ¢ uma base para H.

Depois da demonstracdo desse teorema, ¢ dado um algoritmo simples para se obter
uma Base para o Espago das Colunas de uma Matriz A (ColA), através de dois exemplos que,
também, ilustram o seguinte teorema:

Teorema: As colunas pivos de uma matriz A formam uma base para ColA.

Logo apds, ¢ dada a sua demonstragdo, seguida da seguinte observagao:

“Tenha o cuidado de usar as proprias colunas de A como uma base para ColA. Muitas vezes
as colunas da forma escalonada reduzida B ndo pertencem ao espago das colunas de A"
(LAY, 1999, p.217).

O autor termina a se¢ao concluindo que uma Base ¢ o menor conjunto que gera um
Espago Vetorial ¢ o maior conjunto linearmente independente deste Espaco. E dado um
exemplo, seguido de trés exercicios resolvidos, e exercicios propostos, que se subdividem em:
exercicios numéricos rotineiros; exercicios do tipo verdadeiro e falso, que fixam o conteudo
da sec¢do; exercicios mais elaborados de demonstragdo; e dois exercicios computacionais.

Antes de tratar do conteudo da Dimensao de Espaco Vetorial, ¢ aberta uma se¢do que
trabalha o tema: Sistemas de Coordenadas.

Ao iniciar a se¢do: “Dimensdo de Espago Vetorial”, é colocado que o assunto dara
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uma visdo adicional das propriedades das Bases, e entdo enuncia e demonstra os seguintes

teoremas:
Teorema: Se um espago vetorial V tem base B = {Z;I,. . .Z;n }, entdo todo subconjunto de

V contendo mais de n vetores ¢ linearmente dependente.
Teorema: Se um espaco vetorial V tem uma base com n vetores, entdo toda base de V
também tem exatamente n vetores.
Com isso, tem-se toda uma preparacdo para a seguinte definicdo de Dimensdo de um
Espago Vetorial V:
Defini¢ao: Se V ¢ gerado por um conjunto finito, entdo V é chamado de Espaco de

dimensao finita, ¢ a dimensao de V, denotada por dimV, ¢ o niimero de
vetores de qualquer Base de V. A Dimensdo do Espago Vetorial trivial {6}

¢ definida como sendo igual a zero. Se V nao ¢ gerado por um conjunto
finito, entdo ele ¢ chamado de Espaco de Dimensao Infinita.

Sao dados trés exemplos numéricos e um quarto exemplo que trata dos Subespacos do

R?, no qual é usado um recurso geométrico que pode auxiliar a sua compreensio.

Em seguida, o autor trata dos Subespagos de um Espaco de Dimensdo Finita,

enunciando e demonstrando os seguintes teoremas:

Teorema: Seja H um subespago de um espaco vetorial V de dimensao finita. Todo
subconjunto de H linearmente independente pode ser expandido, se
necessario, até formar uma base para H. Mais ainda, H ¢ de dimensao finita
e dim(H) < dim(V).

Teorema: Teorema da Base

Seja V um espago vetorial p-dimensional, p >1. Todo subconjunto

linearmente independente com exatamente p elementos ¢ automaticamente
uma base para V. Todo subconjunto com exatamente p elementos e que
gera V ¢ automaticamente uma base para V.

Os exercicios desta secdo tém a mesma metodologia dos exercicios analisados na
secdo: “Conjuntos Linearmente Independentes; Bases”.

A andlise da obras pesquisadas, procurou identificar métodos que privilegiem a
interag¢do entre conteudo ¢ aluno, no sentido de leva-lo a desenvolver o raciocinio através da
leitura e da reflexdo e de inter-relacionar os conteudos, contribuindo, desta maneira, para a
comprreensdo dos conceitos. Como especificado acima, existem fatores especificos de cada

obra, que colaboram para o entendimento dos conteudos analisados.
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2.3 Ensino-aprendizagem de algebra linear — produc¢io académica

Apds o levantamento da dificuldade no ensino e aprendizagem em Algebra Linear,
observada com base na experiéncia docente do pesquisador, foram analisados resultados de
pesquisas que tratam do assunto, para verificar se este problema também ¢ enfrentado por
outros professores, em diversas localidades no Brasil e no Exterior.

Foram selecionadas as pesquisas relacionadas ao ensino e a aprendizagem de Base e
Dimensao de um Espago Vetorial, ou a assuntos precedentes a esse tema. Dessa forma,
chegou-se aos seguintes trabalhos:

Aratijo (2002): “A Metamatematica no Livro Didatico de Algebra Linear”.

Grande (2005): “A Nocao de Dependéncia Linear ¢ os Registros de Representagdo
Semiotica”.

Oliveira (2005): “Como Funcionam os Recursos-Meta em Aula de Algebra Linear?”.

Padredi (2003): “’ As alavancas Meta’ no Discurso do Professor de Algebra Linear”.

Silva (1997): “Uma Analise da Producio de Significados para a Nogio de Base em Algebra
Linear”.

Os trabalhos foram analisados com a inten¢dao de identificar problemas e solugdes
envolvendo o ensino e o aprendizado de Base e Dimensdo de um Espago Vetorial, e também
identificar as possiveis metodologias de ensino que facilitam este aprendizado. Essa analise
visou estabelecer direcdes que colaborem na elaboragdo de atividades informatizadas, para
contribuir com o ensino e com a aprendizagem de Algebra Linear.

Na dissertagdo de Aratijo (2002): “A Metamateméatica no Livro Didatico de Algebra
Linear”, é colocada a dificuldade no ensino ¢ na aprendizagem de Base de um Espaco
Vetorial, a qual ¢ atribuida, entre outros fatores, a maneira como ¢ abordada essa nogao, ¢ a
forma abstrata e axiomatica utilizada para o seu tratamento.

Na busca de uma solucdo para esse problema, ¢ apontado o caminho do grupo de
pesquisa de Dorier: “/...] procurar metamatematicas eficientes, que possam levar o aluno a
refletir e compreender melhor a no¢do estudada”. (DORIER, 1997, apud ARAUJO, 2002).
Essa Metamatemadtica ¢ denominada por esse grupo de “alavancas meta”, que sdo tudo que diz
respeito ao uso de informagdes ou conhecimentos sobre a Matematica.

Aragjo (2002) faz uma andlise qualitativa de trés dos livros mais utilizados na
disciplina de Algebra Linear, das principais Universidades de Sdo Paulo, com o objetivo de

encontrar alavancas meta que levem o aluno a compreensdo de conceitos de Espacos
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Vetoriais, especificamente, Base de um Espaco Vetorial.

Ao final de sua analise, chega a seguinte conclusao:

[...] os trés livros indicados pelas mais tradicionais Universidades de Sdo Paulo néo
trazem sugestdes de alavancas meta e utilizam um formalismo que, embora essencial
para a teoria, em um primeiro curso deveria ser menos enfatizado e uma abordagem
mais intuitiva deveria ser utilizada para tornar claro o papel unificador e
generalizador da teoria [...]. (ARAUJO, 2002, p.86).

No trabalho de Aratjo (2002), ¢ constatada a dificuldade no ensino e aprendizado de
Algebra Linear, mas ndo ¢ encontrado nenhum recurso, ou alavancas meta, para colaborar no
ensino e aprendizado de Base de um Espago Vetorial. Muito menos pode-se identificar uma
interagdo contetido e aluno, que pudesse funcionar como alavanca meta nos livros analisados.
No entanto, ¢ deixada por ele uma sugestao de utilizar menos o formalismo e adotar uma
abordagem mais intuitiva. Essa foi a contribui¢do do trabalho de Aratjo (2002), adotada
dentro das atividades do SOFTWARE criado nessa pesquisa.

Na pesquisa de Grande (2005), “A Nog¢ao de Dependéncia Linear e os Registros de
Representacdo Semidtica”, sdo analisados os capitulos referentes a Dependéncia Linear de
cinco livros didaticos, na identificacao de Registros de Representacdo Semiotica da teoria de
Raymond Duval (1999), e de como esses registros sdo articulados, quais sdo os tratamentos e
as suas conversoes.

Segundo Duval (1999), as representacdes semidticas “sdo produgoes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representa¢do os quais tém suas
dificuldades proprias de significado e funcionamento”. (DUVAL, 1993, apud GRANDE,
2005, p.63).

As representacdes semioticas, quando representam um objeto matematico, sio
denominadas por Duval de sistemas semidticos, que, conforme Grande (2005), “/...] sdo
importantes ndo somente como um sistema de comunica¢do, mas também para organizar
informagoes a respeito do objeto representado”. (GRANDE, 2005, p.63).

Grande (2005), recomenda que se explore, inicialmente, o registro geométrico, o que

aponta na dire¢io de trabalhar os primeiros conceitos de Algebra Linear no R> e R®, para uma

posterior generalizagdo para o R" e outros Espacos Vetoriais arbitrarios. Porém, conforme ele
relata: ““/...] ndo foi encontrado nos livros didaticos analisados nenhuma atividade, exercicio
ou até mesmo uma situa¢do que permitisse a conversdo utilizando-se o registro geométrico”.
(GRANDE, 2005, p.178).

A contribuicdo de Grande (2005) para a criacdo das atividades encontradas no
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SOFTWARE de Apoio ao Ensino e Aprendizagem de Algebra Linear foi de trabalhar os
conceitos e definicdes, inicialmente, em R e R’.

Em relagdo a dificuldade na aprendizagem de Algebra Linear em outros paises, é
apresentado na dissertacdo de Oliveira (2005) — “Como Funcionam os Recursos-Meta em
Aula de Algebra Linear?” — que um grupo francés, composto por pesquisadores da Didatica
da Matematica, fez um levantamento, desde a década de 80, e obteve o seguinte resultado:

[...] sobre as principais dificuldades encontradas pelos estudantes franceses no
primeiro ano da universidade. O resultado apontou que a forma axiomatica utilizada
para tratar as primeiras nogdes da Algebra Linear, como espago vetorial e base,
causa no aluno uma sensagdo de fracasso que o impede de avangar no aprendizado.
(OLIVEIRA, 2005, p.14).

Segundo Oliveira (2005), existe, também, nos Estados Unidos, dificuldade na
aprendizagem de Algebra Linear. No livro On the Teaching of Linear Algebra, de Jean Luc
Dorier, no capitulo Three Principles of Learning and Teaching Mathematics, de autoria de
Guershon Harel (2000), ¢ colocado que:

[...] em 1990, nos Estados Unidos da América (EUA), foi formado um grupo de
professores de varios departamentos de Matematica de diferentes Universidades,
denominado Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG), do qual ele fazia
parte e cujo objetivo era encaminhar propostas relativas ao ensino e aprendizagem
da Algebra Linear. (HAREL, 2000 apud OLIVEIRA, 2005, p.16).

Nesse mesmo capitulo, Harel (2000) retira das propostas do LACSG trés principios:

O Principio da concretizagdo — Esse principio consiste em criar situagdes concretas,
possibilitando a visualizagdo, pelo aluno, do conceito trabalhado. Dessa forma, ¢ aberto um
canal de entrada para abstrair a estrutura matematica envolvida naquele modelo.

O Principio da necessidade — Tem de existir uma necessidade intelectual, por parte do
aluno, daquilo que pretende aprender. Sem esse estimulo, torna-se dificil a aquisicdo do
conhecimento, apesar de todo o recurso que se possa disponibilizar para a sua obtencao.

O Principio da generalizagio — E importante que as atividades, além de apresentarem
os conceitos e as defini¢des utilizando sempre que possivel o concreto, a fim de estabelecer
um modelo da estrutura matematica envolvida, permitam e estimulem a generalizagdo desses
conceitos e defini¢des.

Portanto, as dificuldades no ensino e na aprendizagem de Algebra Linear estdo
presentes em diversas universidades, também fora do Brasil.

O objetivo da pesquisa de Oliveira € investigar “o emprego de recursos-meta em sala

de aula de Algebra Linear, focando o ensino da nog¢do de Base de um Espago Vetorial”
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(OLIVEIRA, 2005, p.118), o que se assemelha muito com a pesquisa de Aratjo (2002), com
relagdo a procura de recursos-meta, embora seja em livros didaticos.

Oliveira (2005) destaca os recursos-meta utilizados em sala de aula, e quais se
tornaram alavanca-meta para algum aluno desta sala: “Dentre os nove recursos-meta
empregados nas entrevistas, so dois deles ndo se constituiram em alavanca-meta para essa
amostra de alunos”.(OLIVEIRA, 2005, p.120).

Dentre eles, os que foram julgados mais pertinentes para contribuir para a pesquisa da
Criacio de um Software Educativo para o Ensino de Algebra Linear — Base ¢ Dimensao sio:

a) Problemas propostos na primeira parte da atividade “Aula 2: Espacgos Vetoriais”. — Sdo
problemas que mostram coincidéncias estruturas dos Espagos Vetoriais. Segundo Oliveira
(2005): “[...] quando langam mdo de “coincidéncias” estruturais dos conjuntos para atingir
a descontextualizagdo via defini¢cdo de Espaco Vetorial, que apresenta um discurso sobre
Espacgos Vetoriais, isto é, recurso-meta.” (OLIVEIRA, 2005, p.49)

Elaborar atividades as quais mostram coincidéncias estruturais, tem um papel
importante na compreensdo do conceito de Espaco Vetorial.

b) Retomada da Atividade “Aula 3: Subespacos Vetoriais” — Encontrava-se, nesta
atividade, a definicao de Subespago Vetorial. De acordo com Oliveira (2005):

O professor alerta os alunos sobre o fato de que nem sempre € preciso trabalhar com
todo o Espaco Vetorial, pois, geralmente, pode-se trabalhar com um seu subconjunto. Aqui o
professor utiliza o recurso-meta de antecipar uma nogdo a ser introduzida, sugerindo uma
vantagem “a guisa” de motivagdo. (OLIVEIRA, 2005, p.55).

Com relacdo a esse recurso-meta, elaborar atividades com o intuito de antecipar
resultados pode colaborar para o aprendizado do conceito de Dimensao de um Espago
Vetorial.

¢) Questionamento — Esse recurso ¢ usado quando o professor, na pesquisa de Oliveira
(2005), solicita do aluno a no¢do de Subespago Vetorial ao perguntar: “¢ possivel garantir que
um Subespaco Vetorial ¢ Espaco Vetorial, sem verificar os oito axiomas de Espaco?” Em
seguida, Oliveira destaca a importancia do questionamento ao citar Dorier: “/...] este recurso-
meta pode fazer o aluno refletir sobre a no¢do matematica em evidéncia”. (OLIVEIRA,
2005, p.57). Portanto, ¢ desejavel utilizar questionamentos para o desenvolvimento de
atividades para levar o aluno a reflexao.

d) Exemplos com Vetores da Geometria Analitica — Para trabalhar com Combinacao
Linear, foi criada uma situa¢do concreta com vetores. Logo em seguida, relacionou-a com a

“idéia de matrizes de ordem 2 x 27 (OLIVEIRA, 2005, p.66), fazendo com que os alunos
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percebessem a necessidade de uma técnica. Oliveira afirma que foram usados dois dos trés

principios de Harel: o da concretizacao e o da necessidade.
Nesse sentido, atividades que trabalhem no R* e R’ podem facilitar o entendimento e

uma possivel generalizagdo de conceitos.

e) Fornecer Informagdes Sobre o que Constitui o Conhecimento Matematico — Para
trabalhar o conceito de Independéncia Linear, foi feito um didlogo com os alunos, levando-os
a “refletir nas vantagens de um conjunto gerador minimal”. (OLIVEIRA, 2005, p.70). A
intencao foi chegar a idéia de que, se num conjunto um vetor ¢ combinagao linear dos demais,
entdo este conjunto ¢ linearmente dependente.

Uma atividade que leve o aluno a reflexdo, para constituicdo de conceitos, ¢ uma
forma de interagdo entre conteudo e aluno.

Portanto, a pesquisa de Oliveira (2005) pode dar uma contribuicdo para a elaboracao
de atividades no software educativo para o ensino de Algebra Linear, levando-se em conta os
recursos-meta identificados nela.

Analisando a pesquisa de Padredi (2003): “As alavancas Meta” no Discurso do
Professor de Algebra Linear, que teve como objetivo identificar os recursos-meta utilizados
por professores universitarios, na disciplina de Algebra Linear, percebe-se uma aproximagao
muito grande com a pesquisa de Aragjo (2002): “A Metamatematica no Livro Didatico de
Algebra Linear”, que analisa trés livros de Algebra Linear com o objetivo de encontrar
alavancas meta para compreensao de conceitos de Espacos Vetoriais, € principalmente com a
de Oliveira (2005): “Como Funcionam os Recursos-Meta em Aula de Algebra Linear”, a qual
teve como objetivo o emprego de recursos-meta em sala de aula de Algebra Linear.

Nas entrevistas realizadas por Padredi com professores de Algebra Linear, para
encontrar recursos-meta que possam se transformar em alavancas meta, foram destacados os
seguintes pontos:

I) O Principio da Necessidade e da Generalizagdo — Esse principio estd no discurso do
professor quando diz da vantagem de encontrar um menor conjunto que gera um Espaco
Vetorial. Oliveira (2005) e Aratjo (2002) também destacam esses recursos. E dada uma
prioridade na necessidade de uma Nog¢ao de Base de um Espago Vetorial, para facilitar o

trabalho dentro dessa estrutura.
II) O Principio da Concretizagio — A idéia de trabalhar no R’ e R’, para depois

generalizar para outros Espacos Vetoriais mais arbitrarios, constitui num recurso que pode ser

utilizado na criacdo de um software educativo que colabore para o entendimento de conceitos.
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IIT) Relacionar Computagdo Grafica — Esse recurso foi identificado na abordagem das
transformagdes de plano, feita por um dos professores entrevistados. A utilizacdo de
tecnologias computadorizadas ¢ o foco da pesquisa da criacdo de um software educativo para
o ensino de Algebra Linear.

IV) Passagem do Antigo para o Novo — Relacionar a Algebra Linear com a Geometria
Analitica, iniciando com R’e R’ como o concreto, para depois generalizar em outros

Espacos Vetoriais. Aqui encontra-se um grande recurso para trabalhar as atividades do
SOFTWARE, dando significacdo ao seu contexto, para facilitar a aquisi¢ao dos conceitos.

V) Aplicagdes Compreensiveis aos Alunos Iniciantes — E encontrada no discurso de mais
de um professor a importancia de trabalhar com aplicagdes que sejam de facil entendimento
para o aluno, pois, desta maneira, pode-se fixar conceitos e defini¢des.

Podem-se selecionar aplicagdes de alguns conceitos, de tal forma que o aluno nao se
perca na compreensdo dos conhecimentos adjacentes, possibilitando o entendimento das
relagdes estabelecidas entre eles. Esse caminho pode ser muito util para atingir a
aprendizagem no ensino de Algebra Linear. Porém, Padredi (2005) conclui em sua pesquisa
que: “ndo existem aplicagoes que pudessem inspirar a elaboragdo de situacoes problema
condizentes com os conhecimentos dos alunos de um primeiro curso [...]” (PADREDI, 2005,
p.116). Nesse momento, o computador pode colaborar para criar essa possibilidade.

VI) Provocagdes — Na introdugdo das nogdes de Algebra Linear, foram detectadas
formas coloquiais e provocagdes, nos discursos dos professores, tais como: “tijolos”,
“parede”, “vetores bem comportados”, “grau de liberdade”, etc. Isso estabelece analogias que
podem contribuir para a passagem do concreto para a generalizagdo, na medida em que o
aluno estabelece relacdes significativas para ele.

Aqui se encontra um recurso que pode ser usado nos enunciados de atividades e
aplicagdes, para ligar analogias aos conceitos, visando a apropriacdo de conhecimentos.

VII) Enfatizar as Operagoes de Adicdo e Multiplicagdo por Escalar — Evidenciar que
essas operacgdes estdo presentes em qualquer Espago Vetorial e que, através delas, € possivel
caracterizar um elemento genérico por meio de um conjunto finito de vetores, estabelece,
antecipadamente, a idéia de Combina¢do Linear e Independéncia Linear, recurso que leva o
aluno a reflexdes e colabora para a criacdo da nogdo de Base de um Espaco Vetorial.

Por fim, mas n3o menos importante, Padredi destaca o seguinte recurso utilizado por
todos os professores: “Fornecer informagoes sobre a natureza das nogoes a serem

introduzidas [...]”.(PADREDI, 2005, p.119).
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Todos os recursos-meta identificados na pesquisa de Padredi (2005) constituem-se
numa valiosa fonte para elaboragdes de atividades que podem colaborar na criagdo de um
software educativo para o ensino de Algebra Linear.

Na dissertacdo de Silva (1997): “Uma Analise da Produ¢do de Significados para a
Nogio de Base em Algebra Linear”, o objetivo ¢ analisar a produgdo de significados para a
nogio de Base em Algebra Linear, a partir do Modelo Teérico dos Campos Semanticos, que,
segundo o autor, ¢ “um modelo epistemologico que nos permite compreender alguns aspectos
do processo de produgao de significados em Matematica. ”(SILVA, 1997, p.18).

A compreensdo de aspectos do processo de produgdo de significados em Matematica
pode contribuir para a elaboracdo de atividades em um software de apoio ao ensino e
aprendizagem de Algebra Linear, na medida em que essas atividades possam dar significados
consideraveis para a aquisicdo dos conceitos abstratos que envolvem as definigdes de Base e
Dimensao de um Espaco Vetorial.

Nesta direcao, inicialmente, sdo identificados por Silva (1997) os campos semanticos
utilizados pelos matematicos que, historicamente, contribuiram para a constituicdo da nocao
de Base, descritos a seguir:

= Campo Semantico das Solu¢des Independentes — Refere-se ao nticleo constituido
por Frobenius, que, de acordo com Silva (1997), tinha como objetos: determinantes, sistemas
homogéneos, solucdes de sistemas homogéneos, solucdes independentes, posto, matriz, etc.
Neste nucleo, a no¢ao de Base ¢ construida dentro das solugdes de um sistema homogéneo.

= Campo Semantico dos Quatérnios — Atribuido a Hamilton por operar com os
seguintes objetos: nimeros complexos, quatérnios, propriedades algébricas, operagdes com
nimeros complexos e quatérnios, a nog¢do de vetor, pares, ternos e quadras ordenadas.
Trabalhando com estes objetos, Hamilton “constituiu a nog¢do de base de quatérnios”.
(SILVA, 1997, p.43).

= Campo Semantico Grassmaniano — Neste campo, os objetos sdo: grandezas
extensivas, derivaveis e elementares e sistemas de unidades. Com os objetos deste nucleo,
Grassman chegou a nocao de Base.

= Campo Semantico do Sistema Linear Operando com os objetos: pontos, segmentos,
superficies e volumes por meio de sistemas, Peano constituiu a no¢do de Base, estabelecendo,
segundo Silva (1997), o campo semantico do sistema linear. Dentro desse contexto, podemos
destacar os campos semanticos das solucdes independentes e do sistema linear como
norteadores para a criagdo de atividades que podem promover a produgdo de significados para

a noc¢ao de Base, uma vez que o assunto sistemas lineares precede o estudo de Espacos
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Vetoriais nos cursos de Licenciatura em Matemadtica nas trés Universidades estudadas nesta
pesquisa.

Em seguida, Silva (1997) apresenta uma série de frases para a no¢ao de Base, geradas
a partir da leitura de alguns livros-texto dos autores discriminados a seguir.

Gongalves (1978) - A partir da leitura de Gongalves (1978) e Silva (1997) enuncia a
seguinte definicao de Base: “Base de um espaco vetorial ¢ um conjunto ordenado de vetores
que possui as propriedades de gerar o espago e ser linearmente independente.” (SILVA, 1997,
p. 64).

Birkhoff e Maclane (1980) - Com relacdo aos textos desses autores, Silva (1997) gera
as seguintes defini¢des, com significados diferentes, para Base:

1* Uma base de um espaco vetorial ¢ um conjunto de vetores geradores do espago tal
que o numero de vetores desse conjunto € igual a dimensao do espago.

2* Uma base ¢ um conjunto de vetores linearmente independente de um espaco
vetorial tal que o nlimero de vetores desse conjunto ¢ igual a dimensao do espaco.
(SILVA, 1997, p.65).

Por ultimo, destaca que, dado um sistema de coordenadas, podemos determinar as
coordenadas de um vetor de um Unico modo, o que motiva a seguinte frase elaborada por ele,
para Base: “Uma base ¢ um sistema de coordenadas.” (SILVA, 1997, p.67).

De acordo com essas defini¢des, sdo trabalhados os conceitos de Conjunto Gerador e
Conjunto Linearmente Independente, além de preparar o caminho para a defini¢do de
Dimensao de um Espaco Vetorial. Dentro desta perspectiva, esses conceitos podem ser
condutores para aquisigdo da nog¢do de Base e Dimensdo, por meio de atividades
informatizadas que trabalhem inicialmente a definicdo de Combinacdo Linear.

Carvalho (1979) - Do texto de Carvalho (1979), Silva (1997) traz a seguinte
proposi¢ao: “Uma base de um espago vetorial V ¢ um conjunto linearmente independente
maximal.” (SILVA, 1997, p.68).

A idéia de atribuir o significado de que Base ¢ o maior Conjunto Linearmente
Independente que gera o Espago Vetorial pode ajudar a compreender esse conceito, na medida
em que sejam elaboradas atividades que relacionem esses conceitos, criando um campo
semantico que poderd dar ao aluno um significado relevante para o entendimento da noc¢ao de
Base e Dimensao.

Steinbruch e Winterle (1987) - Pela analise dos textos desses autores, ¢ destacada a
seguinte proposicao: “Uma base de um espaco vetorial V é um conjunto gerador sem vetores

supérfluos ou um conjunto gerador minimal.” (SILVA, 1997, p.71).
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Analogamente ao item anterior, ¢ verificado que o menor conjunto que gera um
Espaco Vetorial ¢ uma base para esse Espaco. Esse significado constitui-se num ponto que
deve ser observado na elaboracdo de atividades para auxiliar na aprendizagem desse
conhecimento, pois traz a idéia de “dispensar” vetores de um conjunto que ndo fardo falta
para gerar qualquer vetor de um Espacgo Vetorial.

Para Silva (1997), as frases produzidas pela leitura dos textos dos autores selecionados
podem gerar diversos significados que se constituirdo em nucleos distintos que operardo com
objetos diversos, caracterizando diferentes campos semanticos.

Finalizando, o autor faz um estudo de caso, onde ele aponta que “[...] os significados
produzidos pelo aluno sdo em relagdo aos nucleos que eles proprios constituiram.” (SILVA,
1997, p. 114).

Portanto, algo que pode ser observado na producdo de atividades informatizadas ¢ a
diversificacdo de objetos que, aliados com a interagdo que o computador pode propiciar,
levem o aluno a criar seu proprio nicleo, gerando um processo de produgdo de significados

para o entendimento da no¢do de Base e Dimensao.



38

3 MEDIACAO DO COMPUTADOR NA EDUCACAO

3.1 Tecnologias informatizadas na educac¢ao

Inicialmente, foi objetivo final desta pesquisa a criacdo de software educativo para o
ensino e a aprendizagem de Algebra Linear, que, conforme Oliveira, Costa ¢ Moreira (2001,
p.73), “¢ uma classe de software educacional cujo objetivo ¢ favorecer os processos de
ensino-aprendizagem”; este, por sua vez, se caracteriza por “‘sua inser¢do em contextos de
ensino-aprendizagem [...] mesmo que ndo tenha sido produzido com a finalidade de uso no
sistema escolar”.

As caracteristicas que devem apresentar um software educativo, segundo Oliveira,

Costa e Moreira (2001), sdo:

= Definigdo e presenca de uma fundamentagdo pedagogica que permeie todo o seu
desenvolvimento;

= Finalidade didatica;
= Interacdo entre aluno/usuario e programa, mediada pelo Professor;

= Facilidade de uso. (OLIVEIRA; COSTA; MOREIRA, 2001, p.74).

Para um software educativo que promova o ensino de um conteido de maneira
independente, possibilitando a interagdo do contetido com o aluno, com o professor e com
outros alunos, e que permita, além disso, a intervencdo do professor quando necessario, ¢
desejavel que a concepgao tedrica de aprendizagem seja o Construtivismo, pois este permeia a
interacdo do conteido com o aluno, por meio da agdo do estudante com o objeto do
conhecimento, abstraindo, num processo reflexivo, o contetido, através da sua propria agao.

Um software educativo, na concepg¢do construtivista, segundo Vieira (2008), em seu
artigo — “Avaliacdo de Software Educativo: reflexdes para uma andlise criteriosa” —, dentre
outras caracteristicas, deve ‘“ser um ambiente interativo que proporcione ao aprendiz
investigar, levantar hipdteses, testa-las e refinar suas idéias iniciais”, o que nao ¢ algo facil de
desenvolver num programa que exige uma equipe diversificada e altamente especializada,
agregado a uma série de recursos de programacao.

E necessario, antes de analisar as dificuldades no desenvolvimento de um software

educativo, identificar as caracteristicas centrais da concep¢ao de aprendizagem construtivista,

uma vez que esta norteard o seu desenvolvimento. Segundo Oliveira, Costa ¢ Moreira (2001,
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p.34), “para Piaget a inteligéncia € o saldo adaptativo do homem nas suas interagdes com o
meio”, ou seja, ¢ “[...] o saldo das trocas dialéticas que o individuo realiza com o meio [...], as
quais dao origem ao conhecimento e a formacdo de estruturas cognitivas especificas para o
ato de conhecer”, denominadas por Piaget de estruturas mentais “responsaveis pela nossa
capacidade de estabelecer relagdes”.

Possibilitar recursos que colaborem para que haja uma troca entre o individuo € o meio
pode estabelecer relagdes que dardo origem ao conhecimento. Nesse sentido, o computador ¢
uma ferramenta que idealiza modelos para o desenvolvimento dessas estruturas mentais
indispensaveis para o ato de conhecer.

Laudares e Miranda defendem:

Uma relagdo entre o processo de producdo e as demandas da sociedade, numa
constante intervengdo intencional na realidade, baseada na atividade pratica, produz
construgdes mentais, que sdo componentes da estrutura do saber cientifico ou a
génese do que se denomina teoria. (LAUDARES; MIRANDA, 2007, p.71).

Para Piaget, como relata Oliveira, Costa e Moreira (2001, p.35), “a inteligéncia
funciona sempre seriando, ordenando, classificando ou fazendo implicagdes”. Isso estabelece
uma logica subjacente as agdes que geram um processo responsavel pela formagdo das
estruturas mentais, as quais “sdo construidas mediante as trocas realizadas com o meio do
conhecimento”. A esse processo dialético de constru¢do recorrente Piaget d4& o nome de

génese, que € o “objeto da epistemologia genética desenvolvida por ele”, a qual:

Ocorre mediante um sistema de auto-regulagdes progressivas, a medida que o
organismo procura compensar o desequilibrio causado pela pressdo do meio e o
funcionamento desse sistema resulta na construgdo do conhecimento e na seqiiéncia
de estagios no desenvolvimento da inteligéncia. (OLIVEIRA; COSTA; MOREIRA,
2001, p.36).

Atividades desenvolvidas em um software educativo, elaboradas de modo a propiciar
desequilibrios, podem, na tentativa de retomar uma acomodacao, ajudar o aluno a construir o
conhecimento e a desenvolver a inteligéncia. Mas ¢ necessario que essas atividades fagam do
aluno o sujeito da a¢do, pois, caso contrario, corre-se o risco de ndo promover situagdes que
colaborem para a busca do equilibrio.

Deve-se criar uma estrutura em um sistema de relagdes, por meio de a¢des executadas
sobre as atividades elaboradas na dire¢do da constru¢do de determinado conceito, que
auxiliem o aluno a criar uma representacdo para a constru¢ao do conhecimento. A integragao
das atividades do software educativo, dentro de um sistema de relagdes, pode ocorrer através

de experiéncia fisica e experiéncia logico-matematica, que, conforme Oliveira, Costa e
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Moreira (2001, p.37), Piaget classificou em dois tipos de abstracdo: a empirica (resultados
constataveis) e a “reflexiva, que decorre da construcio de relagdes entre objetos com as suas
duas formas: reflexionamento e reflexdo”, estabelecendo, dessa forma, uma recursividade no
processo de desenvolvimento. O papel do software educativo pode ser o de possibilitar, por
meio de atividades empiricas, a constatacdo de resultados, e através de relacdes entre
conteudos estabelecer reflexoes.

De acordo com Oliveira, Costa e Moreira (2001, p.38), Piaget explica a formagao do
conhecimento, do pensamento ¢ da inteligéncia, também, por meio do que ele denomina
“Equilibragdo Majorante”. “Para ele, os processos mentais resultam de uma interagao
adaptativa do individuo ao meio do conhecimento por organizacdes progressivas explicadas
pelos processos de “Assimilacao” e de “Acomoda¢do”, das quais discorre Vieira do seguinte

modo:

Todas as idéias tendem a serem assimiladas as possibilidades de entendimento até
entdo construidas pelo sujeito. Se ele ja possui as estruturas necessarias, a
aprendizagem tem o significado real a que se prop0s. Se, ao contrario, ele ndo possui
essas estruturas, a assimilagdo resulta no ERRO CONSTRUTIVO. Diante disso,
havendo o desafio, o sujeito faz um esforco contrario ao da assimila¢do. Ele
modifica suas hipdteses e concepgdes anteriores ajustando-as as experiéncias
impostas pela novidade que nio foi passivel de assimilagio. E o que Piaget chama
de ACOMODACAO: o sujeito age no sentido de transformar-se em funcdo das
resisténcias impostas pelo objeto. (VIEIRA, 2008).

Quando o individuo interage com o conteudo, por meio do software, este deve
promover situacdes de desequilibrio, para que haja a constru¢do do conhecimento por meio da
equilibracdo, a qual pode ser obtida através da “Assimilacdo” e da “Acomodacgdo”, desde que
as atividades elaboradas para esse fim sejam pensadas de modo a dar condi¢des para o aluno
criar estruturas mentais para estabelecer relagdes. Havendo desequilibrio diante de um
obstaculo, surge a necessidade de buscar o reequilibrio, podendo acontecer, neste momento, a
“Abstragao Reflexiva”, onde, segundo Vieira (2008) “[...] se da a construcao do conhecimento
logico — matematico (inteligéncia), resultando num equilibrio superior e na conseqiiente
satisfacdo da necessidade”.

Portanto, o erro apresenta uma conotagdo importante no processo de aprendizagem,
pois discutindo-o, imediatamente, quando ocorre, o aluno pode utiliza-lo como um obstaculo
a ser superado (desequilibrio), e neste exercicio chegar a uma abstracdo reflexiva, podendo
atingir o equilibrio superior, satisfazendo, desse modo, ao Principio da necessidade discutido
no Capitulo 1 desta pesquisa, na se¢do 1.3 Ensino-aprendizagem de Algebra Linear —
producdo académica.

A passagem de um estado de menor equilibrio para um de maior equilibrio ¢
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estabelecida por uma seqiiéncia de estagios do desenvolvimento cognitivo, que caracteriza,

segundo Piaget, a formagao da inteligéncia, conforme destaca Oliveira:

= Estagio da Inteligéncia Sensorio-motora

A inteligéncia é essencialmente pratica e regulada pela percepgao.

= Estagio da Inteligéncia Logico-concreta

Subdivide em dois subestigios: o da Inteligéncia Pré-operatéria que envolve,
basicamente, a aquisi¢ao inicial da linguagem e as manifestacdes do pensamento
intuitivo e o da Inteligéncia Operatorio-concreta que ¢ a fase final da inteligéncia
Logico-concreta. Nela, o individuo, ao raciocinar, mostra a presenga da
reversibilidade, da invaridncia e da coordenacio de relagoes.

= Estagio da Inteligéncia Logico-formal

O individuo avanga na dire¢@o de raciocinios que ja ndo carecem de apoio no real. O
pensamento passa a se regular por raciocinios formais e abstratos. (OLIVEIRA;
COSTA; MOREIRA, 2001, p.39).

A abstracdo em termos de suas relacdes com as tecnologias intelectuais, segundo
definiu Lévy (1974, p.159), “é todo problema fora de nossas capacidades de manipulagdo e
de reconhecimento imediatos” e que para resolvé-lo é necessiario um sistema de
representacoes externas que os transforme de tal maneira a possibilitar o uso de uma série de
operacdes simples e concretas as quais sdo realizadas por meio de nossas faculdades
operativas e perceptivas. Dentro dessa perspectiva, o software pode ser utilizado para criar um
sistema de representagdes externas que dardo condigdes para o aluno operar concretamente na
solucao do problema.

De acordo com Oliveira, Costa e Moreira (2001), o sofiware educativo pode ser
utilizado ndo so6 para a aprendizagem, mas também para o desenvolvimento da inteligéncia do
aluno, pois pode promover a interatividade e propiciar uma mediagdo pedagdgica entre aluno
e conteudo, dentro dos estagios de inteligéncia formulados por Piaget.

Neste contexto, o uso de tecnologia ¢ discutido como uma mediacdo pedagdgica, a
qual s6 tem sentido se aliada a varios recursos. Mediacdo pedagdgica, segundo Masetto
(2000), é:

[...] a atitude, o comportamento do professor que se coloca como um facilitador,
incentivador ou motivador da aprendizagem, que se apresenta com a disposi¢do de
ser uma ponte entre o aprendiz e sua aprendizagem — ndo uma ponte estdtica, mas
uma ponte “rolante”, que ativamente colabora para que o aprendiz chegue aos seus
objetivos. E a forma de se apresentar e tratar um conteido ou tema que ajuda o
aprendiz a coletar informagdes, relaciona-las, organiza-las, manipula-las, discuti-las
e debaté-las com seus colegas, com o professor e com outras pessoas
(interaprendizagem), até chegar a produzir um conhecimento que seja significativo
para ele, conhecimento que se incorpore ao seu mundo intelectual e vivencial, e que

0 ajude a compreender sua realidade humana e social, e mesmo a interferir nela.
(grifo nosso) (MASETTO, 2000, p.144).

Um software educativo para o ensino de Algebra Linear pode apresentar e tratar um
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conteudo de modo a colaborar com o aluno no sentido de fornecer informacdes e relaciona-
las, por meio de imagens, sons € movimentos, de modo dindmico, ajudando-o a construir um
conhecimento em um campo semantico que tenha significado para ele. Uma evidéncia do
grande potencial das tecnologias informatizadas pode ser constatada navegando nas paginas
da Internet e verificando o dinamismo e as interatividades que elas apresentam, analisando os
diversos jogos interativos que podem ser jogados, ao mesmo tempo, por diversos
participantes, em diversas localidades, e trabalhando com software grafico, como o autocad.

De acordo com Laudares e Miranda:

[...] é imprescindivel o estudo das experiéncias exitosas da informatica educativa
para que o professor acredite no potencial dos instrumentos da midia e do
computador como recursos didaticos no ensinar e no aprender. Assim, conhecer a
potencialidade das novas tecnologias, acreditar no seu poder eficaz, criar
disponibilidade e coragem para mudar sdo os ingredientes para uma nova didatica
produzir melhores resultados. (LAUDARES; MIRANDA, 2007, p.76).

Dessa forma, o computador pode se tornar um meio para uma mediacdo pedagdgica,
na medida em que estabelece novas relagcdes entre conteudo, aluno e professor, pois “A
mediacdo pedagogica busca abrir caminho a novas relagcdes do estudante: com os materiais,
com o proprio contexto, com seus companheiros de aprendizagem, incluindo o professor,
consigo mesmo e com seu futuro”.(PEREZ E CASTILLO, 1999 apud MASETTO, 2000,
p.145).

Segundo Masetto (2000, p.146), “A mediacdo pedagogica coloca em evidéncia o papel
de sujeito do aprendiz e o fortalece como ator de atividades que lhe permitirdo aprender e
conseguir atingir seus objetivos”. Portanto, o desenvolvimento de um software educativo, de
maneira conveniente aos objetivos desejados, pode ser eficiente e eficaz no ensino e
aprendizado de Algebra Linear, desde que colocado como um mediador pedagégico, aliado a
outros recursos que ja dao resultados em sala de aula.

Para que se desenvolva um software educativo que estimule o aprendizado e, de fato,
contribua para a constru¢do do conhecimento, sdo apontados por Masetto (2000) alguns
principios basicos:

[...] o aluno ndo pode fazer o papel de assistente passivo diante daquilo que se
desenrola diante dele; o CD ou o power point ndo podem querer substituir as
atividades do aprendiz; € necessario que se prevejam atividades, (grifo do
pesquisador), tempo, momentos para o aluno perguntar, refletir, debater, pesquisar,
trabalhar, redigir etc. (MASETTO, 2000, p.162)

Deve-se criar um software educativo que coloque o aluno em uma posi¢do ativa diante

do conteido que lhe ¢é apresentado, para que ele interaja no processo, criando-se, dessa
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maneira, um estimulo que pode levéa-lo a compreensao do que ¢ estudado. Para tanto, as
atividades elaboradas para o software devem pressupor uma série de fatores, como os citados
acima por Masetto (2000), para que, de fato, se atinja a interagdo contetdo/aluno, dando
sentido a esse processo.

E um grande equivoco utilizar o recurso tecnolégico como o salvador do processo
ensino-aprendizagem. Assim, segundo Masetto (2000, p.139): “A tecnologia reveste-se de um
valor relativo e dependente” do processo de aprendizagem; “Ela tem sua importancia apenas
como um instrumento significativo para favorecer a aprendizagem de alguém”. Um software
educativo ndo deve ser utilizado para resolver o problema de ensino e aprendizagem de um
conteudo, mas, sim, para colaborar nesse processo. Os recursos computacionais devem vir
para se agregar a uma série de recursos didaticos que visem a facilitar a aprendizagem dos
conceitos basicos de Algebra Linear e suas aplicagdes, colaborando, dessa forma, para atingir
a eficiéncia e a eficacia na sua aprendizagem.

Segundo Laudares e Lachini, a didatica com atividades informatizadas consiste em:

Dar ao estudante a chance de simular, de perguntar, de investigar. Fazer um estudo
pela pesquisa. Cabe ao professor o papel de organizador, de acompanhante do
estudante na assimilacdo e reelabora¢ao do contetido, mostrando-lhes as limitagdes,
os recortes, as variaveis de suas simulagdes. Disponibilizar ao aluno o ferramental
para seu caminho heuristico. (LAUDARES; LACHINI, 2001, p.87).

Quando ¢ escolhida uma técnica para a apresentacdo de um determinado conteudo, ¢
importante prever de que modo podem ser alcancados os desenvolvimentos intelectuais do
aluno e como ele participara da constru¢do desse conhecimento. Além do mais, ¢ importante
conscientizar o aprendiz de que uma técnica pode ndo ser suficiente para a aprendizagem do
que se esta propondo. Com relagdo ao processo de aprendizagem, tem-se que:

Como o processo de aprendizagem abrange o desenvolvimento intelectual, afetivo, o
desenvolvimento de competéncias e de atitudes, pode-se deduzir que a tecnologia a
ser usada devera ser variada e adequada a esses objetivos. Nao podemos ter
esperanga de que uma ou duas técnicas, repetidas a exaustdo, déem conta de
incentivar e encaminhar toda a aprendizagem esperada. (MASETTO, 2000, p.143).

Um software educativo ¢ uma tecnologia que pode constituir-se num meio para se
alcangar um objetivo. Logo, ele devera estar adequado a essa finalidade, para que seja
eficiente e eficaz naquilo a que se propde. Portanto, ¢ de extrema importdncia que se
estabelecam objetivos claros, nas elaboracdes das atividades, as quais devem levar o aluno a
interagir com os contetidos, para que ele seja sujeito no processo, podendo tomar decisdes,

fazer questionamentos e adquirir conhecimentos.
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Masetto (2000) traz uma contribuicdo expressiva para esta pesquisa, quando define
mediacdo pedagdgica e estabelece alguns principios basicos que ela deve conter, além de
registrar as suas limitacdes.

Quando se pretende criar atividades para um software educativo, € necessario que
essas atividades promovam a constru¢ao do conceito envolvido e aperfeicoem habilidades
através da troca com o objeto de estudo, criando, dessa forma, as estruturas cognitivas que
possibilitardo o desenvolvimento de competéncias e atitudes necessarias para a constru¢ao do
conhecimento.

De acordo com Oliveira, Costa ¢ Moreira (2001), o desenvolvimento de um software
educativo envolve uma multiplicidade de campos de conhecimento, necessitando, portanto, da
formacao de uma equipe multi e interdisciplinar, composta por:

Professores e peritos no conteido curricular a ser trabalhado no software,
especialistas em Informatica na Educagdo, planejadores de tela, profissionais da area
de programacdo e comunicagdo, além de docentes e alunos que irdo experimentar os
titulos produzidos. (OLIVEIRA; COSTA; MOREIRA, 2001, p.90).

Porém, também, conforme Oliveira, Costa e Moreira (2001, p.91), € possivel “que no
interior das escolas, quando se tratar da construg¢do de software de apoio ao desenvolvimento
de certos conteudos, esse tipo de trabalho possa envolver um niimero menor de profissionais”.

De acordo com os parametros tedricos apresentados, realizou-se um trabalho
investigativo, que ora se apresenta nesta dissertacdo. Nessa perspectiva, idealizou-se a criagdo
de atividades em um ambiente de programacao, com apoio de uma equipe, citada, a seguir, no
Capitulo 3.

Nao se teve a pretensao de desenvolver um software educativo em uma abordagem
mais completa, no que diz respeito aos aspectos envolvidos na producdo empresarial. O que
se pretendeu foi criar atividades em ambientes informatizados, que colaborem para o ensino e
a aprendizagem de Algebra Linear, tratando-se, entdo, de um software de apoio ao
desenvolvimento de certos conteudos.

Procurou-se, entdo, definir um ambiente de programagao, no qual foram desenvolvidas
atividades para o ensino e a aprendizagem de Base e Dimensdo de um Espago Vetorial.
Analisando-se as categorias de software educativos, que, segundo Oliveira, Costa ¢ Moreira
(2001), viabilizam a criagdo de ambientes enriquecidos de aprendizagem que, “por sua
interacdo com o usudrio, permite um melhor aproveitamento pedagdgico, podendo ser
utilizado numa perspectiva construtivista”, chegou-se, basicamente, a trés: Os Tutoriais, A

Simulagdo e Os Jogos Educacionais. (CAMPOS E GAIO, 1996, apud OLIVEIRA; COSTA;
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MOREIRA, 2001, p.78)

Como define Valente (1999, p.51), o Tutorial ¢ responsavel “por planejar € governar a
interagdo com o aluno” e “por gerar uma seqiiéncia de atividades pedagogicas capaz de
apresentar com sucesso determinado topico ao estudante”.

O Tutorial também promove uma série de recursos que podem auxiliar na aquisi¢ao de
conhecimentos, pois sao:

Programas que disponibilizam on-line recursos que por meio de comandos ou icones
possibilitam o acesso do usuario ao conteudo didatico com o qual esta operando e
que buscam garantir a ndo-passividade do aluno diante do software pela proposi¢io

de questdes as quais ele deve reagir ou responder. (OLIVEIRA; COSTA;
MOREIRA, 2001, p.78).

Os Tutoriais sdo softwares educativos que podem direcionar a elaboragdao de
atividades para compor um software de apoio para o ensino e a aprendizagem de Base e
Dimensao de um Espago Vetorial. Porém ¢ conveniente conhecer a sua limitagdo, a qual,
segundo Valente (1999):

[...] esta justamente na capacidade de verificar se a informacdo foi processada e,
portanto, se passou a ser conhecimento agregado aos esquemas mentais. Por
exemplo, ¢ dificil um tutorial ter condigdes de corrigir a solugdo de um problema
aberto com mais de um tipo de solugdo, em que o aprendiz pode exercitar sua

criatividade e explorar diferentes niveis de compreensdo de um conceito.
(VALENTE, 1999, p.90).

informagao

! resposta

Figura 1: Intera¢do Aprendiz-computador Mediado por um Sofiware Tipo Tutorial
Fonte: Valente, 1999, p.90.

Essa limitacdo pode ser amenizada por meio da mediagdo do professor, que devera
aferir se houve ou nao constru¢do de conhecimento e criar, segundo Valente (1999, p.90),
“situagoes para o aluno manipular as informagoes recebidas, de modo que elas possam ser
transformadas em conhecimento e esse conhecimento ser aplicado corretamente na resolug¢do
de problemas significativos para o aluno”, e que, devido as limitagdes apresentadas pelos

Tutoriais, “o professor tem que interagir mais com ele para auxilia-lo a compreender o que
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faz ou a processar a informagdo obtida, convertendo-a em conhecimento.”

Pelas razdes apresentadas, ¢ indispensavel que as atividades elaboradas para o ensino e
a aprendizagem de Base e Dimensdo de um Espaco Vetorial, na pesquisa que originou esta
dissertacdo, propiciem a interacdo do conteudo com o aluno e a mediagdo do professor, por
meio de questionamentos e levantamento de hipoteses, que podem ser averiguadas pelo aluno,
interagindo com o conteudo, quando aquele explora os recursos visuais do software e utiliza
simulagdes na criacdo de premissas, para uma posterior verificacao.

Nessa direcdo, para o desenvolvimento de atividades para o ensino de Base e
Dimensdo de um Espago Vetorial na pesquisa realizada, foram utilizados programas que
permitem o desenvolvimento de tutoriais, de maneira simplificada, para um usuario que nao
seja da area de programacao, denominado, segundo Oliveira, Costa e Moreira (2001, p.81),
Sistema de autoria. Esse sistema permite o desenvolvimento de sofiware educativo de
qualidade, pela diversidade de recursos que ‘“integram, de forma intuitiva e facil, texto,
imagem e som por meio de uma linguagem computacional de manipulac¢do de icones, links de
hipertexto e telas grdficas”, que também, “por darem acesso a recursos de video,
possibilitam a construgdo de software multimidia com muita facilidade.”

Uma caracteristica dos Sistemas de Autoria ¢ a existéncia de ambientes de
programacao que podem ter usudrios desprovidos de conhecimentos de informatica. Isto
possibilita a criagdo de atividades pelo proprio professor, que ¢ a pessoa mais indicada para
mediar o processo de produgdo de conhecimento. Esse profissional podera priorizar a
apresentacdo do contetido dentro dos Principios da concretizagcdo, da necessidade e da
generalizacdo, discutidos no capitulo anterior, agregando, dessa forma, nucleos de objetos que
dardo significados para o aluno dentro de um Campo Semaéntico por ele criado.

Dentre os Sistemas de Autoria existentes, o Flash Mx foi escolhido para que, em seu
ambiente de programacdo, fossem criadas atividades que favorecessem a construgdo do
conhecimento na area de Algebra linear, especificamente, Base e Dimensio de um Espaco
Vetorial. Essa escolha deve-se aos seus recursos e a facilidade de programacdo, que serdo

discutidos na proxima secao.

3.2 O sistema de autoria: Flash MX

A origem do Flash se deu por meio de softwares desenvolvidos para desenhos sem
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animacodes. O Apple 11, que foi o primeiro até chegar ao Flash, foi um software mais parecido
com o Paint, o qual possibilitava a criacdo de desenhos, porém sem o recurso de animacao.

Com o objetivo de desenvolver um sofiware que tivesse alguma interatividade e
animagdo, Jonathan Gay, em 1995, criou o Cellanimator, que era o Smartsketch, software
criado para melhorar a maneira de desenhar no computador, porém com animacao, € usava o
Java para renderizar um player de web, que logo em seguida passou a se chamar Future
Splash Animator, para, em 1996, com a fusdo da Macromedia com a FutureWave, receber o
nome de Flash 1.0.

O desenvolvimento e a comercializagdo do Flash foi feito pela Macromedia, empresa
especializada em desenvolvimento de programas que auxiliam o processo de criacdo de
paginas web, que atualmente foi adquirida pela Adobe System, fabricante de programas
conhecidos, como, por exemplo, o Photoshop.

O Flash Mx é uma ferramenta de autoria e edicdo de imagens vetoriais com animacao,
som ¢ interatividade, com um grande poder de processamento multimidia otimizados para a
publicagdo na internet. Seu contetido ¢ baseado em imagens vetoriais, 0 que permite a criagao
de efeitos avancados em arquivos bastante pequenos, pois as imagens vetoriais sdo geradas
por meio de calculos matematicos executados pelo computador, onde os arquivos que contém
essas imagens armazenam somente as formulas matematicas que representam formas, curvas
e cores, 0 que minimiza bastante o tamanho dos arquivos. Isso viabiliza a sua utilizacdo na
web, pois, devido a essa grande reducdo, os programas carregam bem mais rapidos.

Os conteudos produzidos em Flash podem ser: botdes; banners; jogos; formularios;
descanso de tela; interfaces de navegacao e sites.

O script ¢ a forma pela qual ¢ feita a comunicagdo com um programa. No Flash, o
ActionScript € a linguagem de criag@o de scripts; ele permite informar ao Flash o que deve ser
feito e perguntar o que esta acontecendo durante a execucao de um aplicativo. Devido a esse
fato, ¢ possivel adicionar interatividade por meio de comunicagdao entre os elementos dos
aplicativos desenvolvidos no Flash.

Devido a utilizacdo da linguagem de programacao ActionScript em seus aplicativos, o
Flash vai além de simples animagdes para uma ferramenta de desenvolvimento de aplicagdes
mais completas.

As seqiiéncias de animagao no Flash sao chamadas de “filmes”. Os filmes criados no
Flash podem incorporar interatividade, permitindo a entrada de dados pelo aluno, o que ¢
desejavel para a criacdo de atividades para o ensino e a aprendizagem de um conteudo,

podendo, ainda, interagir com outros aplicativos da Web.
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O ambiente de criacdo do Flash proporciona um conjunto completo de ferramentas
para a constru¢do de animacdes para serem disponibilizadas na Web, “e também para uso
offline, na cria¢do de apresentacoes interativas para CD/DVD-ROMs e multimidia em
geral.” (DAMASCENO, 2005, p.1). O Flash disponibiliza recursos para a importacao de
imagens de outros programas graficos, mas permite, também, por meio de suas ferramentas, a
criacdo de imagens e texto.

Sua capacidade de responder a entrada de dados do usudrio e iniciar paginas da Web
torna-o util na construcio dos elementos da interface do usuério, como barras de navegacao e
menus suspensos, facilitando, desse modo, a elaboracdo de atividades interativas, que podem
fazer do aluno o sujeito da acao.

No desenvolvimento de um aplicativo no Flash, procede-se, independentemente,
talvez da ordem, de acordo com as seguintes etapas basicas:

Decidir quais tarefas basicas o aplicativo ird executar.

Criar e importar elementos multimidia, tais como: imagens, video, som, texto, € assim
por diante.

Organizar os elementos que compordo os meios de comunicagao do usuario, sobre o
Estagio no cronograma, para definir quando e como eles aparecerdao no seu aplicativo.

Aplicar efeitos especiais aos elementos que fardo a comunicacao do usudrio, que lhe
parecer mais conveniente.

Escrever codigo ActionScript para controlar a forma como comportaram os elementos
dos meios de comunicag@o do usudrio, incluindo a forma como esses elementos responderam
as interagoes entre usuarios.

Teste do aplicativo para determinar se ele esta trabalhando como planejado e localizar
qualquer erro na sua construgao.

Publicar o seu arquivo FLA como um arquivo SWF, que pode ser exibido em uma

pagina da web e reproduzido com o Flash Player.
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4 O SOFTWARE DE APOIO AO ENSINO E 3 APRENDIZAGEM DE ALGEBRA
LINEAR

Nesta fase do trabalho, é apresentado e analisado o Software de Apoio ao Ensino e a
Aprendizagem de Algebra Linear, objeto desta pesquisa. A metodologia de ensino inserida
neste aplicativo serd explicitada; serdo feitas diversas conjeturas a respeito deste SOFTWARE
e serdo mostradas telas de acordo com a sua execucdo. As devidas conclusdes preliminares
sobre seu funcionamento também serdo formuladas.

Este trabalho trata da criacdo de um software de apoio ao ensino e a aprendizagem de
Base e Dimensao de um Espago Vetorial, ndo tendo como foco o estudo de sua utilizagao e a
conseqliente verificagdo da sua eficiéncia. No entanto, foi feita uma experimentagdo em uma
turma do 6° periodo de Licenciatura em Matematica para indica¢do, ou ndo, desse recurso
como auxiliar no processo de ensino e aprendizagem.

Para auxiliar no desenvolvimento do SOFTWARE, foram estipulados os seguintes
objetivos especificos:

Identificar, nos livros didaticos que tratam o conteido Base e Dimensdo dos
Subespacos Vetoriais do R", as diversas abordagens metodologicas adotadas.

Estudar o conteudo de Base e Dimensao dos Subespacos Vetoriais do R", para definir
estratégias metodologicas convenientes, a fim de elaborar atividades a serem implementadas
pelo SOFTWARE.

Estudar o Sistema de Autoria: Flash MX para verificar a sua potencialidade de
recursos visuais e interativos.

Utilizar o SOFTWARE em uma turma de Licenciatura em Matematica, para apontar a
sua viabilidade, ou ndo, como auxiliar no processo de ensino e aprendizagem do conteudo.

Deste modo, nesta pesquisa realiza-se o desenvolvimento de um software de apoio ao
ensino de Base ¢ Dimensao de um Espaco Vetorial, tendo como caracteristica a analise de
dados qualitativos em educagao.

A criacdo do SOFTWARE contou com a seguinte equipe de trabalho:

Orientador' - Dirigiu os estudos da pesquisa e acompanhou o desenvolvimento de todas as
atividades do SOFTWARE.

Pesquisador2 — Responsavel pela escolha do ambiente de programacdo, pelos

! Professor Dr. Jodo Bosco Laudares, titular do Departamento de Matematica e Estatistica da PUCMINAS.

% José Renato Fialho Rodrigues, Professor do Departamento de Matematica e Estatistica da PUCMINAS.
Leciona a disciplina de Algebra Linear no 6° periodo do Curso de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS
em Betim.
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conteudos a serem trabalhados no SOFTWARE, pela escolha da concepgdo teodrica de
aprendizagem, a qual norteou as atividades no SOFTWARE, pela elaboracdo das atividades e
pelo apoio matematico na elaboracdo das férmulas matematicas que compdem os codigos de
programagao (Anexo B).

Bolsista de Iniciacdo Cientifica — O projeto para criagdo do SOFTWARE de Apoio ao
Ensino e a Aprendizagem de Base e Dimensao de um Espaco Vetorial foi aprovado no
Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica — PIBIC/CNPq — da PUCMINAS,
resultando na contratagdo de um aluno3, como bolsista de iniciacdo cientifica, desta
instituicdo. Este aluno foi responsavel pelo layout das telas e pela programagdo da secdo
“Introdu¢do”. Esta se¢do contou, também, com a participacdo de um programador, o qual
realizou a programacdo das Atividades 1, 2 e o desenvolvimento da subse¢cdo Aplicacdo, que
serdo descritos neste capitulo, no topico 3.4 Descricao das Atividades Elaboradas no Flash
MX.

Programador4 — Responsavel pela programagao das Atividades em todas as secdes do
SOFTWARE. O pesquisador descrevia as atividades para o programador, que, entdo,
analisava a viabilidade da sua execu¢do no ambiente de programa¢do do Flash, para, em
seguida, solicitar ao pesquisador as formulas matematicas necessarias para a codificagdo do
programa.

Auxiliar de Pesquisa - Auxiliou o pesquisador autor desta dissertacdo. Assim, a
preparacdo das atividades para Avaliagdo do SOFTWARE desenvolvido nesta pesquisa, bem
como a apresentagao e a analise dos resultados do mesmo, tiveram a participagdo efetiva de
uma estudante5, a qual usou todo este material para elaboragao de seu Trabalho de Conclusado
de Curso.

Além dessa equipe, houve a participacao do setor de comunicacdo da PUCMINAS na
confec¢do do video apresentado no inicio do SOFTWARE, o qual teve como apresentadora

uma aluna6 do curso de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS em Betim.

3 Yuri Possa, aluno do 7° periodo do Curso de Sistemas de Informagdo da PUCMINAS em Betim. Apresentou
um projeto de monografia na disciplina Trabalho de Conclusdo de Curso sobre a utilizagdo do Sistema de
Autoria Flash para ensino e a aprendizagem de Matematica.

* William Francisco Gimenes, graduado em Desenho Industrial — Programagdo Visual pela UNESP —
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” , funciondrio do SERPRO — Servico Federal de
Processamento de Dados no cargo de Analista e na fun¢do de Programador Visual.

> Joyce Frade Machado, aluna do 8° periodo do Curso de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS em
Betim. Apresentou um Artigo como requisito parcial para aprovacdo na disciplina Trabalho de Conclusdo de
Curso orientada pela professora Dr Cristiane Neri Nobre do Instituto de Informatica da PUCMINAS e co-
orientada pela professora Carina Pinheiro Soares de Torres Alves do Departamento de Matematica e Estatistica
da PUCMINAS.

% Tais Gongalves Gadoni, aluna do 5° periodo do Curso de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS em
Betim.
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O SOFTWARE foi aplicado em uma turma na disciplina de Algebra Linear do curso
de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS em Betim, cujos resultados sdo apresentados

no Capitulo 4: Aplicagdo do Sofitware.

4.1 Conteudo matematico trabalhado no software

Aplicando uma metodologia que valoriza a riqueza da estrutura matematica envolvida
nos contetdos de Algebra Linear, sdo apresentados conceitos, teoremas e algoritmos que vao
se avolumando, fazendo com que os alunos se percam diante de tantas informacdes e
novidades.

Um fato evidenciado nas aulas de Algebra Linear deste pesquisador é que quando sio
apresentados alguns procedimentos para a obten¢do de determinados resultados, os alunos se
apropriam do processo quase que mecanicamente. Porém nota-se uma necessidade, por parte
do aluno, de entender as justificativas que validam o algoritmo. E neste momento, quando se
esta numa fase investigativa para o seu entendimento, que se tem a oportunidade de rever os
conteudos precedentes e reforcar o seu aprendizado.

Devido & experiéncia adquirida ao longo dos anos lecionando contetidos de Algebra
Linear, foi possivel identificar que o momento adequado para uma intervencao ¢ quando se
faz o estudo de Base e Dimensdo de um Espaco Vetorial. Nesta ocasido, podem-se reforcar os
conceitos de Espaco Vetorial, Subespago, Combinagao Linear, Independéncia Linear e validar
teoremas relacionados a esses conteudos.

Além disso, como ja relatado no capitulo 1, os contetidos Base ¢ Dimensdo de um
Espaco Vetorial apresentam dificuldades no ensino e aprendizagem, tanto em Universidades
brasileiras, quanto em Universidades de outros paises.

Por essas razdes, definiu-se o conteido: Base e Dimensao de um Espaco Vetorial, para
a elaboracdo de atividades criadas em um ambiente informatizado, que colaborem para o
ensino e a aprendizagem. Tem-se, entdo, o primeiro passo na dire¢do da criacdo de um

software.
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4.2 Definicao da concepc¢io tedrica de aprendizagem utilizada

Como a forma pela qual se fara a mediagdo do conteudo com o aluno ¢ a informatica,
por meio de um software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Base e Dimensao de um
Espaco Vetorial, foi necessario definir a concepcao teodrica de aprendizagem que permeou a
elaboracdo das atividades que compdem o SOFTWARE criado.

Para “que o aluno ndo seja levado a uma simples submissdo a esquemas
interpretativos, jda direcionada pelo programa ou simplesmente abandonado aos seus
proprios esquemas”, ¢ desejavel, para o desenvolvimento de um software educativo, que se
opte por uma abordagem construtivista (OLIVEIRA; COSTA; MOREIRA, 2001, p.117).

Uma maior discussdo que orientou para a escolha da concepcdo construtivista na
criacdo de atividades informatizadas foi feita no capitulo 2 desta pesquisa. Tem-se, entdo, o

segundo passo que orientou e permeou todo o trabalho de criagdo do SOFTWARE.

4.3 O Ambiente de programacio

Uma vez definido o conteudo e a concepgao tedrica a qual norteou a criacao das
atividades que auxiliam no ensino e na aprendizagem de Base e Dimensdo de um Espago
Vetorial, optou-se pelo Sistema de Autoria: Macromedia Flash®, como sendo o ambiente
informatizado onde foram criadas as atividades. Essa ferramenta cria um ambiente muito
propicio para o desenvolvimento de aplicagcdes em que o componente visual, além de textual,
pode priorizar a interagcdo entre software e usuario. Essa escolha deve-se ao fato de o Flash
possibilitar a integracdo de imagens sons e textos de uma maneira acessivel a um usuario que
ndo seja da area de informadtica, e por permitir a esse mesmo usuario a entrada de dados,
podendo estabelecer, desta maneira, uma interatividade entre o conteudo e o usudrio.

O programa Flash ¢ uma ferramenta capaz de criar animagdes bidimensionais e
tridimensionais interativas com a possibilidade de desenvolver aplicagdes relacionando
conteudos. Para tanto, dispde de um ambiente de programagdo que pode ser utilizado até
mesmo por quem nao ¢ programador.

Desse modo, o Flash ¢ um ambiente de programacdo que pode promover a criacdo de

um software capaz de auxiliar o ensino e a aprendizagem de Algebra Linear.
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Pelos recursos diversificados que apresenta essa ferramenta, o Flash foi escolhido
como ambiente computacional onde foi desenvolvido um Software de Apoio ao Ensino e a
Aprendizagem de Base e Dimensdao de um Espago Vetorial de uma maneira interativa,

buscando facilitar a sua aprendizagem.

4.4 Descricao das atividades elaboradas no Flash MX

E bom ressaltar que os recursos computacionais vém para agregar a uma série de
recursos didaticos que visem a facilitar a aprendizagem dos conceitos basicos de Algebra
Linear e suas aplicagdes, ndo sendo, portanto, algo que ird substituir o que j4 vem sendo feito
com sucesso em sala de aula. Dessa forma, apos a aplicacdo do Software de Apoio ao Ensino
e & Aprendizagem de Algebra Linear, ¢ necessario que se faga uma retomada do assunto em
sala de aula, para que se tenha um espaco onde se esclarecam pontos que ndo foram
totalmente entendidos pelo aluno, além de discutir as generalizagdes e trabalhar com
exercicios algébricos, visando a uma complementacdo para um efetivo aprendizado do
conteudo.

No desenvolvimento do SOFTWARE proposto, foi criada uma se¢do denominada
Introducdo, onde foram elaboradas atividades e aplicagdes referentes a Combinagdo Linear e
Independéncia Linear. Essa secdo foi criada para tratar dos assuntos que fundamentam as
defini¢des de Base e Dimensao de um Espaco Vetorial. Encontra-se, ainda, nessa se¢do, um
ambiente de programacgdo que possibilita a criacdo de um programa pelo aluno, o qual, pelo
grau de liberdade, pela interatividade e pela abertura que apresenta para a mediacdo do
professor, ¢ caracterizada como a principal atividade dessa secao.

Em seguida, sdo apresentadas as se¢oes Base e Dimensdo, que, de forma interativa,
visam a construgao desses conceitos.

Para a apropriacdo, por parte do aluno, do conceito de Base ¢ Dimensao de um Espaco

Vetorial, estabeleceu-se a seguinte estrutura para o desenvolvimento do SOFTWARE:
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Figura 2: Estrutura do sofiware.
Fonte: Elaborada pelo Pesquisador, 2008.

No SOFTWARE ¢ apresentada, inicialmente, uma tela, denominada menu de
navegacdo, onde, por meio de um video, ¢ feita uma introdu¢do dos contetidos a serem

trabalhados.
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Figura 3: Tela de Apresentagao
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
Selecionando a opgao “Introdug@o”, por meio do mouse, passa-se para a segunda tela,
onde ¢ apresentado um pequeno texto, que resume a introdugdo feita pelo video na tela
anterior, colocando-se a maneira como serdo tratados os assuntos iniciais que fundamentam os

conceitos de Base e Dimensdo.

Figura 4: Tela da Introdugao
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Clicando com o mouse sobre a op¢do “Combinagdo Linear”, ¢ apresentada a tela a

seguir, que enuncia como sera discutido esse assunto.

Figura 5: Tela da Combinagao Linear
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Na tela anterior, ¢ possivel iniciar o estudo de Combinagdo Linear, pela opg¢ao

“Problema”, que dé acesso a seguinte tela:

Q inseto

para atingir
andando.

Figura 6: Tela do Problema
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Procura-se, com essa situacdo, dar significado para o aluno buscar solugdes que
passardo a fundamentar novos conceitos, criando-se, dessa forma, um estimulo para a
construcdo do conhecimento. Por enquanto ndo ha uma ac¢do livre do sujeito para com o
objeto, mas existe uma situagcdo “real” na qual pode haver uma acomodagdo para uma
posterior assimilagdo, contribuindo, assim, para a elaboragdo das estruturas mentais,
responsaveis pela constru¢do do conhecimento.

Quando o aluno escolhe a op¢do “Voando”, uma tela se abre, mostrando a animacao
do percurso realizado pelo inseto para ir do ponto P ao ponto Q (Apéndice A.1). H4, nessa
atividade, a inten¢do de mostrar ao aluno que a solu¢do do problema, em termos geométricos,
¢ um segmento de reta orientado, com inicio no ponto P e final no ponto Q.

Apos essa verificagdo geométrica, o aluno retorna a tela anterior por meio do botdo
“Voltar”, situado no lado inferior esquerdo da tela. Ao retornar, a op¢do “Voando” estard
marcada, indicando que o aluno ja passou por ela.

Essa idéia sera complementada pela op¢do “Andando”, onde o aluno escolhera
caminhos diferentes para obter o mesmo deslocamento. Pretende-se usar a definicdo de
resultante, para construir o conceito de Combinacao Linear.

Clicando na opg¢do “Andando”, aparece uma tela que orienta o aluno com relagdo as
maneiras diferentes de solugdo do problema: Trés cantos e Quatro cantos (Apéndice A.2). E
solicitado ao aluno que encontre essas solugdes.

Nessa fase, de acordo com as possibilidades que o inseto tem para realizar o proposto,
0 objetivo ¢ que o aluno descubra quantos caminhos hé em cada caso e quais so eles.

Ao optar pelo modo “Trés Cantos”, ¢ apresentada a definicdo de segmento de reta
orientado que representa geometricamente um vetor para a situagdo descrita no problema e
uma alternativa algébrica para ele descobrir todos os caminhos possiveis, aliado a um recurso
de animagao ao lado.

Neste exercicio, procurou-se dar um estimulo, por meio da animacao e da simulagao,
para o aluno descobrir que, independente do caminho que o inseto percorra, o deslocamento
(resultante) € o mesmo e, dessa forma, tem-se que esse deslocamento € escrito como a soma

de dois outros deslocamentos, particularizando uma Combina¢ao Linear.
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Figura 7: Tela Trés Cantos
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

A cada simulagdo solicitada pelo aluno, ele pode observar pela animagdo o que esta
acontecendo e por meio do botdo “Matematicamente”, ele tem um modelo matematico para a
situacao (Apéndice A.3).

O aluno devera fazer seis simulagdes, verificando que em todas, o deslocamento

realizado pelo inseto € sempre o segmento orientado PQ.

O objetivo, nesta atividade, ¢ levar o aluno a escrever um vetor como a soma de outros
dois vetores, particularizando, desse modo, um caso de Combina¢ao Linear. Nesta atividade,
ha uma condugdo do aluno para encontrar resultados, mas existe, também, um espago para a
sua reflexao na medida em que ele faz a sua escolha para atingir o proposto, analisando-a por
meio de um recurso visual.

Os recursos visuais utilizados para o aluno realizar as suas andlises sdo de dois tipos:
“Real” e “Matematico”. No primeiro, existe uma animagao onde o inseto percorre as opgdes
solicitadas pelo aluno, simuladas em uma sala de estar de uma residéncia; e o segundo, as
mesmas simulagdes realizadas no primeiro recurso sdo apresentadas em um paralelepipedo
com trés arestas adjacentes, coincidindo com os lados positivos dos eixos cartesianos de um
Sistemas de Coordenadas do R*, onde cada dois cantos percorridos pelo inseto é
representado, geometricamente, por um segmento de reta orientado.

Clicando no botao “Conclusdes”, ¢ apresentada uma tela na qual o aluno respondera a
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algumas perguntas com relacao ao problema trabalhado por ele (Apéndice A.4).

O objetivo deste exercicio ¢ fixar a idéia de que o vetor resultante, neste caso, pode ser
escrito como a soma de dois outros vetores. Esse conceito auxiliara na definicdo de
Combinacao Linear.

Ainda neste exercicio, pode-se trabalhar com um possivel erro do aluno, por meio de
animacodes, as quais ele tera acesso, em caso de erro, clicando dentro da sala e observando-a
para buscar uma acomodacao e uma posterior assimilagdo do conhecimento.

Clicando no botdo “Defini¢do”, ¢ apresentada a definicdo do conceito que foi
trabalhado (Apéndice A.5).

Nesta tela, ainda sdo feitas algumas perguntas com relagdo ao conceito, para
verifica¢cdo da aprendizagem.

O erro do aluno, nesta atividade, ¢ trabalhado como no exercicio anterior, ou seja, se
necessario, o aluno pode acessar a tela anterior para observar todas as simulagdes feitas por
ele, automaticamente, clicando dentro da sala.

Ap6s finalizar as atividades, pode-se passar para a proxima fase, clicando no botdo
“Proxima Fase”, a qual trabalhard o mesmo problema, porém, utilizando os Quatro Cantos da
sala. As telas s3o semelhantes as apresentadas em Trés Cantos. A diferenca é que o conceito
de Combinagdo Linear ¢ estudado por meio do vetor resultante, como a soma de trés outros
vetores (Apéndice A.6, A.7, A.8 e A.9).

Nesta primeira subsecdo do assunto Combina¢do Linear, o objetivo € construir a sua
definicdo, utilizando simulagdes para duas situagdes particulares: um vetor escrito como a
soma de dois outros vetores e depois escrito como a soma de trés outros vetores. Esse
conteudo ainda ¢ tratado em mais trés subsegdes: Atividades; Aplicacdes e Programacgao.

Essas subsecdes podem ser acessadas apos clicar no botdo: Proxima Fase da ultima
tela da Subsec¢do: Quatro Cantos. Quando isso ¢ feito, a op¢ao “Problema” recebe uma marca,
indicando ao aluno que ele ja passou por essa subse¢do, podendo, entdo, numa ordem natural,
acessar a subsecao “Atividade”, a qual lhe dara acesso a duas outras atividades: Atividade 1-
Paralelogramo e Atividade 2 - Paralelepipedo.

Na Atividade 1: Paralelogramo, o aluno, com o mouse, arrasta a extremidade de uma
das diagonais de um paralelogramo para obter um vetor v como a Combinagdo Linear de

outros dois vetores Vv, e v, , que sdo os lados adjacentes desse paralelogramo. Em seguida, sdo

feitas cinco perguntas com relagdo ao vetor v criado pelo aluno.

Nesta atividade, o aluno tem um grau de liberdade bastante elevado no que diz
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respeito a escolha do vetor v que ¢ construido, geometricamente, como Combinagdo Linear
de outros dois vetores.

Até entdo, ha um apego geométrico para a constru¢ao do conceito de Combinagao
Linear.

E explorada, no exercicio 1, a multiplicidade do vetor v,, na medida em que o aluno

interage com o SOFTWARE, criando varias situagdes para o vetor v .

Atividade 1: Vetor como Combinagao Linear de dois outros vetores

Com o mouse, arraste a
De acordo com o

1) O valorde cq1 &

a) menor do que zero
b) igual a zero

c) entre zero e um

d) igual a um

&) maior que um

000060

Figura 8: Tela do Paralelogramo 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Analogamente, no exercicio 2, ¢ explorada a multiplicidade do vetor v, (Apéndice

A.10).

Para essas duas questdes, independentemente do vetor V criado pelo aluno, existe um
programa que verifica se a resposta estd correta. A inten¢do desta atividade ndo ¢ encontrar o
valor exato de ¢, e c¢,, mas a de entender o significado geométrico da definicdo de
multiplicagdo de um vetor por um escalar, utilizando o recurso geométrico para associar o
conceito dessa definicdo com o fato de o resultado desta operacdo prolongar, comprimir ou
mudar de sentido o novo vetor determinado.

Pode-se, nesta atividade, levar o aluno a descobrir que qualquer vetor do plano pode

ser escrito como Combinagdo Linear de dois outros vetores v, e Vv, apropriados. Para tanto,
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cabe, neste momento, a mediagdo do professor, que devera orientar o aluno para que ele
explore bem as op¢des desses exercicios.

No exercicio 3, o aluno cria um vetor v de acordo com as orientacdes do enunciado
do exercicio, e constata que, para qualquer vetor v criado, ele ¢ uma Combinagdo Linear dos

vetores v, e V,. Neste momento, pode -se reforcar a idéia de que dois vetores apropriados

podem gerar qualquer vetor do plano, dando inicio a constru¢do da defini¢do de Conjunto
Gerador (Apéndice A.11).

Fazendo o vetor v coincidir com o vetor v, e depois com o vetor Vv, , respectivamente,

nos exercicios 4 ¢ 5, buscam-se situagdes particulares para verificagdo da aquisicdo do
conceito de Combinacdo Linear, associando a parte algébrica com a geométrica (Apéndice
A.12 e A.13).

Em todos os exercicios da atividade Paralelogramo, pode-se trabalhar com o erro,
fazendo analise do recurso geométrico.

No ultimo exercicio, o de n° 5, ao clicar no botdo “Proxima Fase”, volta-se a tela das
opcgdes que trabalha o assunto Combinacdo Linear (Figura 5). Clicando na Atividade 2:

Paralelepipedo, tem-se uma situagdo analoga a da Atividade 1: Paralelogramo, porém,

trabalhando no R*:

Atividade 2: Vetor como Combinacao Linear de trés outros vetores

Figura 9: Tela do Paralelepipedo 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.



62

J4

O exercicio 1, desta Atividade, ¢ analogo ao exercicio 1 da Atividade 1:
Paralelogramo. Porém, nesse caso, o conceito de Combinagao Linear ¢ estendido para trés
vetores. O mesmo acontece para os exercicios de 2 a 5 (Apéndice A.14, A.15, A.16 e A.17).

Devido ao fato de trabalhar no R’, pode-se explorar situagdes novas, diferentes das
apresentadas nos exercicios da Atividade 1. O exercicio 6 ¢ um desses casos, no qual ¢ pedido
para o aluno determinar, geometricamente, o vetor v como a diagonal da face do

paralelepipedo, cujos lados adjacentes sdo os vetores Vv, ¢ v,. Em seguida, pede-se para

escrevé-lo como Combinagao Linear desses vetores. Neste exercicio, existe um espago para o
professor propor questdes que levem a novas descobertas, podendo, dessa forma, estimular o
aluno a explorar outras situagdes (Apéndice A.18).

O objetivo deste exercicio ¢ fazer com que o aluno perceba que, mesmo trabalhando
com trés vetores, para se escrever um vetor arbitrario v como Combinacdo Linear de trés

outros vetores particulares v,,v, € v;, pode ndo ser necessario utilizar algum deles.

No exercicio 7, encontra-se uma reafirmagao conceitual da situacdo apresentada na
secdo “Problema”, na qual um inseto deveria sair de um canto de uma sala e chegar ao canto
diametralmente oposto. Porém, neste exercicio, ¢ apresentado um modelo matematico dessa
situagdo de uma forma genérica, pois a diagonal do paralelepipedo (vetor v) ¢ de livre

escolha do aluno.

Atividade 2: Vetor como Combinagao Linear de trés outros vetores

Figura 10: Tela do Paralelepipedo 7
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Tem-se como objetivo, neste exercicio, fazer com que o aluno extrapole a idéia dada
pelo deslocamento final do inseto como sendo uma Combinagdo Linear cujas constantes que
multiplicavam os vetores deslocamentos determinados por dois cantos eram iguais a um, para
uma generalizagdo do conceito de Combinacdo Linear cujas constantes que multiplicam os
vetores podem assumir qualquer valor no conjunto dos nimeros reais.

Neste ponto, espera-se que o aluno tenha assimilado o conceito de Combinagao
Linear, o qual serd consolidado por meio de uma aplicagdo, tema da proxima subsegdo, a ser
acessada ao clicar no botdo “Retornar”, situado no canto inferior esquerdo da tela do exercicio
7. Dessa forma, o Aplicativo retorna a tela de opgdes que trabalha o assunto Combinagao
Linear (Figura 5).

Ao clicar na subsecdo “Aplicacdo” do assunto Combinacdo Linear, acessa-se a tela

que trabalha a aplicacdo denominada Cubo de Cores.

Aplicagdo: Cubo de Cores

Arraste,
re

Figura 11: Tela Cubo de Cores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Na Aplicacdo: Cubo de Cores, ¢ apresentado um cubo, em que as (trés) arestas
adjacentes representam as cores: azul, verde e vermelho. O cubo ¢ posicionado em um
Sistema de Coordenadas Cartesianas de tal forma que a aresta que representa a cor azul esta
situada no eixo x, a aresta que representa a cor verde esta situada no eixo y e a aresta que
representa a cor vermelha esté situada em cima do eixo z.

Nesta aplicagdo, ¢ mostrado como o conceito de Combinagao Linear pode ser utilizado



64

no Modelo de Cores RGB (Red - Vermelho; Green - Verde e Blue - Azul), as quais s@o
denominadas cores primarias, que ddo origem as cores das telas de monitores de

computadores, por meio de agrupamento de porcentagens dessas cores.
Assim, representando as cores primarias pelos vetores: b =(1,0,0): Azul Puro;

g =(0,1,0): Verde Puro e 7 =(0,0,1): Vermelho Puro, tem-se que o conjunto de todas as

cores € o Cubo de Cores RGB, onde cada vetor cor ¢, neste cubo, ¢ uma Combina¢ao Linear
daforma: ¢ =¢,b+c,g+c,r.

Espera-se com essa atividade trazer elementos concretos para a compreensdo do
conceito de Combinagao Linear.

Esse fato podera ser verificado na proxima subse¢ao “Programacao", que consiste num

ambiente de programag¢ado, onde o aluno ¢ solicitado a desenvolver um programa que escreva

um vetor v qualquer do R* como Combinagio Linear de dois outros vetores arbitrarios v, e

V,, também do R”.

Programacao

Figura 12: Tela Programacéo 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Sdo disponibilizados para o aluno diversos comandos que possibilitardio o
desenvolvimento do programa solicitado, porém, propositalmente, ndo ha nenhuma orientagao
de como fazé-lo.

O objetivo nesta etapa ¢ fazer com que o aluno coloque em pratica todo o
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conhecimento que adquiriu estudando Combinagdo Linear. Isso poderd ser verificado na
montagem da equagdo descrita pelo aluno, a qual devera escrever um vetor como Combinagao
Linear de outros dois vetores (Figura 12), na nomeac¢do das varidveis (Apéndice A.19) e na
maneira pela qual o aluno ird “ensinar” o computador a resolver esse problema (Apéndice
A.20). Para realizacdo dessas etapas, serdo utilizados: resolugdo de sistemas, determinantes e
Regra de Cramer, portanto, revisando, relacionando e fixando diversos contetidos.

Na ultima tela da subsecdo “Programacdo”, ¢ disponibilizado o programa feito pelo
aluno para que ele possa testa-lo (Apéndice A.21). Ao validar o seu programa, o aluno podera
dar prosseguimento aos seus estudos, retornando, por meio do botdo situado a esquerda desta
tela, a tela que da as opgdes de trabalho da se¢@o Introdugao (Figura 4).

Optando, agora, pela subsecdo “Independéncia Linear”, ¢ apresentada a seguinte tela:

problemas ¢
de progra

Figura 13: Independéncia Linear
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Essa tela informa como serd discutido o assunto Independéncia Linear, além de dar
acesso as duas maneiras pelas quais esse assunto sera tratado.

Ao posicionar o mouse no botdo “Problema”, aparecem as opgdes 1 e 2 . Acessando a
opcdo 1: O Vetor Nulo como Combinacdo Linear de Dois Vetores, ¢ colocada ao aluno uma
questdo a qual ele deverd responder, usando um recurso geométrico, disponibilizado nesta

tela.
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Figura 14: Independéncia Linear
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

O objetivo desta atividade ¢ possibilitar, por meio da analise geométrica, que a questao
seja respondida corretamente pelo aluno. Dessa forma, ¢ criada uma conjectura que, a
principio, ele validou devido a utilizagdo de um recurso geométrico dinamico, que
possibilitou que ele transformasse o vetor v no vetor nulo, podendo, desse modo,

geometricamente, verificar o que aconteceu com as constantes ¢, € ¢, . E importante observar

que, neste momento, comega a ser preparado todo um caminho para ligar o conceito de dois
vetores linearmente independentes, com o fato de eles ndo serem colineares.

Clicando no botdo “Conjectura”, ¢ proposto ao aluno que ele monte uma conjectura
com base nos resultados obtidos na tela anterior. Para tanto, ele disponibilizard de varias
palavras as quais ele deve arrastar com o mouse e colocar em um lugar apropriado, na ordem
correta, de modo a formar a conjectura proposta. Estando correta a conjectura, € solicitado ao
aluno que ele monte, agora, a hipdtese e, em seguida, a tese dessa conjectura (Apéndice
A.22).

Esta tarefa tem como objetivo fixar a idéia de que o vetor nulo escrito como
Combinacao Linear de dois outros vetores, implica nas constantes que multiplicam esses
vetores serem iguais a zero, se esses vetores ndo forem colineares.

Essa idéia é refor¢ada, apos o aluno clicar no botdo “Demonstragdo”, passando para

uma nova tela, onde existem botdes os quais permitem que o aluno transporte para essa tela a
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conjectura, a hipdtese e a tese, para, em seguida, comecar a fazer a demonstracdo
algebricamente (Apéndice A.23).

O objetivo desta atividade ¢ confirmar a conjectura elaborada pelo aluno e validada
geometricamente por ele, preparando-o para a definicdo de Conjunto Linearmente
Independente e, um pouco mais a frente, facilitando o entendimento da necessidade desse
conceito na definicdo de Base de um Espaco Vetorial.

Em seguida, clicando no botdo definicdo, ¢ apresentada, em outra tela, a definicao de
um Conjunto de dois vetores linearmente independentes (Apéndice A.24).

Nesta ultima tela, no canto inferior direito, existe um botdo “Préoxima fase”, o qual
retorna para a tela das opcgdes de trabalho do assunto Independéncia Linear. (Figura 13).
Acessando a opg¢do 2: O Vetor Nulo como Combina¢do Linear de Trés Vetores, ¢ colocada
para o aluno uma situacdo andloga a apresentada na opc¢ao 1, porém trabalhando, agora, no
R’ (Apéndices A.25, A.26, A.27 e A.28).

O objetivo € o mesmo da op¢ao 1, resguardando que, neste momento, trabalhando com
trés vetores, a condigdo geométrica para atender a proposi¢do ¢ que eles ndo sejam
coplanares.

Clicando no botao “Préoxima fase” da ultima tela desta tarefa, retorna-se a tela das
opcdes de trabalho do assunto Independéncia Linear (Figura 13), na qual resta a opgao
“Programagao” para ser acessada.

Acessando a opcdo “Programagdao” da Independéncia Linear, ¢ encontrada uma
situacdo bem proxima da programac¢do da Combinagdo Linear. A diferenca ¢ que o programa
solicitado refere-se a Combinagdo Linear de dois vetores, resultando no vetor nulo. Espera-se,
neste ponto, que o aluno esteja preparado para realizar o programa solicitado, no que diz
respeito a conceituacdo de Independéncia Linear.

Desta vez, o objetivo ¢ verificar se o aluno adquiriu o conceito de Independéncia
Linear, uma vez que, agora, ¢ ele que passa a ensinar o computador a verificar quando um
conjunto de dois vetores ¢ Linearmente Independente (Apéndices A.29, A.30 e A.31).

Percorrido esse caminho, termina aqui a primeira se¢do intitulada “Introdu¢ao”, onde
sdo trabalhados os conceitos de Combina¢do Linear e Independéncia Linear, os quais
fundamentam as defini¢cdes de Base e Dimensdo de um Espago Vetorial.

Voltando a tela de “Apresentacdo” (Figura 3), pode-se passar para a proxima se¢ao

denominada “Base”, clicando o botdo correspondente, onde ¢ apresentada a seguinte tela:
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seguintes

Conjunto G

R gera o R7
Combinacio

implica que

Figura 15: Base
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Nessa tela, ¢ enunciado como ¢ tratado o conceito de base, enfatizando as defini¢cdes
que fundamentaram, no SOFTWARE, este conceito. A esquerda da tela, encontram-se os
botdes que acessam as subseg¢des que trabalham o conceito de base: Atividade 1 e 2 ¢
Programacgao.

Acessando a Atividade 1: O Espago Vetorial W ={xe R/y =ax}, é solicitado ao

aluno que atribua um valor para a, determinando, desse modo, uma reta que passa pela
origem. Em seguida, pede-se que ele determine dois vetores quaisquer pertencentes a W,
clicando, com o mouse, sobre a reta. Além da representacdo geométrica ¢ dado, logo abaixo

do plano cartesiano, a representacdo algébrica desses vetores.
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Figura 16: Base — Atividade 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Pela interatividade apresentada nessa tela, na medida em que o aluno pode representar
uma infinidade de retas que passam pela origem, o objetivo € levar o aluno a descobrir as
regularidades que apresentam todas elas, no que diz respeito aos Conjuntos Geradores e aos
Conjuntos Linearmente Independentes, fundamentando, desse modo, o conceito de base para
esses tipos de Espacos Vetoriais.

Para atingir esse objetivo, foram elaborados oito exercicios, que trabalham os
conceitos de Conjuntos Geradores ¢ Conjuntos Linearmente Independentes de W, utilizando
duas abordagens diferentes: geométrica e algébrica.

A seguir, ¢ feita uma descricdo desses exercicios, pontuando o objetivo que se
pretende com cada um deles:

Exercicio 1: Analisando, geometricamente, verifique se S, = {171,\72} gera W.
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Figura 17: Base — Exercicio 1 da Atividade 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Além de verificar se §, = {\71,172} gera W, ¢ preciso justificar essa afirmagdo. O
objetivo €, por meio do recurso grafico disponibilizado na tela, ao lado desse exercicio, levar
o aluno a reflex@o do conceito envolvido.

Exercicio 2: Utilize o programa desenvolvido por vocé no exercicio de Programagao
da subse¢do Combinagao Linear, para verificar se S, = {\71 ,172} gera W (Apéndice A.32).

O Programa que o aluno desenvolveu na subsecdo Combinacdo Linear determina as

constantes ¢, e c, utilizadas na equagdo que escreve um vetor como Combinagdo Linear de
dois outros vetores: v = c,v, +¢,V, . Utilizando os vetores v, e v, que ele determinou na reta,
deverdo ser feitas diversas simulagdes variando o vetor v e W, para que se chegue a
conclusdo, empiricamente, de que S, gera W. O objetivo € fazer com que o aluno interprete
as solucdes dadas pelo seu programa, além de associar o conceito de Combinagdo Linear com
o de Conjunto Gerador.

Exercicio 3: Analisando, geometricamente, podemos afirmar que S, = {171 ,\72} é:

Linearmente Independente, pois gera o vetor nulo.

Linearmente Independente, pois v, e v, sdo coplanares.

Linearmente Independente, pois v, e v, sdo colineares.
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Linearmente Dependente, pois v, e v, sdo colineares.

Linearmente Dependente, pois gera o vetor nulo. (Apéndice A.33).

Assim como o Exercicio 1 analisa, geometricamente, se S, gera o Espaco Vetorial W,
agora a analise, também geométrica, ¢ para verificar se S ¢ Linearmente Independente.
Juntando as respostas dos Exercicios 1 e 3, € possivel determinar se S, = {171,\72} ¢ uma base
para W.

O objetivo, neste exercicio, ¢ associar o conceito de Linearmente Independente com o
conceito de vetores ndo colineares, o que € possivel, uma vez que o conjunto S, possui dois
vetores, permitindo, desta forma, tirar uma conclusio pela observagdo geométrica.

Exercicio 4: Utilize o programa desenvolvido por vocé no exercicio de Programacao
da subsecdo Independéncia Linear, para verificar se S, = {¥,, 7, } ¢ Linearmente Independente
ou Dependente (Apéndice A.34).

Assim como o Exercicio 2, em que ¢ utilizado um programa desenvolvido pelo aluno
na subse¢do Combinag¢do Linear, o Exercicio 4 pede que ele utilize outro programa
desenvolvido também por ele, porém na subsecao Independéncia Linear, no qual se verifica se
dois vetores sdo Linearmente Independentes. Neste exercicio, basta o aluno utilizar os vetores
v, e v, que ele determinou na reta, para que o programa calcule os valores de ¢, e c,da
equacao 0= ¢, v, +c,v,. Espera-se, com 1sso, que o aluno interprete a solugdo dada pelo seu
programa, de modo a optar pela resposta correta, nas alternativas dadas, analisando as
justificativas. Isso podera consolidar o conceito de Independéncia Linear trabalhado na secao
anterior.

Até o Exercicio 4 foram trabalhados os conceitos de Conjunto Gerador ¢ Conjunto
Linearmente Independente para o conjunto S, = {\71,\72}. Esse trabalho foi feito de acordo
com duas abordagens distintas: Geométrica e Algebricamente. Além de serem reforgados
esses conceitos, tem-se a intengdo de preparar o caminho para a definicdo de Base de um
Espaco Vetorial, uma vez que essa defini¢ao utilizara esses conceitos.

Os Exercicios 5 € 6 trabalham com o conjunto §, = {\71}. Desse modo, a abordagem
utilizada € a geométrica, uma vez que os programas desenvolvidos pelo aluno nas subsegoes
de Combinagdo Linear e Independéncia Linear sdo para conjuntos com dois vetores, nao

possibilitando a sua utilizagdo, como foram os casos dos Exercicios 2 e 4 para o conjunto

S, :{‘719‘72}'



72

Exercicio 5:  Analisando, geometricamente, verifique se S, = {171 } gera W (Apéndice
A.35).

Exercicio 6:  Analisando, geometricamente, podemos afirmar que S, = {17 } ¢:

Linearmente Independente, pois gera o vetor nulo.

Linearmente Independente, pois ¢,, =0, entdo ¢, =0.

Linearmente Dependente, pois ndo gera o vetor nulo.

Linearmente Dependente, pois se ¢,v, = 0, ¢, #0.

Linearmente Dependente, pois nio gera qualquer vetor de R*. (Apéndice A.36).

Verifica-se, pelo enunciado, que os Exercicios 5 e 6 sdo andlogos aos Exercicios 1 e 3,
porém o conjunto S, possui, agora, somente um vetor. O objetivo desses dois exercicios €

reforcar os conceitos de Conjunto Gerador, associado a multiplicidade de vetor, e de Conjunto
Linearmente Independente, associado a colinearidade, por meio do recurso geométrico
disponibilizado neles.

O Exercicio 7 faz uma retomada dos conceitos trabalhados nos Exercicios anteriores.

Exercicio 2: Utilize
no exercicio de.

Exercicio 5: Analis:
8= {v1} gera W.

afirmar que 81={

b Linearmente Ir
entaocl =10.

Figura 18: Base — Exercicio 7
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Do lado direito da tela desse exercicio, sdo colocados todos os enunciados dos

exercicios anteriores, para que o aluno possa relembra-los sem ter de sair dessa tela. Quando
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cada um desses exercicios ¢ clicado com o mouse, aparece no canto inferior abaixo a sua
resposta, caso ele tenha sido respondido pelo aluno; caso contrario, surge uma mensagem
avisando que ele ainda ndo respondeu a esse exercicio.

O objetivo deste exercicio ¢ levar o aluno a concluir que o menor conjunto que gera o
Espaco Vetorial W ¢ Linearmente Independente.

A Atividade 1 ¢ finalizada com o Exercicio 8.

Exercicio 8: Analise a defini¢do informal de Base de um Espago Vetorial, ao lado, e
responda: Quais sdo os dois conceitos de Algebra Linear, trabalhados nessa segdo, utilizados

na defini¢do? (Figura 19).

Figura 19: Base — Definigéo
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Além de apresentar uma definicdo informal de Base de um Espago Vetorial, ¢ pedido
para o aluno analisa-la e responder quais sdo os conceitos de Algebra Linear trabalhados na
se¢do Base e utilizados na defini¢ao.

Na definicdo de Base apresentada, ¢ dito que para um conjunto B ser Base de um
Espaco Vetorial V, € necessario que esse conjunto atenda as seguintes condigdes:

Qualquer vetor v € V pode ser escrito como Combinagdo Linear dos vetores de B. O
aluno devera associar esta condi¢do com o conceito de Conjunto Gerador;

O Conjunto B terd que ser o menor conjunto que atende a condicao (i). Essa condigdo

devera ser associada ao conceito de Conjunto Linearmente Independente.
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Em todos os exercicios da Atividade 1, procurou-se enfatizar os conceitos de Conjunto
Gerador e Conjunto Linearmente Independente como norteadores para a definicdo de Base de
um Espaco Vetorial.

Essa idéia ¢ reforcada nos exercicios da Atividade 2, que podem ser acessados ao
retornar a tela da se¢do Base (Figura 15).

Clicando na opgdo Atividade 2, ¢ apresentada a tela a seguir, que trabalha com o

Espago Vetorial R>.

Figura 20: Base — Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Nessa tela, o aluno tem a liberdade de clicar, com o mouse, em qualquer ponto do

Espago Vetorial R, para determinar, geometricamente, trés vetores v, v, e v, quaisquer,

que sdo descritos logo abaixo, por meio de suas componentes. Apds ser determinado o
terceiro vetor, aparece, automaticamente, o resultante dos dois primeiros, o qual pode ser
deslocado, com o mouse, para qualquer ponto do R’, alterando o paralelogramo cujos lados
adjacentes sdo, inicialmente, os vetores Vv, e v,, passando a ser, agora, multiplos desses
vetores.

Nos nove exercicios trabalhados nessa atividade, busca-se, como na Atividade 1,
trabalhar os conceitos de Conjunto Gerador e Conjunto Linearmente Independente.

Os exercicios sdo similares aos exercicios da Atividade 1, com a particularidade que
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os exercicios 1 ¢ 2 da Atividade 2 trabalham com o conjunto S, = {V,,¥,,V,}, ¢ o Espago

J4

Vetorial analisado em todos os exercicios ¢ o R”. Dessa forma, todos os exercicios
apresentam objetivos analogos aos da Atividade 1, cujos enunciados sdo apresentados a
seguir:

;s . . . . I 2
Exercicio 1: Analisando, geometricamente, verifique se S; = {,,v,,v,} gera R>.

Figura 21: Base — Exercicio 1 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Exercicio 2:  Analisando, geometricamente, podemos afirmar que S, = {,,7,,7,} é:
(Apéndice A.37).

Exercicio 3: Analisando, geometricamente, verifique se S, ={,v,} gera R’
(Apéndice A.38).

Exercicio 4: Utilize o programa desenvolvido por vocé no exercicio de Programagao

da subse¢do Combinagdo Linear para verificar se S, = {171 ,\72} gera R* (Figura 22).
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Figura 22: Base — Exercicio 4 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Exercicio 5:  Analisando, geometricamente, podemos afirmar que S, = {V,,7,} é
(Apéndice A.39).

Exercicio 6: Utilize o programa desenvolvido por vocé no exercicio de Programagao
da Secdo Independéncia Linear, para verificar se S, = {171 ,172} ¢ Linearmente Independente ou
Dependente (Apéndice A.40).

Exercicio 7: Analisando, geometricamente, verifique se S, = {\71} gera R* (Apéndice

A4,

J4

Exercicio 8: Analisando, geometricamente, podemos afirmar que S, = {\71} é:
(Apéndice A.42).

Exercicio 9: Com relagdo aos exercicios anteriores, ao lado, qual ¢ a caracteristica que
distingue o menor conjunto que gera o Espago Vetorial R*? (Apéndice A.43).

A Atividade 2 ¢ encerrada com o exercicio 9, o qual permite retornar a secdo Base
(Figura 15), por meio do botao “Voltar” situado no canto inferior esquerdo da tela.

Nas duas Atividades 1 e 2 da se¢do Base, sdo analisados varios conjuntos que geram
os Espagos Vetoriais W = {x eER/y= ax} e R?, e é evidenciado que o menor conjunto que
gera cada um desses Espagos ¢ Linearmente Independente. Com esse estudo, tem-se toda uma

preparacdo para a defini¢do de Base de um Espago Vetorial.
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Portanto, espera-se que o aluno, com o nticleo de objetos trabalhados na se¢do Base,

tais como: retas que passam pela origem, vetores no R’, vetores colineares e vetores
coplanares, crie um significado particular para o conceito de Base de um Espaco Vetorial,
percebendo o que acarreta a falta de cada uma dessas condi¢des em um conjunto que devera
ser Base de um Espaco.

Terminados os trabalhos com a se¢do Base, clica-se no botdo de retornar para acessar
a tela “Introdu¢@o” (Figura 3). Pode-se, agora, clicar na op¢do 3 “Dimensdo” para trabalhar
esse conteudo.

Acessando a tltima se¢do denominada Dimensao, ¢ apresentada a seguinte tela:

Dimenséio

Para apresa'
Dimensdo de
duas Atividade:
definigdo e u
para a verific

Figura 23: Dimensdo — Apresentagao
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Nessa tela, ¢ enunciado que a se¢do Dimensdo sera trabalhada por meio de duas
atividades que dardo suporte a defini¢do de Dimensdo, e um exercicio de “Programagao”, o
qual verificara o entendimento do conceito.

Optando pela Atividade 1, acessa-se uma tela onde, inicialmente, sdo dadas algumas
instrucdes para determinar um vetor , geometricamente, na area reservada ao recurso
geométrico que trabalha o Espago Vetorial R*. Em seguida, é solicitado ao aluno que

determine dois vetores v, e v,, de modo que o conjunto B formado por esses dois vetores seja

uma Base para esse Espaco. E, também, pedido ao aluno para determinar um terceiro vetor v,
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, de modo que se tenha um conjunto S formado por esses trés vetores.

Ao determinar o segundo vetor v,, aparece, na representacdo geométrica, o resultante
de v, e v,. Além dessa representacdo, sdo dadas, logo abaixo do grafico, as representacdes
algébricas desses vetores, juntamente com a informagao de que o conjunto B formado ¢, ou
ndo, uma Base de R’ (Apéndice 44).

Depois de determinados os conjuntos B = {i,,¥,} e S = {¥,,¥,,7,}, o aluno, por meio

do botdo “Exercicio”, pode iniciar a tarefa dada pela seguinte tela:

Figura 24: Dimensdo — Exercicio da Atividade 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Neste exercicio, a partir de uma simulagdo geométrica, o aluno devera chegar a

conclusdo de que o conjunto § = {171 2V, ,173} ¢ Linearmente Dependente e, portanto, ndo ¢ uma

Base de R’, o que o leva a completar a seguinte conjectura: um conjunto S com mais de dois
vetores ndo é base de R”.

O objetivo da Atividade 1 ¢ levar o aluno a trabalhar o conceito de Base de um Espaco
Vetorial, por meio de sua definicdo e com a utilizagdo da representagdo geométrica desse
Espaco. Pretende-se, com essa atividade, encontrar alguma regularidade com relacdo a Base
de um Espaco Vetorial. Neste caso, o Espago Vetorial trabalhado ¢ o R*, e a regularidade que

devera ser observada ¢ a de que um conjunto com mais de dois vetores nio ¢ base de R”.
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Retornando a tela da se¢do Dimensao (Figura 23) e clicando no botdo Atividade 2, ¢

apresentada a seguinte tela:

Figura 25: Dimensdo — Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

A Atividade descrita nessa tela ¢ andloga a Atividade 1, com a ressalva de que o
Conjunto S, agora, ¢ formado apenas com um vetor: v, ou v, .

Clicando no Botdo “Exercicio”, acessa-se a tela Dimensdo — Exercicio da Atividade 2
(Apéndice 45), na qual ¢ apresentada uma tarefa similar a do exercicio da Atividade 1,

disponibilizando os mesmos recursos para a sua solugdo. O aluno, neste exercicio, devera,
novamente, chegar a conclusdo de que S ndo é Base de R*, porém, devido ao fato de S nido
gerar R’. Essa justificativa devera levar o aluno a formulagio da seguinte conjectura: um
conjunto S com menos de 2 vetores ndo ¢ Base de R>.
Na Atividade 2, tem-se 0 mesmo objetivo que o da Atividade 1, porém a regularidade
observada devera ser a de que um conjunto com menos de dois vetores nio é base de R”.
Finalizadas as Atividades 1 e 2, retorna-se a tela Dimensao (Figura 23), onde o aluno

tem acesso a definicdo de Dimensdo (Apéndice 46), clicando no botao correspondente.

7

Nessa tela, ¢ enunciado o seguinte teorema: Todas as bases do R" tém o mesmo
nimero de vetores; ¢ apresentada, ainda, a definicdo da Dimensao finita de um Espaco

Vetorial.
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O teorema ¢ o resultado das regularidades apresentadas nas Atividades 1 e 2, o qual
justifica a defini¢ao da Dimensao de um Espaco Vetorial. Procurou-se, dessa forma, dar um
significado a essa definicdo.

Finalizando a se¢@o Dimensdo, tem-se a subse¢do “Programacdo”, a qual apresenta a

seguinte tela:

Figura 26: Dimensao — Programagao
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Nessa tela, pretende-se que o aluno utilize o seguinte teorema:

Seja V um Espaco Vetorial de dimensdao n ¢ B um conjunto de V com n vetores.
Entdo, B ¢ uma base de V se B gera V ou se B ¢ Linearmente Independente.

Entdo, é proposto ao aluno fazer um programa para determinar se o conjunto
S = {\71,172 }, onde ¥, e v, sdo quaisquer vetores de R, é uma base parao R”.

Para tanto, ¢ disponibilizada uma “Maquina de Equacionar e Codificar”, que oferece
recursos para a execugao do proposto, que ¢ composto de trés etapas.

Na 1* etapa, o aluno devera equacionar o problema.

Com os recursos disponibilizados, ele poderd equacionar de dois modos:

1° Modo: V=cV +c,V,.

Ou seja, com a utiliza¢do do teorema, basta verificar se S = {\71 ,\72} gera R>.

2° Modo: 0=cy, +c,v,.
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Desta forma, utilizando o teorema, tem-se a opcao de verificar somente se S = {\71,172}

¢ Linearmente Independente.

Para as duas equagdes, os cddigos para a solucdo do problema sdo os mesmos, ¢ de
acordo com os recursos da “Maquina de Equacionar e Codificar”, eles sdo dados por:
X, Xy, =X, xy, #0= S é base ou x, xy, —x, xy, =0= Sndo é base .

O objetivo, além da utilizagdo do teorema apresentado nesta subsegdo, € associar o
conceito de Conjunto Gerador com Combinagao Linear e o conceito de Conjunto Linearmente
Independente com o caso particular da Combinagdo Linear do vetor nulo. Encontra-se,
também, nesta tarefa a necessidade de recordar como encontrar a solu¢ao de um Sistema de
Equagdes Lineares.

Em todas as trés se¢des — Introdugdo, Base e Dimensdo — procurou-se trabalhar os
conceitos envolvidos, associando a parte algébrica a geométrica, o que justifica desenvolveé-

las nos Espagos Vetoriais R* e R’.

Desta forma, ¢ possivel que o aluno se aproprie do conhecimento pretendido, uma vez
que tenha dado significados aos conceitos trabalhados em um nuacleo de objetos

caracterizados por ele, por meio das diversas atividades ora apresentadas.
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5 APLICACAO DO SOFTWARE

5.1 Descricao da utilizacdo do Software

O Estagio Obrigatorio do Mestrado, referente a este trabalho foi realizado em uma
turma do 6° periodo de Licenciatura em Matematica da PUCMINAS de Betim, na disciplina
de Algebra Linear. Nessa turma foi feita uma experimentagdo do Sofiware de Apoio ao
Ensino e a Aprendizagem de Base e Dimensdo de um Espacgo Vetorial.

O SOFTWARE foi aplicado para 39 alunos em um Laboratorio de Informatica com 20
computadores. Foram utilizadas quatro aulas para a aplicacdo da sec¢do Introducdo e duas
aulas para a secao Base, de 100 minutos cada uma. A primeira se¢ao contou com a presenca
do professor da disciplina de Algebra Linear, autor desta dissertagdo, fazendo a mediagdo do
processo e da auxiliar de pesquisa, observando, esclarecendo duvidas dos alunos, gravando e
filmando as aulas. A aplicagdo da se¢do Base ndo contou com a participacdo da auxiliar de
pesquisa.

Na primeira aula, foi feita uma pequena apresentagdo do SOFTWARE pelo professor
com a duragdo, de aproximadamente, 5 minutos. Nessa aula, foi trabalhado o conceito de
Combinac¢ao Linear, por meio das subsegdes: problemas, atividades e aplicacdes.

A exploracdo das Atividades nas subsegoes do SOFTWARE foi realizada de forma
independente pelos alunos, motivo pelo qual tornou-se necessario um fechamento de cada
subse¢do, conduzido pelo professor. Nesse fechamento, houve a mediacdo do professor, por
meio de orientagdes que otimizavam a sua exploragao.

A maior parte das solicitagdes para esclarecimentos, com relacdo ao que fazer nas
atividades, foi devido a falta de uma leitura mais atenciosa, pois era so pedir para o aluno ler,
cuidadosamente, o proposto na tela, para que a divida fosse sanada. Isso se deve, em parte, a
mudan¢a da metodologia na qual o aluno busca a informagdo para a constru¢cdo do
conhecimento, difrerente da anterior, em que as informacdes eram transmitidas pelo
professor, colocando, desse modo, o aluno numa posi¢do passiva dentro do processo de
ensino.

Era possivel observar, nesse primeiro contato com o SOFTWARE, diversas
manifestagdes de satisfagdo da maioria dos alunos. Isso indicou, a principio, que esse recurso

pode estimular o estudo de contetdos de Algebra Linear.
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Foram, também, observadas algumas manifestacdes de impaciéncia com relagdo ao
tratamento do erro. Isso acontecia quando o SOFTWARE nao considerava uma resposta
correta e quando, para corrigir uma resposta errada, era necessario refazer todo o processo.
Esse fato foi observado em um niimero pequeno de atividades.

A segunda aula com a utilizagdo do SOFTWARE contou com a presenga do
orientador desta pesquisa’, o qual participou como observador, avaliando o Estagio
Obrigatoria do Programa.

Nessa aula, foi trabalhada a subsecdo Programagdo da Subsecdo Combinacdo Linear.
Iniciou-se a aula com algumas informagdes preliminares com relagdo as etapas dessa
atividade. Foi proposto, nessa atividade, que o aluno desenvolvesse um programa que escreva
um vetor qualquer de R*, como combinacio linear de outros dois vetores quaisquer de R”.
Esse desenvolvimento deveria cumprir trés etapas: equacionar; nomear as variaveis €
codificar.

Na primeira etapa, a informacao foi a de que a equagdo a ser montada deveria seguir a

definicdo de Combinacdo Linear apresentada na subsegdo anterior, ou seja, v = ¢V, +C,V,,

pois, apesar de poder apresentar outra ordem, o programa nao dispunha desse recurso. Esse
fato ocasionou descontentamento por parte de alguns alunos. Dada essa informacao, a etapa
foi realizada por todos os alunos sem maiores dificuldades.

A informacdo para a segunda etapa foi com relagdo a nomeagdo das variaveis que
seriam utilizadas para codificar o programa. Como havia uma limitagdo de nomes para essas
varidveis e o programa so aceitaria uma ordem, o professor orientou que os alunos fizessem
uma escolha conveniente. A conveniéncia desta escolha estava no fato de se considerar os

vetores v, e v,, da equagdo v = ¢, +c,v,, como colunas da matriz utilizada na Regra de

Cramer, para encontrar a solucdo de um Sistema de Equagdes Lineares gerado por essa
equacdo. Houve uma certa dificuldade nessa etapa, o que foi previsto e desejado na
elaboracdo da tarefa, pois, assim, com o desconforto criado, foi possivel buscar uma
acomodacgdo que propiciou a constru¢do do conhecimento, o qual envolveu o conceito de
Combinagao Linear associado a resolugdo de Sistemas Lineares.

A terceira etapa era codificar as constantes ¢, e ¢,, que compunham a equagio
V = ¢V, +¢,V,, para encontrar os seus valores quando escolhidos: v, v, e v,. Nessa etapa, as

informagdes dadas eram de que o codigo para essas constantes ndo poderia conter espagos

entre os digitos, e para a disposi¢do das varidveis, sO era considerada uma ordem, apesar de

7 Professor Dr. Jodo Bosco Laudares, titular do Departamento de Matematica e Estatistica da PUCMINAS.
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existirem diversas maneiras corretas de escrever esses codigos. Nesse momento, devido a
esses fatos, também foi registrada uma insatisfacdo por parte de uma minoria de alunos.
Depois de algumas tentativas, a maioria dos alunos ndo apresentou dificuldades.

Ao final da terceira etapa, ¢ disponibilizado o programa que o aluno criou para que ele
possa testa-lo. Novamente, por meio de expressoes faciais, expressdes verbais e da euforia da
maioria dos alunos, foi possivel “quantificar” a satisfacdo dos estudantes, ao verificar que o

programa criado por eles realmente consegue encontrar as constantes ¢, e ¢, que satisfazem o

problema proposto.

Finalizado o estudo de Combinacdo Linear com o SOFTWARE, retornou-se para a sala
de aula, onde foram sanadas as duvidas, generalizado e reforgado o tratamento algébrico desse
conceito. As maiores dificuldades surgiram nos Espagos Vetoriais de Matrizes e Polinomios,

devido a falta de representagdo geométrica e a diversidade na notagdo algébrica, comparando-
2 3
secomo R e R".

Iniciando o estudo da “Subse¢do Independéncia Linear” por meio das atividades 1 e 2,
observou-se, na terceira aula com a utilizagao do SOFTWARE, que os alunos estavam mais a
vontade, pois eles acessavam as atividades solicitadas e interagiam com os exercicios, sem a
necessidade de maiores orientacdes. Outro fato importante com relagdo a facilidade de
interagdo entre conteido e aluno, por meio do SOFTWARE, ¢é que as solicitagdes de
intervengcdo foram bem menores, ocasionando uma disponibilidade de tempo para o

fechamento das atividades no proprio laboratorio. Nesse fechamento, associou-se o conceito
de Independéncia Linear para dois vetores em R’, com o fato de esses vetores ndo serem
colineares e, analogamente, para trés vetores Linearmente Independentes em R’, com ao fato

de esses vetores nao serem coplanares.

E importante ressaltar que a mediagdo do professor, nas atividades 1 e 2 desta
subsecdo, foi fundamental para que o aluno pudesse explorar o maior niimero de casos
possiveis, otimizando, desse modo, o entendimento dos conceitos relativos ao assunto.

O conceito de “Independéncia Linear” foi, também, discutido em sala de aula,
propiciando um momento em que foram tiradas as dividas e foi generalizado o seu conceito
para Espacos Vetoriais arbitrarios. Novamente, as maiores dificuldades apresentadas foram
nos “Espagos Vetoriais das Matrizes e Polindmios”, devido a falta de representacio
geométrica e de suas representagdes algébricas.

A maioria das intervengoes solicitadas pelo aluno foi por falta de leitura das instrugdes

apresentadas nas telas. Esse fato, provavelmente, ¢ devido a falta de habito na utilizagdo de



85

um recurso que busca uma intera¢ao do aluno com o contetudo, tirando-o da posi¢ao passiva
que normalmente ocorre nas aulas tradicionais.

Na quarta aula com a utilizagdo do SOFTWARE, foi aplicada a ultima atividade da
“Subsecao Independéncia Linear” denominada Programacgdo. Como essa atividade ¢ analoga a
da Programag¢do na “Subse¢do Combinag¢do Linear”, ndo foram encontradas grandes
dificuldades na sua execucdo. As que surgiram foram as mesmas encontradas na primeira
atividade, ou seja, na forma de digitar os codigos sem espagos € na ordem das varidveis
dispostas nesse codigo.

Conforme foi previsto na atividade de Programagdo da “Subsecdo Combinacao
Linear”, essa atividade na “Subsecdo Independéncia Linear” também tem um alto grau de
dificuldade. E essa uma situagio desejavel, uma vez que leva o aluno a consolidar esse
conceito, pois, agora, utilizando recursos limitados, ¢ ele que passa a “ensinar” para o
computador como identificar se um conjunto de dois vetores do R*> ¢ “Linearmente
Independente”.

Apoés essa atividade, os alunos foram encaminhados para a sala de aula, onde foi
aplicado um questionario para aferimento da satisfacdo do SOFTWARE utilizado.

A partir dai, a aplicagdo do SOFTWARE nao contou mais com a participacdo da
auxiliar de pesquisa. Nessa nova fase, ndo houve uma avaliagio rigorosa® nos critérios que
nortearam a avaliagdo da secdo Introdugdo. Mas houve uma avaliagdo pedagdgica e por meio
de observagdes do professor, autor desta dissertacdo, foi possivel encontrar indicativos
favoraveis quanto a sua utilizagdo, os quais sdo apresentados no proximo topico deste
capitulo.

Na quinta aula, abrindo essa nova fase, foi trabalhada a atividade 1 da “Se¢ao Base”,

que analisa o Espaco Vetorial W = {x ER/y= ax}, cuja representagdo grafica ¢ uma reta que

passa pela origem. Pela dindmica do recurso geométrico que possibilita a representacao
grafica de uma infinidade de retas, atribuindo valores aleatorios para a, observou-se uma
grande exploragdo desse recurso. A empolgacdo dos alunos era percebida por meio das
perguntas feitas com relagdo aos tipos de retas que podiam ser representadas e pelos vetores
determinados ao clicar em um ponto qualquer delas, os quais eram, automaticamente,
representados algebricamente.

Nos exercicios referentes a esse Espaco Vetorial, havia uma necessidade muito grande

de analisar o recurso geométrico. Esse fato pode justificar a concentragao observada na

¥ Avaliacdo rigorosa no sentido de contemplar trés métodos: Avaliacdo Heuristica, Questionario de Satisfagdo e
Avaliagdo Pedagogica.
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maioria dos alunos.

Com relagdo a atividade 2, trabalhada na sexta aula dessa fase, observou-se 0 mesmo
comportamento apontado na atividade 1, j4 que essa atividade ¢ andloga a anterior, com a
diferenca de que o Espago Vetorial trabalhado, agora, ¢ um Subespaco do R’.

Novamente, pelos mesmos fatores apontados na aplicacdo da “Sec¢do Introducdo”, a
utilizagdo do SOFTWARE para trabalhar o conceito de Base mostrou que pode ser um recurso

estimulador no ensino ¢ na aprendizagem desse contetido.

5.2 Resultados obtidos na aplicacio do software

A Avaliagio do Software de Apoio ao Ensino e a4 Aprendizagem de Algebra Linear,
assim como a sua aplicagdo, foi realizada em duas fases. A primeira fase, que avaliou a Se¢ao
Introdugdo foi aplicada pelo pesquisador e contou com a participagao da auxiliar de pesquisa,
orientada pela  Professora Dr" Cristiane Neri Nobre do Instituto de Informatica da
PUCMINAS e co-orientada pela Professora Carina Pinheiro Soares de Torres Alves do
Departamento de Matematica e Estatistica da PUCMINAS, denominada Equipe de Avaliacao
do Software. Os graficos e as tabelas referentes aos resultados da avaliagdao dessa se¢cdo foram
elaborados por essa Equipe num trabalho colaborativo supervisionado pelo pesquisador. A
segunda fase, que avaliou as Se¢des Base e Dimensdo, ndo contou com a participagdo da

auxiliar de pesquisa.

5.2.1 Avaliacao da Secdo Introducdo

Para avaliacdo desta secdo, foram utilizados trés métodos: Avaliacdo Heuristica,

Questiondrio de Satisfacdo e Avaliacdo de Aprendizagem de Conteudo.

= Avalia¢ao Heuristica
Essa avaliacdo tem como objetivo identificar problemas de usabilidade do SOFTWARE.
Para facilitar a compreensdo dos problemas encontrados na Avaliacdo Heuristica, esses sdo

apresentados com as respectivas sugestoes de solugdo, no seguinte Quadro:
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NO

Tipos de Problemas Encontrados

Solucio Sugerida

Erro sem feedback na simulagdo das opgdes de caminhos do

ol inseto e no Programa de Combinag&o Linear feito pelo aluno. Criar feedback.

02 | Posicionamento inadequado de botdes. Posicionar adequadamente os botdes.

03 | Nome de botdo inadequado. Trocar o nome do botao.

04 | Atividade nao pode ser interrompida. g;og;\fic(;zgzr a liberdade de interrupgao
05 | Botdo sem funcdo. Retirar botdo sem func¢ao.

06 | Botoes iguais para a¢des diferentes. Padronizar os botdes.

07 | Espaco e cor utilizados na tela. Melhorar espacamento/cor.

08 | Recorrer a tela anterior para buscar respostas. t(r:arl?;lhaileacsl.lrso para  rever situagdes
09 | Resposta sem flexibilidade. Aceitar outras opgoes.

10 | Animagcdo invadindo enunciado. Limitar o espaco da animagao.

11 | Tipos diferentes de tratamento de um vetor (Cubo de Cores). Padronizar os vetores.

12 | Ponto para separar decimais. Aceitar virgula ou ponto.

13 | Problema no vetor da cor azul (Cubo de Cores). Consertar posicionamento do vetor.

14 | Falta do botdo de limpar. Colocar o botdo de limpar.

15 | Falta de clareza na etapa Teste o seu Programa. Instruir com mais clareza.

16 | Botdo sem clareza na sua funcionalidade. Mudar o nome do botao.

17 | Falta de informagdes do Espaco Vetorial trabalhado. Informar o Espaco Vetorial trabalhado.

Quadro 2: Resultado da Avaliagdo Heuristica
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Buscou-se apontar os tipos de problemas de usabilidade encontrados no SOFTWARE, os

quais serdo solucionados no Grupo de Estudo e Pesquisa em Informatica Educativa para o

Ensino de Matematica da PUCMINAS, do qual faz parte o pesquisador. Maiores detalhes da

Avaliacdo Heuristica realizada sdo encontrados no Anexo 1: Avaliacao Heuristica.

Questionario de Satisfacao

O objetivo desse método de avaliacao € verificar o grau de satisfacdo do usuario quanto a

abordagem do contetido pelo SOFTWARE. Nessa avaliacdo, destacam-se os seguintes

resultados:




A linguagem que o software usa ¢ facil de entender.

. Sem opinido
Discordo

formada
completamente Discordo 0%
0% 5%
Concordo
Concordo completamente

0,
67% 28%

Grafico 1: Questionario de Satisfacdo — Linguagem do Software
Fonte: Equipe de Avaliagdo do Softweare.
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Para minimizar as dificuldades na aprendizagem de um contetido trabalhado em um

software, ¢ desejavel que sua linguagem seja de facil entendimento, evitando, dessa forma,

que se gastem esforgos para compreender o que estd sendo proposto nas atividades.

De acordo com o grafico apresentado acima, 95% dos alunos que utilizaram o

Software de Apoio ao Ensino e a Aprendizagem de Algebra Linear ndo encontraram

dificuldades com a sua linguagem. Devido a esse fato, tem-se, com relacdo a esse quesito,

uma boa aceitagdo do SOFTWARE, o que pode, conseqiientemente, servir de estimulo para a

sua utilizagao.

Nao tive dificuldades em compreender os conceitos

) Sem opinido Concordo
Discordo formada completamente
10% 5%, 5%

Discordo
completamente
3%

Concordo
77%

Grafico 2: Questionario de Satisfagdo — Conceitos
Fonte: Equipe de Avaliagao do Software.

Uma linguagem facil de entender, dentre outros fatores, pode ajudar na compreensao

dos conceitos. Isso pode ter influenciado no entendimento dos conceitos apresentados no
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SOFTWARE, uma vez que analisando o grafico 2, tem-se que 82% dos alunos entenderam os
conceitos nele apresentados, ja que 95% (Grafico 1) ndo tiveram problemas com a sua
linguagem.

O recurso geométrico utilizado para a construgdo dos conceitos pode, também, ter
contribuido para o seu entendimento. Outro fato que pode ser apontado como colaborador
nesse processo de ensino e aprendizagem ¢ a interatividade apresentada nas atividades do

SOFTWARE, a qual tira o aluno da posicao passiva dentro desse contexto.

S6 entendi os conceitos apresentados no software, depois da
aula do professor em sala

Sem opinido

. formada
Discordo 0%

28%

Concordo
completamente
33%

Discordo
completamente _—
8%

Concordo
31%

Grafico 3: Questionario de Satisfagdo — Sala de Aula
Fonte: Equipe de Avaliacdo do Software.

Um dos objetivos da utilizacdo do SOFTWARE ¢ auxiliar o ensino e a aprendizagem
de Algebra Linear, portanto, torna-se necessario, para uma complementagao, sistematizacio e
consolidacdo da aprendizagem, que os conceitos sejam retomados em sala de aula. E, assim,
foram feitas generalizacdes e foi reforcado o tratamento algébrico em sala, uma vez que o
apego maior no tratamento dos conceitos trabalhados no SOFTWARE foi o geométrico.

A confirmacao dessa necessidade ¢ dada, analisando-se o grafico 3: “Questionario de
Satisfacao — Sala de Aula”, onde 64% dos alunos concordaram com a afirmagao de que a
aprendizagem dos conceitos apresentados no SOFTWARE ficou mais sedimentada com a aula
do professor em sala.

Porém, ¢ constatado, no grafico a seguir, que 100% dos alunos conseguiram relacionar
os exemplos dados em sala de aula com as atividades apresentadas no SOFTWARE,
demonstrando que esse recurso ajudou o entendimento desses exemplos, uma vez que o

conceito nao foi trabalhado, diretamente, em sala de aula.
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Consegui relacionar os exemplos dados em sala de aula com as atividades
apresentadas no software

Discordo
0% Discordo
completamente
0%

Sem opinido formada
0%

Concordo
completamente
38%
Concordo
62%

Grafico 4: Questionario de Satisfacdo — Exemplos e Atividades no Software
Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.

Um fato bastante relevante para a continuagdo da utilizagdo do SOFTWARE ¢ que
100% dos alunos avaliados acharam interessante a abordagem dos assuntos nele apresentados,

conforme se pode verificar no grafico a seguir:

Interessei-me pela abordagem da Algebra Linear apresentada
pelo software

Discordo

Discordo
Sem opinido 0% completamente
formada 0%
0%
Concordo
Concordo completamente
67% 33%

Grafico 5: Questionario de Satisfacdo — Abordagem de Assuntos
Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.

Pelos resultados apontados na Avaliagdo Heuristica e no Questionario de Satisfagdo,
pode-se concluir que as insatisfagdes surgidas na utilizacdo do SOFTWARE devem-se a sua
usabilidade, ndo interferindo, significativamente, no estimulo que esse recurso propiciou.

Uma comprovagdo dessa afirmagdo ¢ dada pelas notas atribuidas ao SOFTWARE,

conforme o grafico a seguir:
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Nota atribuida ao software

Nota 7

13% Nota 10
' 33%

Nota 8
28%

Nota 9
26%

Grafico 6: Questionario de Satisfagdo — Nota
Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.

Sdo destacados, a seguir, alguns depoimentos dos alunos conforme sua nota:

Nota 7 — a idéia de se trabalhar com dlgebra linear usando recursos como a
informdtica é muito vadlida. O software tem bons problemas e exemplos
(demonstragées), mas na minha opnido deveria ter uma estrutura de fundo mais fixa
e uma maior variedade logica na resposta a ser dada, como a diferenca de
maiusculas e o uso de espagos. (ALUNO C)

Nota 9.0 — Como uma ferramenta auxiliar é um otimo software onde podemos
absorver as informagées de uma maneira dindmica e, juntamente com a aula em
sala, absorver o conteudo de um modo mais pratico, rapido e facil. A nota 9.0 é pela
dificuldade que senti no momento de “montar” ou “programar” com linguagem
matemadtica, mas nada que um pouco mais de prdatica e paciéncia ndo resolvam. No
mais, é isso, considero como um otimo software. (ALUNO E).

Portanto, a avaliagdo do Software de Apoio ao Ensino e a Aprendizagem de Algebra
Linear, por meio do Questionario de Satisfacdo, indica a sua aprovagdo com relagdo a
exposicao dos contetidos de “Combinagdo Linear” e “Independéncia Linear”, podendo se
tornar um recurso que auxilia a aprendizagem desses contetidos.

= Avaliagdo de Aprendizagem de Contetudo

Para a Avaliacao de Aprendizagem de Conteudo desta se¢do, foram aplicadas duas
atividades escritas e individuais: a primeira, avaliando o contetido de Combinagdo Linear e a
segunda, avaliando os contetidos de Combinacao Linear e Independéncia Linear.

1* Atividade: Avaliagdao do Contetido de Combinagao Linear

Para essa atividade, o objetivo foi de identificar se os alunos conseguiram
compreender o conceito de Combinagio Linear nos Espagos Vetoriais R* e R’, e em Espagos
Vetoriais arbitrarios, especificamente, os Espagos Vetoriais: M, e R".

Essa atividade é composta de quatro questdes e os resultados da sua aplicagdo sdo

apresentados, por questdo, nas quatro tabelas a seguir:
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TABELA 1
Resultado da 1* questao da 1* atividade

1* Questiao: O que é, para vocé, uma Combinacio Linear?

CORRECAO N° DE ALUNOS
Acertou completamente 7
Acertou parcialmente 19
Errou completamente 9
Nao respondeu 4
TOTAL 39

Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.

TABELA 2
Resultado da 2* questdo da 1? atividade

2° Questao: Com base nos conceitos de Espaco Vetorial (visto em sala) e Combinacio Linear
(introduzido com o uso do software), diga quais das sentencas abaixo representam combinacées
lineares. Em caso afirmativo, justifique seu ponto de vista. Em caso negativo, diga o que precisa ser
modificado para que o exemplo apresentado torne-se uma combinacao linear dos vetores dados.

Sent Acertou Acertou Errou Nao
entenca completamente Parcialmente completamente Respondeu
(@ 13,5)+1(-2,4) 25 8 2 4
®) (7,3) = 1(2,—4) 1 4 19 5
© V3(0,2,1) + %(8,1,5) 23 8 2 6
(d) 1(0,2,3) +1(-2,-1,4) 21 7 5 6
1 3 -8 6
(e) 2 +1 24 6 3 6
0 —4 -1 5
0 3
-8 6
O -4-9 5|+2 | e 25 5 4 5
12 0
(2 1(-1,2,-3,4)+8(1,—1,4,0) 23 5 5 6
Fonte: Equipe de Avaliagao do Software.
TABELA 3

Resultado da 3* questdo da 1? atividade

3* Questiio: Encontre as constantes ¢, e ¢, tais que (2,1,0) = ¢,(1,1,0) + ¢, (1,0,0) .

Conclusio: o vetor (2,1,0) é uma combinagio linear dos vetores (1,1,0)e (1,0,0)?

CORRECAO N° DE ALUNOS
Acertou completamente 21
Acertou parcialmente 8
Errou completamente 6
Nao respondeu 4
TOTAL 39

Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.
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TABELA 4
Resultado da 4* questdo da 1? atividade

4* Questio: Encontre as constantes ¢, e ¢, tais que (2,3,1) =, (11,0) +¢,(1,2,0).
O que vocé pode concluir nesse caso?

CORRECAO N° DE ALUNOS
Acertou completamente 19
Acertou parcialmente 11

Errou completamente 5

Nao respondeu

TOTAL 39

Fonte: Equipe de Avaliagdo do Software.

De forma geral, de acordo com os objetivos propostos e os resultados apresentados
para essa atividade, pode-se afirmar que o conceito de Combinagdo Linear foi compreendido
pela maioria dos alunos que participaram dela.

2% Atividade: Avaliacdo dos Contetidos de Combinagdo Linear e Independéncia Linear
Assim como na atividade avaliativa de Combinagdo Linear, nessa Avaliagdo houve, também,
uma distribui¢do de pontos vélidos para a disciplina de Algebra Linear na turma que
participou desta pesquisa.

O objetivo dessa atividade foi o de verificar se os alunos compreenderam e
relacionaram os conceitos de Combinagdo Linear e Independéncia Linear, apresentados no
SOFTWARE e nas aulas em sala. Essa Atividade, composta de cinco questdes, encontra-se no
Anexo 2, e os resultados obtidos com a sua aplicagdo sdo apresentados na tabela a seguir:

TABELA 5
Resultados da Avaliacdo dos Contetidos de Combinagao Linear e Independéncia Linear

QUESTOES 1 2 3 4 5

Demonstraram que compreenderam o(s) conceito(s) envolvido(s) na 7 31 12 17 36
questdo (resposta correta).

Demonstraram que compreenderam parcialmente o(s) conceito(s) 15 ¢ 11 21 0
envolvido(s) na questao (resposta parcialmente correta).

Demonstraram que ndo compreenderam o conceito envolvidonaquestio 14 2 9 (o 2
(resposta incorreta)

Nao responderam 3 0 7 1 1
Fonte: Equipe de Avaliagao do Software.

Os conceitos de Combinagdo Linear e Independéncia Linear foram compreendidos
pela maioria dos alunos, conforme resultados apresentados na tabela 2. Porém, foi constatado
na corre¢do dessa 2* atividade avaliativa que alguns alunos demonstraram compreender que

qualquer vetor pode ser representado na reta. A ocorréncia desse fato pode ter sido
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influenciada pela utilizagdo do SOFTWARE que trabalhou os conceitos de Combinagao
Linear e Independéncia Linear, associados a representacdo geométrica dos vetores de
R*e R

Também se observou uma deficiéncia no tratamento algébrico para verificar se um
conjunto de vetores ¢ Linearmente Independente. A saida encontrada pelos alunos, quando
possivel, foi associar o conceito de Independéncia Linear ao tratamento geométrico. Esse
recurso foi muito utilizado no SOFTWARE.

Por meio da analise dos trés métodos utilizados para avaliar a se¢do introdugao, pode-
se dizer que o SOFTWARE contribuiu para o entendimento dos conceitos de Combinagao
Linear e Independéncia Linear, pois o tratamento geométrico desses conceitos no

SOFTWARE ¢ identificado nas duas atividades aplicadas.

5.2.2 Avaliacdo da Secdo Base

Para a afericdo desta se¢do, como recurso auxiliar no processo de ensino e
aprendizagem do conceito de Base, foi aplicada uma atividade escrita e individual pelo
professor da turma avaliada, que também ¢ o autor desta dissertagdo. Essa atividade contou
com a participagdo de 38 alunos, cujos resultados sdo apresentados, por questdo, nas cinco
tabelas a seguir:

TABELA 6
Resultado da 1* questdo

1* Questdo:  Foi visto, no software trabalhado em aula, que toda reta que
passa pela origem () = ax) é um Espaco Vetorial. Mostre que todo plano que

passa pela origem (ax + by + cz = 0) é, também, um Espaco Vetorial.

Acertou completamente 0
Acertou parcialmente (acertou o conceito e errou a algebra) 16
Errou completamente 16
Nao respondeu 6
TOTAL 38

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Nessa questao, observa-se que nenhum aluno acertou-a completamente. Analisando as
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respostas dadas, verifica-se que o erro cometido foi na parte algébrica. A maioria dos alunos
representaram, algebricamente, um vetor genérico de um plano que passa pela origem do

seguinte modo:v =a,x+b,y+c z, ou seja, o conjunto o qual se quer mostrar que ¢ um

Espaco Vetorial, para o aluno, ¢ o conjunto formado por todos os planos que passam pela

origem, € ndo o conjunto de todos os ternos que verificam a equagdo: ax+by+cz. Isso

aponta para o apego geométrico dado pelo SOFTWARE, pois com relagdo ao conceito, a
maioria utilizou-o corretamente.
TABELA 7
Resultado da 2* questdo

2% Questao: Para a definicio de Base de um Espaco Vetorial sdo utilizados dois
conceitos. Cite esses conceitos, justificando o que acarreta a falta de cada um
deles na definicao.

Acertou completamente 8

Acertou parcialmente 27
(acertou o conceito e errou a algebra)

Errou completamente 1

Nao respondeu 2

TOTAL 38

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

No resultado dessa questdo, verifica-se que 8 alunos compreenderam o conceito de
Base de um Espago Vetorial, e 27 alunos conhecem a sua definicdo, mas ndo conseguiram
justificar o que acarretaria a falta de um dos conceitos nela envolvidos.

Isso mostra que, num primeiro momento, o SOFTWARE contribuiu para a constru¢ao

do conceito de Base para, aproximadamente, 21% dos alunos, o que ¢ algo significativo,

levando-se em conta a abstragdo dos conceitos envolvidos em sua defini¢ao.
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32 Questdo: Com relacéo a tela do Software de Apoio ao Ensino e a Aprendizagem de Algebra

Linear, abaixo, responda:

a) Sem efetuar operagdes
matematicas, somente
observando a tela: encontre

c ec, da  equacgdo
V=V, ;.

b) S ={,V,,V;} gera
R’ 2 Justifique.

) S= {\71} ¢ Linearmente
Independente? Justifique.

d)Dos vetores apresentados
na tela, forme um conjunto

S base de R*.

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Errou
completamente

14

TABELA 8
Resultado da 3* Questao
Acertou Acertou
completamente  Parcialmente

24 0
16 12
18 11
24 0

12

Nao
Respondeu L
0 38
1 38
1 38
2 38

A maioria dos alunos acertou a resposta da letra (a). Com relagdo as respostas erradas,

observa-se uma troca do conceito de Combina¢do Linear com Independéncia Linear, o que

pode ter ocorrido por falta de atencdo ao se analisar a situag@o proposta.

Tem-se, nas letras (b) e (c), um nimero reduzido de erros. Dentre os alunos que

acertaram essas perguntas, a maioria justificou corretamente as suas respostas, o que indicou,

na pratica, o entendimento da definicdo de Conjunto Gerador, que envolve o conceito de

Combinacdo Linear, e a defini¢do de Conjunto Linearmente Independente, para o Espaco

Vetorial R*.

Complementando as letras (b) e (c), é pedido na letra (d) uma Base para o R*> formada
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com os vetores da tela. Na tela sdo apresentados trés vetores dos quais o aluno teria de
escolher dois quaisquer. Com o acerto de 24 alunos, verifica-se que o conceito de Base foi
associado aos conceitos de Conjunto Gerador e Conjunto Linearmente Independente para a
maioria dos alunos.

Novamente, existe um indicativo de que o SOFTWARE colaborou para o entendimento
dos conceitos de Combinacao Linear, Conjunto Gerador, Conjunto Linearmente Independente
e Base de um Espago Vetorial, uma vez que as respostas, para essa questdo, foram dadas por

meio de analise geométrica, sem a utilizagao do recurso algébrico.

4% Questdo: Ma tela abaixo, foi utilizado o programa desenvolvido pelo aluno, na
secdo Independéncia Linear do software, para verificar se S, = {v,.v, }é LI .

Analise e justifique por que a resposta marcada foi considerada errada.

TABELA 9
Resultado da 4* Questao

Acertou completamente 32
Acertou parcialmente (acertou o conceito e errou a algebra)

Errou completamente

Nao respondeu

TOTAL 38
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Essa questdo demonstra, pelo nimero de acertos, que os alunos compreenderam a
defini¢dao de vetores Linearmente Independentes, na medida em que reafirmam a necessidade

de ¢, = ¢,, mas reconhecem a insuficiéncia dessa informacgdo, completando-a para ¢, =c, =0
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TABELA 10
Resultado da 5* Questao

5% Questdo: Dados que o conjunto }V = {[a ¢ 5 ¢ ; b}/a,b € R} ¢ um Subespaco de M ,,,
pede-se:
a) Uma base de W b) A dimensdo de W
Acertou completamente 11 10
Acertou parcialmente 2 11
Errou completamente 20
Nao respondeu 5 8
TOTAL 38 38

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Essa questdo visava verificar se o conceito de Base foi estendido para Espacgos
Vetoriais diferentes do R". Pelos resultados apresentados e pela analise das respostas
encontradas nessa atividade, pode-se afirmar que a representacdo algébrica dos vetores
caracterizou um ponto de grande dificuldade para a maioria dos alunos, apesar de eles terem
assimilado o conceito de Base de um Espaco Vetorial.

Essa representagdo algébrica foi, geralmente, confundida com n-uplas ordenadas. Para

exemplificagdo desse fato, sdo apresentadas, a seguir, a abordagem de dois alunos:

-b
* Aluno (A): Considerou os vetores genéricos de W = { . b . b }/ a,b e R}
a J—

a a-b

como sendo as linhas da matriz
a—b b

v, =(a,a-b)ev,=(a—-b,b).

—-b
* Aluno (B): Considerou o vetor genérico de W={ ab ab }/ a,beR}
a_

como sendo um vetor do R, onde as suas componentes eram as entradas da

a

matriz
a —_—

a-b -
5 },ouseja, v=(a,a—-b,a—b,b).

5.3 Produtos desta pesquisa

O primeiro produto desta pesquisa ¢ esta dissertagdo intitulada: “Criacdo de um
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Software de Apoio ao Ensino e & Apredizagem de Algebra Linear”, a qual norteou os
caminhos para a obtengdo do segundo produto que ¢ o SOFTWARE criado para colaborar no
processo de ensino e aprendizagem de Algebra Linear.

Além dos dois produtos citados anteriormente, tem-se como terceiro produto a
elaboracdo de um projeto que analisa a utilizacdo do Flash para o ensino e a aprendizagem de
Matematica. Esse projeto ¢ parte de um Trabalho de Conclusao de Curso de um aluno do
curso de Sistemas de Informacdo da PUCMINAS de Betim, que serd apresentado no final do
primeiro semestre de 2009. Esse aluno participou como bolsista de inicia¢do cientifica —
PIBIC/CNPq no desenvolvimento do Software de Apoio ao Ensino ¢ a Aprendizagem de Base
e Dimensao de um Espago Vetorial.

O projeto pretende mostrar os recursos disponiveis no Flash MX para trabalhar com o
ensino de Matemadtica, e como a Matematica contribui para a elaboracao dos cddigos que
compdem os programas graficos. Além de outros exemplos, serd exposto como foram
elaboradas as atividades no Software de Apoio ao Ensino ¢ a Aprendizagem de Algebra
Linear e como elas interagem com o usuario, devido ao seu dinamismo.

O quarto produto ¢ o artigo escrito pela aluna do curso de Licenciatura em
Matematica da PUCMINAS de Betim, também como Trabalho de Conclusido de Curso,
apresentado no final do segundo semestre de 2008. Esse artigo teve como objetivo avaliar a
“secdo Introducdo” do SOFTWARE, quanto a sua usabilidade, a satisfagdo do usudrio e a sua
contribui¢do para o ensino e a aprendizagem de Algebra Linear.

Esse artigo contribuiu para esta pesquisa fornecendo resultados obtidos por meio de
uma Avaliacdo Heuristica, de um Questionario de Satisfagdo e da aplicagdo de duas
atividades para verificacdo de aprendizagem do conteudo proposto.

Além dos quatro produtos apresentados, este trabalho devera gerar outras pesquisas no
Grupo de Estudo e Pesquisa em Informatica Educativa para o Ensino de Matematica
(GEPIEM), da PUCMINAS, do qual faz parte este pesquisador, uma vez que um dos
propositos do grupo € “criar ambientes informatizados de estudo para oportunizar aos alunos

e professores a incorporagdo da linguagem e do método matemdtico.” (Encarte do GEPIEM,

p.7)
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6 CONCLUSAO

Uma abordagem do conteido da Matematica para atingir o desenvolvimento de
habitos do pensar se faz no tratamento integrado dos varios compartimentos da estrutura da
ciéncia matematica: aritmética, algebra, geometria, calculo, probabilidade, dentre outros.

A aprendizagem das ciéncias exatas, por sua natureza logica, exige o rigor de
procedimentos sistematizados, formalizados, construidos em conexdes hierarquizadas através
de relagdes, cuja tradu¢do objetiva se faz na formulacdo de modelos, seja com fungdes
algébricas e transcendentes, seja com equagdes diferenciais, ordinarias ou parciais, ou ainda
com estruturas algébricas ou vetoriais.

A base para a metodologia do estudo da Matematica ¢ elaborada no contexto da
edificagdo da Matematica e do trabalho construtor dos matematicos, que nao elaboram teorias
oriundas apenas da abstragdo, pois experimentam, inventam, fazem conjecturas, levantam
evidéncias, desenham, fazem calculos, desmontam idéias.

Os matematicos, no seu processo de elaboragdo cientifica, sdo articuladores que
tentam identificar regularidades, padrdes, varidncias e invariantes, utilizando-se, para esse
proposito, figuras, graficos, diagramas, calculos numéricos, transformagdes geométricas. Nao
se limitam a descobertas em qualquer area da geometria, da algebra, da aritmética, do calculo,
da estatistica, por processos especificos da area em estudo, mas propdem integracao,
articulagdo, conexao dos varios campos, usando ora dedugdes, ora experimentagdes,
interpretando e registrando suas descobertas na busca de provas para as evidéncias.

No ensino e aprendizagem da Matematica, em qualquer da sua parti¢do, ndo ha como
abordar um conceito isoladamente; assim, a Algebra pode ser trabalhada com suporte
geométrico, a Geometria pode ser entendida e interpretada pela modelagem algébrica.

GeoOmetras usam o raciocinio proporcional, tentando identificar relagdes entre
grandezas, com medidas, usando varidveis e descobrindo invariancias. Usam linguagem
vetorial, grafica e de diagramas.

Ja os algebristas usam o calculo com nimeros, simbolos, expressdes, algoritmos.
Propdem abstracdes, generalizagdes para sistematizar idéias, como formatar modelos.

Algebristas e gedmetras na mobilizagdo da analitica para a sintese, desenvolvem o
pensamento flexivel, da constru¢do e desconstrucdo, da segmentacdo e da integracdo, com a
generalizacdo, usando o discreto, conjunto dos inteiros relativos, ¢ dos continuos, conjunto

dos reais, para a proposi¢ao de padrdes numéricos e de representagdes, sejam graficas ou
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sejam algébricas com a possibilidade de modelar, ou criar estruturas algébricas, bem como
vetoriais.
A partir dessas consideracdes tedricas, foram determinados os objetivos da pesquisa

ora apresentada, quais sejam: trabalhar os conceitos de Algebra Linear de uma forma

concreta, a partir da elaboragio de atividades geométricas e graficas em R” e R’, para depois

generalizar para o R" e, para outros Espagos Vetoriais arbitrarios.

Para isso se buscou, no habito importante do pensamento matemadtico da visualizagdo,
a elaboragdo de representacdes visuais, pelos diagramas, graficos e esbogos.

Por meio da visualizag¢do o estudante pode iniciar seu raciocinio, criar seus habitos de
interpretagdo, de analise na manipulagdo de imagens concretas para argumentagao €
proposi¢do tedrica de exploragdo e tratamento de conceitos e algoritmos.

Perseguindo o proposito de trabalhar os conceitos basicos e elementares da Algebra
Linear, de Base e Dimensdao de Espagos Vetoriais, passando pela Combinagdo Linear e
Independéncia Linear de vetores, com recursos computacionais € geométricos, no intuito de
minimizar o impacto da abstracdo, propria desses conceitos, buscou-se estudar as obras
didaticas para o ensino de Algebra Linear, dos autores KOLMAN, ANTON E LAY.

As abordagens metodologicas adotadas, pelos autores citados, as quais podem ser
caracterizadas, geralmente, pelo rigor na apresentagdo dos conceitos e dos resultados obtidos,
contribuiram para o direcionamento das atividades trabalhadas no SOFTWARE com a idéia
de se trabalhar os conceitos de Base e Dimensdo, inicialmente, nos Espagos Bi e
Tridimensional, para depois generalizar para o Espago de dimensdo n, a de levar o aluno a
fazer conjecturas para depois confirma-las, e, também, a de considerar nas atividades
caracteristicas pedagogicas alicercadas nas aplicacdes.

Nas cinco dissertacdes analisadas sobre o tema, nas quais sdo discutidas as
dificuldades no ensino e na aprendizagem do conceito de Base de um Espago Vetorial, sao
dadas sugestdes para minimizar essas dificuldades. Das sugestdes apresentadas para a
elaboragdo de atividades com SOFTWARE, na pesquisa desenvolvida, foram utilizadas as
seguintes: adotar uma abordagem mais intuitiva nos conceitos; explorar os registros

geométricos; mostrar  coincidéncias  estruturais; antecipar  resultados; levantar
questionamentos; trabalhar no R’ e R’; propiciar a reflexdio; e diversificar objetos para gerar

significados. Tem-se, pelo exposto, uma expressiva contribuicdo dada pelo estudo das
dissertagdes.

O referencial tedrico Valente (1999) deu o suporte ao defender que o software deve
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promover mudangas pedagodgicas, transformando uma educagdo centrada no ensino e focada
na transmissdo de informag¢des, numa educagdo onde a abordagem de ensino prioriza a
criacdo de condigdes de aprendizagem. Decorre dessa metodologia uma mudancga no papel do
professor que passa de transmissor do conhecimento, para o criador de ambientes
informatizados e orientador do processo de aprendizagem.

Valente (1999) possibilitou, também, a escolha do tutorial como plataforma de
desenvolvimento do SOFTWARE e determinou o papel do professor como mediador desse
processo, para que haja a transformacao das informag¢des em conhecimento.

Ja o desenvolvimento do SOFTWARE, bem como a avaliagdo da eficacia do aplicativo
elaborado com as atividades, se apoiaram na obra de Oliveira, Costa e Moreira (2001) a qual
trata da criagdo de ambientes informatizados de aprendizagem, bem como determina
parametros para produgdo e avaliacao de software educativo.

De acordo com a definicdo de tutorial de Oliveira, Costa e Moreira (2001), isto &,
tutorial ¢ um programa que por meio de comandos objetiva garantir a ndo passividade do
aluno ao questiond-lo e provoca-lo a responder, o Software de Apoio ao Ensino e a
Aprendizagem de Algebra Linear, resultado da pesquisa realizada, pode ser classificado como
um tutorial, pois além de ser possivel a sua exibi¢gdo em uma pagina da web, suas atividades
colocam o aluno como sujeito da agdo. Isso pode ser comprovado por meio de suas atividades,
em que o aluno interage com o SOFTWARE fazendo as suas proprias escolhas e respondendo
a uma série de perguntas com relagdo a cada uma delas. Um exemplo da ndo-passividade do

aluno pode ser encontrado na Atividade 1 da Subsecdo Combinag¢do Linear, onde o aluno

determina um vetor v qualquer de R’ e ¢ perguntado a ele informagdes sobre as constantes

que compdem a equagdo que escreve esse vetor como combinacdo linear de dois outros

vetores fixos de R’ .

O desenvolvimento do SOFTWARE e das atividades relativas aos conceitos de
Algebra Linear, aqui apresentados, foram resultados de um trabalho colaborativo de uma
equipe composta pelo autor desta dissertagdo, seu orientador, dois programadores, um bolsista
de iniciagdo cientifica, ¢ duas estudantes do curso de Licenciatura em Matematica da
PUCMINAS, além de professores do Departamento de Matematica e Estatistica e da
Computacao, seguindo orientacdo de Oliveira, Costa e Moreira (2001), o qual defende que o
professor para propor um ambiente informatizado como recurso metodologico de educacio,
deve se acercar de outros profissionais tais como programadores, analistas, pedagogos,

profissionais da drea de comunica¢do, bem como outros docentes e aluno, o que ocorreu na
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consecuc¢ao dos produtos desta pesquisa.

A riqueza da constitui¢ao e trabalho da equipe se fizeram nos expressivos resultados: o
desenvolvimento do SOFTWARE e a consequente dissertacdo de mestrado, ora apresentada,
dois Trabalhos de Final de Curso dos estudantes auxiliares de pesquisa, o programador do
SOFTWARE e a estudante que colaborou na aplicagdo e avaliagdo das atividades
informatizadas.

Com a aplicacdo e a avaliagdo do SOFTWARE em uma turma do curso de Licenciatura
em Matematica da PUCMINAS, foi possivel identificar alguns problemas quanto a
usabilidade, que serdo corrigidos, futuramente, no Grupo de Estudo e Pesquisa em
Informatica Educativa para o Ensino de Matematica da PUCMINAS. Também se constatou
um alto grau de satisfagdo dos alunos com a utilizagdo do SOFTWARE, além de se verificar,
por meio de avaliagdes escritas, a compreensdo dos conceitos de Base e Dimensdo de um
Espaco Vetorial para a maioria desses alunos.

Isso indica que um SOFTWARE desenvolvido no Sistema Flash MX, para o ensino e a
aprendizagem de Algebra Linear, pode colaborar para alcangar a eficacia da aprendizagem,
desde que esse recurso venha como uma mediagdo pedagdgica, e que o aluno seja um agente
ativo neste processo.

O Software de Apoio ao Ensino e a Aprendizagem de Algebra Linear desenvolvido
nessa pesquisa possui um potencial significativo de variagdo em suas atividades. Esse
potencial deve ser explorado, orientado pelo professor, entendendo, segundo Masetto (2000),
o uso da tecnologia como mediacdo pedagogica, o que ocorreu quando se teve maximizado o
processo de ensino e aprendizagem dos contetidos. Para tanto, € necessario que, ao aplica-lo,
planeje-se a forma e se conhegcam todas as suas possibilidades de explorag¢do, podendo criar,
para que ndo se percam informagdes importantes na constru¢do do conhecimento, uma

seqiiéncia de atividades adequadas.
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APENDICE A — Telas do Software

Apéndice A.1: Tela do modo voando
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.2: Tela do modo andando
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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LIMPAR

Apéndice A.3: Tela trés cantos matematicamente

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

LIMPAR

DEFINICAO

Apéndice A.4: Tela de conclusdes de trés cantos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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LIMPAR

Apéndice A.5: Tela definicdo de combinacdo linear de dois vetores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

LIMPAR

Apéndice A6: Tela combinagéo linear de trés vetores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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LIMPAR

b Matematicamente

Apéndice A.7: Tela quatro cantos matematicamente

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

LIMPAR

DEFINIGAO

Apéndice A.8: Tela de conclusdes de quatro cantos

Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Linear dos

Apéndice A.9: Tela de defini¢do de quatro cantos
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Atividade 1: Vetor como Combinagéo Linear de dois outros vetores

1) O valorde cq &

a) menor do que zero
b)igual a zero

c) entre zero e um

d) igual a um

&) maior gue um

000060

Apéndice A.10: Tela paralelogramo 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Atividade 1: Vetor como Combinagao Linear de dois outros vetores

3) Arraste o ponto final do vetor v para det
Dessa forma: V=& Vi + £z Vz, 0U Seja,
| | dos vetores

0800060

Apéndice A.11: Tela do paralelogramo 3
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Atividade 1: Vetor como Combinagdo Linear de dois outros vetores

4) Se V=, entdo podemos escrever o ve
Combinagio Linear dos vetores vs e vz da

V=[T]vi+[ ] verificar

Agora, verifigue no desenho o que aconte
com o paralelogramo nessa situagao.

Observando o desenho, podemos afirma
o paralelogramo se transforma no vetor | ™ |

0066060

Apéndice A.12: Tela do paralelogramo 4
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Atividade 1: Vetor como Combinagio Linear de dois outros vetores

5) Se = vz, entdo podemos escrever o
Combinagéo Linear dos vetores Vi 8 vz

V=[_]wi+[ v verificar

Agora, verifigue no desenho o que aco
com o paralelogramo nessa situagao.

Observando o desenho, podemos afi
o paralelogramo se transforma no veto

Apéndice A.13: Tela do paralelogramo 5
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Atividade 2: Vetor como Combinacgao Linear de trés outros vetores

Apéndice A.14: Tela do paralelepipedo 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Atividade 2: Vetor como Combinagio Linear de trés outros vetores

Apéndice A.15: Tela do paralelepipedo 3
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Atividade 2: Vetor como Combinacao Linear de trés outros vetores

Apéndice A.16: Tela do paralelepipedo 4
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Atividade 2: Vetor como Combinacao Linear de trés outros vetores

Apéndice A.17: Tela do paralelepipedo 5
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Atividade 2: Vetor como Combinacgdo Linear de trés outros vetores

Apéndice A.18: Tela do paralelepipedo 6
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Programacgao

F
|

Apéndice A.19: Programagdo Combinagdo Linear 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Programacdo

F
|

Apéndice A.20: Programacdo Combinagdo linear 3
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Programacgao

F
|

Apéndice A.21: Programagdo Combinagio linear 4
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Se Ty e Tz ndo sso colineares eCiTh +CzT_J'; =(

JENEREN |

' Verificar

Apéndice A.22: Conjectura dois vetores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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e CiTh +C:T_n';=0

DEFINICAO

Apéndice A.23: Conjectura dois vetores — demonstragao
Fonte: Elaborado pelo autor, 2008.

Apéndice A.24: Defini¢go de dois vetores Linearmente Independentes
Fonte: Elaborado pelo autor, 2008.
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Apéndice A.25: Independéncia Linear — trés vetores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

[se ?1-1_’; e )3 nio sao coplanares € Cy T+ C2T2 + C3Va= 0, entio C1=0, C2=0 e C3=0

Se szf'f); E‘I—r'; nao 580 coplanares ecl'_v-;‘l'C:T"rl' CaTs:=0

Ju——
L
]
r
-

Apéndice A.26: Conjectura - trés vetores
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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h . 'ET; ndo sdo coplanares€ C1 T4 + C2T2 + CST_);' 0, entic C1=0, C2=0 e C3=0

eCiT1 +Ca272 +C3‘i‘§=ﬁb

Entic C1 =0, C2=0 e C3=0

Apéndice A.27: Conjectura trés vetores — demonstragao
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.28: Definic¢do de trés vetores Linearmente Independentes
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Proxima fase

Apéndice A.29: Programagdo Independéncia Linear 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Proxima fase

Apéndice A.30: Programacg@o Independéncia Linear 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Proxima fase

Apéndice A.31: Programagdo Independéncia Linear
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.32: Base — Exercicio 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.33: Base — Exercicio 3
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.34: Base — Exercicio 4
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.35: Base — Exercicio 5
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.36: Base — Exercicio 6
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.37: Base — Exercicio 2 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.38: Base — Exercicio 3 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.39: Base — Exercicio 5 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.40: Base — Exercicio 6 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.41: Base — Exercicio 7 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.42: Base — Exercicio 8 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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by Linearmente Ir
entaocl =0,

Apéndice A.43: Base — Exercicio 9 da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.44: Dimensdo — Atividade 1
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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Apéndice A.45: Dimensdo — Exercicio da Atividade 2
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.

Apéndice A.46: Defini¢do de Dimensdo
Fonte: Elaborado pelo Pesquisador, 2008.
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APENDICE B — Férmulas Matematicas



Apéndice B.1: Férmulas Mateméticas para representar ponto do R® em R”.
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Apéndice B.2: Formulas matematicas para a atividade do paralelogramo
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Apéndice B.3: Formulas matematicas para a atividade do paralelepipedo
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Apéndice B.4: Formulas matematicas para a aplicagdo cubo de cores
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ANEXO 1: A Avaliagio Heuristica’ e as observagdes

Para melhor orientagdo na leitura dos resultados da Avaliagdo Heuristica, nas Figuras abaixo, existem
“baldes” numerando cada problema identificado no software, tal que, serdo apresentados em

respectivos Quadros.

As observagdes feitas aos comportamentos dos alunos durante a interacdo da se¢do “Introducao” do
software, estdo descritas nos Quadros, relacionando-as com os problemas identificados na Avaliagdo

Heuristica.

O Quadro 1 apresenta a Avaliagdo Heuristica da tela “Problema — trés cantos I”” apresentada na Figura

4.

LIMPAR

Figura 4: Tela do software: Problema — trés cantos |
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

? Foram apresentados apenas os problemas de usabilidade considerados mais graves. O restante dessa Avaliagdo
Heuristica esta resumido no Quadro 10.



PROBLEMA 1

l

Problema Identificado Solugio

Nio tem feedback quande um | Oferecer feedback a resposta errada.
aluno comete vm erro.

Heuristicas Violadas: Hy
Nivel de Gravidade: 3
OBS: Alguns alunos demonstraram expressiio de confisio ao cometer um
erro e nio receber feedback.

Problema Identificado Solucio

O botdo “Conclusdes”™ esta mal | Posicionar o botic “Conclusdes™ mais na
posicionads, nfe aproveitands |parte infericr. Assim, havera mais espage
o espago que a tela oferece. para oufras informagdes.

FROBLEMA 2

Heuristicas Violadas: H,
Nivel de Gravidade: 1

]I‘R(}BI.EH.*. 3

Problema Identificado Solucio

O botio “Limpar” estd mal | Esteticamente, o botdo “Limpar”™ poderia
posicionado, concortende |ficar na parte inferior da resposta e
inclusive com  a  opgdo |oferecer  maidor  destagque a4 opgdo
“Simulacio”. “Simulacdo”.

Heuristicas Violadas: H;
Nivel de Gravidade: 1

Problema Identificado Solucio

23

A opgio “Matematicamente” |Posicionar a opgic “Matematicamente
ficou muito isclada e ndo [proxima ao botie “Conclusdes™ ou ainda,
expressa a sua funcionalidade. [ substitui-la por uma peguena frase gue seja
mais significativa para o alune, por
exemple: Fgia o modelo matemdtico de
reprasentagdo da sala.

PROBLEMA 4

Heuristicas Violadas: H, H;s
Nivel de Gravidade: 3
OBS: Alguns alunos nio clicaram no botio Matematicamente por iniciativa

propria. Foid necessaria a orientagdo do professor.

Problema Identificado Solucio

Durante a amimacio do “inseto | Permitir gue o uwswaric paralise a
percorrends  a  sala”, ndo € | ammacdo, caso seja necessario.
permitida ao wsuario a paralisagdo
dessa animacio.

FROBLEMA §

Heuristicas Violadas: Hg
Nivel de Gravidade: 2
DBS: FDI'FL‘EI:I. PD'L'IL'.‘CI& (55 E.].'L'II:I.DE- L']_'L'IE'_. a0 cometferem um e1rro, retornaram e
fizeram a simulaciic novamente.

| ——

Quadro 1: Avaliagao Heuristica correspondente a Figura 4
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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e

1

Conclusoes

2

4 Vvoltar

Figura 5: Tela do sofiware: Problema — trés cantos II )
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

rd ™

Problema Identificado

Solucao

A opgdo “Simulacdo”, nesta tela,
nido tem a funcdo de simular o
inseto andando na representacdo
da sala.

Programar a op¢do para Cumprir sua
funcdo.

Heuristicas Violadas: H-
Nivel de Gravidade: 3

Problema Identificado

Solucao

O software utiliza opcdes iguais
para acdes diferentes.

Substituir a op¢do  “Voltar”
“Visualizacdeo da Sala”, por exemplo.

para

Heuristicas Violadas: H; H
Nivel de Gravidade: 3

Problema Identificado

Solucao

Opcdo desnecessaria, porque ja
estamos na tela
“Matematicamente”.

Retirar esta opcéo.

Heuristicas Violadas: H;
Nivel de Gravidade: 2

[ PROBLEMA 3 ]PROBLEMAZ J PROBLEMA 1

Quadro 2: Avaliacdo Heuristica correspondente a Figura 5
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.

141

O Quadro 2 apresenta a Avaliagdo Heuristica da tela “Problema — trés cantos II”” apresentada na Figura 5.
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O Quadro 3 apresenta a Avaliacdo Heuristica da tela “Problema — Conclusdes” apresentada na Figura

6.

Linear dos
puder ser

E (L s L

& » o

Figura 6: Tela do sofiware: Problema — Conclusdes )
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear



Nivel de

— : Solucio
- Problema Identificado ¢
- . e :
= O espage nfoc foi bem utilizade e | Melhorar o espagamentc entre  as
- as cores ndo proporcionaram vm | frases. Podem-se mudar as palavras na
E contraste leve e agradavel. Ccof preta para a3 mesma tonalidade
= Heuristicas Violadas: H;
— Nivel de Gravidade: 1
) B )
- Problema Identificado Solucio
=
- O dcone “Voltar” mudou  de | Manter o icone na mesma posigic.
-~ . -
— localizagio.
2= Heuristicas Violadas: Hy

Gravidade: 2

Problema Identificado

Solugio

Para desenvolver a atividade, &
necessdano gque o alunc relembre
detalhes da tela que contém o
desenho que representa a sala.

Incluir na tela o desenho da sala, ou
adicionar um icone com a fungdo de
abrir outra tela com o desenho que
representa a sala.

Heuristicas Violadas: Hy

Nivel de Gravidade: 3
OBS: Alguns alunos precisaram visualizar o desenho que representa a
sala para desenvolver esta atividade. (concluséo)
Problema Identificado Selucio

A localizagio  dos  botdes
“Resposta™ ndo esta padronizada.

Manter a localizagio dos botdes no
canto esquerdo da tela.

Heuristicas
Nivel de

Violadas: Hy, Hy
Gravidade: 1

J PROBLEMA 4 PROBLEMA 3

PROBLEMA 5

Problema Identificado

Solucio

A mensagem de erro € uma dica
para o aluno simular novamente o
inseto  andando pela sala. No
entanto, para desenvolver a
simulagio novamente, &
necessdrio voltar a telas anteriores
perdendo todo o desenvolvimento
ja feito até esta etapa.

Incluir “abas™ ou icones que oferecam
a possibilidade do aluno fazer a
simmlagdo sem precisar getornar e
perder a atividade gue ja foi feita. Uma
idéia é utilizar o feedback como opgio
para abrir a tela onde & desenvolvida a
simulagdo.

Heuristicas \
Nivel de

"toladas: Hy, Hs Hyg
Gravidade: 3

DB‘:‘#: Foram poucos 0% alunos que, a0 cometeranl N erro, retofnaram e

fizeram a simulagio novamente.

Problema Identificado

Solucio

Nao é permitide comutar, o gue
obriga o aluno a usar exatamente
a mesma ordem apresentada na
definigio.

Programar o soffware para aceitar
comutagio.

PROBLEMA 6

— 4

Heuristicas Violadas: Hy, Hs,Hs, Hy Hy

Nivel de

Gravidade: 3

Quadro 3: Avaliag¢ao Heuristica correspondente a Figura 6
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 4 apresenta a Avaliagdo Heuristica da tela “Atividade 1” apresentada na Figura 7.

Atividade 1: Vetor como Combinagédo Linear de dois outros vetores

Com o mouse, arraste a
De acordo com o vetor v

2)Ovalordec2é

a) menor do que zero
b) igual a zero
c) entre zero e dm

d) igual a

)
e) maigf que um

Exercicio seguinte Exercicio anterior

&—

Figura 7: Tela do sofiware: Atividade 1.

Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

~,

~

Problema Identificado

Solucao

O icone “Voltar” retorna para a
tela inicial.

Manter a fungdo do icone conforme
telas anteriores. ou mudar o tipo do
botdo, informando que sua fingdo é
voltar para a tela inicial.

Heuristicas Violadas: H;, H,
Nivel de Gravidade: 3

Problema Identificado

Solucao

O desenho ndo tem limite de
espaco

Limitar o desenho ao espaco que foi
reservado para ele.

PROBLEMA 2 ] PROBLEMA 1

Heuristicas Violadas: H,
Nivel de Gravidade: 1

N
~

Problema Identificado

Solucao

A ordem das opc¢des ndo esta
relacionada com a préatica do
mundo real. Ainda, existe um
rigido controle no percurso das
entradas e saidas das atividades
propostas.

PROBLEMA 3

Dispor as tarefas em  hiperlink,
oferecendo ao aluno a opc¢do de clicar
no lugar que ele quiser e uma melhor
condugdo.

—

Heuristicas Violadas: H,, Hs, He
Nivel de Gravidade: 3
OBS: Alguns alunos clicaram, por engano, em Exercicio anterior.

Quadro 4: Avaliagdo Heuristica correspondente a Figura 7
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 5 apresenta a Avaliagdo Heuristica da tela “Aplicacdo — Cubo de cores ” apresentada na

Figura 8.

Aplicagdo: cubo de cores

Figura 8: Tela do software: Aplicagdo — Cubo de cores
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

|
Problema Identificada Snluq%cu )

Mo enunciado da aplicagio, b,ée MNo cubo de cores, tratar b, ge

7 sdo fratados como vetores. Mo | como  vetores, descrevendo suas
entanto, proximo ao cubo de cores. | componentes.
b. ge r sio tratados como as
constantes que representam  seus
coeficientes na combinagdo linear.
Heuristicas Violadas: Hs, Hg, Hyp
Nivel de Gravidade: 4

PROBLEMA 1

Problema Identificadae Solucio

Ao digitar os decimais, aceita-se |Programar o soffwars para aceitar as
ponte e ndo se aceita virgula. duas oppdes: virgula cu ponto.

Heuristicas Violadas: Hy, Hg Hg
Nivel de Gravidade: 3
OES: Muitos alunos digitaram virgula e questionaram o motivo do feedback

de erro. Foi necessaria a orientagdo do professor para que digitassem ponto e
nio virgula. (conclisdo)

Problema Identificada Solucio

PROBLEMA 2

MNic € possivel retornar para |Programar para gque seja possivel
— —*
b= (1,{},{}} . retornar ao vetor b

Heuristicas Violadas: Hy
Nivel de Gravidade: 3
(OBS: Problema percebido também pelos alunos.

PROBLEMA 3

L —
Quadro 5: Avaliagao Heuristica correspondente a Figura 8
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 6 apresenta a Avaliacdo Heuristica da tela “Programacdo - Equacionar ” apresentada na

Figura 9.

Programacéao

Figura 9: Tela do software: Programagao - Equacionar
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

i

o

PROBLEMA 3 ] PROBLEMA 2 ] PROBLEMA 1

Problema Identificado Solucio

Nio se aceita nenhum tipo de | Programar o soffware para  geceber
comutacic, o gue exige do | guaisquer comutages.

usuaric transcrever a definicio
tal como foi apresentada.

Heuristicas Vieladas: Hs, Hg, HyHyy
Nivel de Gravidade: 4
OEBES: Alguns alunos comutaram a igualdade e, ao verificarem a resposta, o

feedback era referente ac erro. Os aluno: demonstraram expressio de
confusiio e selicitaram ajuda. (conclusdo)

Problema Identificado Solucio

A opgdo “veritficar” estd em | Mudar a localizagiio, o tamanho e a estética
posicdo com pouco destagque.  (da opgio. Por exemple, coloca-la mais
centralizada, abaixo da resposta, e colocar
no formato de botio.

Heuristicas Vieladas: Hy
Nivel de Gravidade: 3

Problema Identificado Soluciio

Aunséncia da opgio “limpar” | Incluir esta opedo.
{ou “desfazer™).

Heuristicas Violadas: Hy Hg
Nivel de Gravidade: 4
OBS: Muitos alunos demonstraram impaciéncia ao precisarem dessa
| opgdo.

Quadro 6: Avalia¢ao Heuristica correspondente a Figura 9
Fonte: Equipe de Avaliacdo do SOFTWARE.
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O Quadro 7 apresenta a Avaliacdo Heuristica da tela “Programacdo — Teste seu programa

apresentada na Figura 10.

Programacgao

Figura 10: Tela do software - Teste seu programa

Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

PROBLEMA 1

J

Problema Identificado

Solucio

O significado da informagao
“Teste seu programa” nao
esta claro.

Alterar a frase, de forma que explique

como se deve testar o programa.

Heuristicas Violadas: Hs Hy
Nivel de Gravidade: 3

OBS: Muitos alunos ndio entenderam a informacdo “Teste seu
programa”. Destes, alguns testaram errado, outros solicitaram ajuda.

Problema Identificado

Solucio

Se o aluno escolher vetores
que ndo podem ser escritos
como Combina¢do Linear do
primeiro vetor escolhido, o
feedback (NaN) ndo tem
significado.

Alterar o feedback de forma que seja
claro e tenha significado para a

linguagem do aluno.

PROBLEMA 2

ajuda.

Heuristicas Violadas: Hs Hj
Nivel de Gravidade: 4

OBS: Os alunos ndo compreenderam o feedback “NaN” e solicitaram

Quadro 7: Avaliag¢ao Heuristica correspondente a Figura 10
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 8 apresenta a Avaliacdo Heuristica da tela “Demonstragdo — Independéncia Linear [”

apresentada na Figura 11.

DEFINICAO

Figura 11: Tela do software - Demonstragdo — Independéncia Linear |
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

T

Problema Identificado Solucao

—

E Nio estd clara a|Trocar a palavea “Transporte™ por

e funcionalidade do  betio | "WVisvalizar a conjectura”, por exemplo.

— || “Transporte™.

g Heuristicas Violadas: Hs

E Nivel de Gravidade: 3
OBS: Muitos alunos ndo utilizaram o botio “Transporte™ Foi preciso
orienta-los para que o fizessem.

Quadro 8: Avaliacdo Heuristica correspondente a Figura 11
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 9 apresenta a Avaliagdo Heuristica da tela “Demonstracdo — Independéncia Linear 1I”

apresentada na Figura 12.

| Se T, V2 e s nip sdo colineares e C1| 1+sz +C.1‘V=0, entio C1=0, C2=0 e C3=0

. Suponha que
Entao, c;ﬁ +

2| Se '_[51, {); g"{_;; nio sio colineares

eCiTh +CaTh 'I-C?.‘l_)b::a'-:

Entio C1= 0, C2=0 e Ca=¢0 Desta forE
'’

Tﬁuﬁ ey s

o que contraria

r_l DEFINICAQ

Figura 12: Tela do sofiware - Demonstragdo — Independéncia Linear II
Fonte: Software de apoio ao ensino e a aprendizagem de Algebra Linear

Problema Identificado Solucio

Na conjectura deve ser | Alterar a conjectura e a hipdtese.
mencionado que os vetores

pertencem a0 R’e na
hipotese os vetores devem
ser ndo coplanares, ao invés
de ndo colineares.

PROBLEMA 1

Heuristicas Violadas: Hy;
Nivel de Gravidade: 4

OBS: Muitos alunos foram influenciados pela conjectura e
responderam incorretamente.

Quadro 9: Avaliagao Heuristica correspondente a Figura 12
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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O Quadro 10 abaixo apresenta outros problemas de usabilidade identificados em outras telas do

software com sugestdes de solugdo.

Problema Identificado Solucio
O icone “Voltar” é desproporcional a tela do software. Melhorar a estética do icone.
Os acessos aos topicos ndo sdo padronizados. Padronizar os acessos.
O feedback esta ausente em algumas atividades. Oferecer feedback as a¢des dos usuarios.
Alguns botdes “verificar respostas” ndo estdo em destaque. Dar mais énfase aos botdes.
Falta de padronizagdo na estética de alguns botdes. Padronizar a estética.

Quadro 10: Problemas de usabilidade identificados
Fonte: Elaborada pela autora

O Quadro 11 apresenta uma lista de comportamentos dos alunos durante a interacdo da segdo

“Introdug@o” do software.

Satisfagdo diante de respostas corretas.

Solicitagdo de ajuda para compreender a multiplicag@o de vetores por escalares.

Impaciéncia quando o sofiware considerava como “erro” uma expressdo correta escrita em ordem
diferente da apresentada na defini¢@o. Por isso, dentre os 39 alunos, 2 abandonaram o software antes
do término da atividade.

Interesse de alguns alunos em continuar as atividades no software apos a aula. (Dentre os 39 alunos,
7 continuaram as atividades, mesmo apos a aula.)

Ajuda mutua, de maneira geral, no decorrer das atividades no software.

Duvidas na resolugdo de Sistemas Lineares, tanto através da Regra de Cramer quanto por
Escalonamento.

Impaciéncia quando se necessitava de retornar as telas do software para corrigir um erro ¢ refazer
toda a atividade.

Quadro 11: Comportamentos dos alunos durante a interagdo com o software
Fonte: Equipe de Avaliagdo do SOFTWARE.
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ANEXO 2: Segunda atividade

1) A conjectura abaixo esta correta? Caso afirmativo, demonstre-a. Caso contrario, faga as

corregdes necessarias e demonstre-a.

Se v, e v, ndo sao colineares e ¢;v, + c;v, = 0, entdo ¢;=0 e ¢;=0

2) Verifique se v ¢ Combinagdo Linear de v, e v, , tal que:

v=(32,-7), v, = (1.4 e v, =(1,9).

3) Observe as representagdes geométricas no R’ abaixo.

—

O vetor v, foi multiplicado por uma constante c,, resultando num novo vetor c; v, .

_— —

O mesmo acontece com v, € V; .

Quadro 1: antes : Quadro 2:depois

Com base no Quadro 2, responda:

a) Atribua valores para ¢, ¢ ¢;. Quanto a constante ¢;, 0 que vocé observa em relacdo ao
seu possivel valor? Por estimativa, atribua um valor para c;.

b) Elabore uma Combinagdo Linear qualquer usando os valores de c;, c; e c; atribuidos
na letra (a) e faga a representacdo geométrica.

—_—

c) Verifique se os vetores v,, v, e Vv, elaborados na letra (b), sio Linearmente
Independentes.

4) O que significa dizer que os polindmios py, p; € p; sdo Linearmente Dependentes?

— - - - 10 0 - 1 0
5) Considere uma Combinagdo Linear c¢;v, + ¢;v, = v, na qual v= [0 0] , V= [0 4] e

— 7 0 -
v, = [0 g |- Encontre os valores das constantes ¢, e ¢,. Que relagdo existe entre v, e v, ?



