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RESUMO

O ensino de Caélculo Diferencial e Integral € objdt estudo de varios pesquisadores e
muitos constataram a grande defasagem dos alurosistificada pelo ensino de Matematica
durante a Educacao Basica, ora pela falta de eropshproprios alunos, ora pelos métodos
didatico-pedagogicos utilizados pelos professor&sfim, o fato € que existe um problema
gue ainda necessita de muita pesquisa para sais@do. Muito também se tem falado a
respeito do uso da informatica para o ensino daMatica, que pode e deve ser um de seus
fundamentais instrumentos. Sendo assim, este h@lexiplorou a Convergéncia de Funcdes
em situacdes continuas e discretas, por meio dalestos Limites, Taxas de Variacao,
Métodos Numéricos de Resolugcdo de Integrais e Rgdolde Equacdes Algébricas e
Transcendentes, com o0 uso dos softwares grat@emyebrae VCN. Um dos grandes
objetivos desta pesquisa € oferecer uma proposi@ich para docentes da area, como
sugestdo para sua pratica diaria. As atividadesatin o carater investigativo sob a visdo de
Ponte, tendo sido confeccionadas segundo a orgdnizdidatica de Zabala, com projeto
baseado na engenharia didatica (estudo iniciadd\gigjue em 1980); o suporte tedrico para
a elaboracédo das questbes foram Stewart, Finneyredd. Esta pesquisadora foi também a
professora das turmas cujos alunos foram sujeopesquisa, de modo que as atividades
elaboradas foram aplicadas simultaneamente aollialbam cada conteddo. As atividades
foram elaboradas de modo a priorizar a exploragé@énica e gréafica das situacdes propostas

e se tornaram objeto de observacéo ao longo daigasq

Palavras-chave: Atividades Investigativas. Calc@onvergéncia. Educacdo Matemética.

Informatica no Ensino.



ABSTRACT

The teaching of Differential and Integral Calcuilsstudied by several researchers and many
noted the large gap of students, sometimes justifiethe teaching of Mathematics for Basic
Education, sometimes by the lack of commitment ftbemstudents themselves, sometimes by
didactic and pedagogical methods used teachdfmally, the fact is that there is a problem
that still needs much research to find a solutMoch also has been said about the use of
computers for teaching mathematics, which can dmmailld be a great tool. Therefore, this
study explored the Convergence of Functions ininantis and discrete situations through
the study of Limits, Rates of Change, Numerical iMels for Solving Integral and Algebraic
Equation Solver and Transcendent, with the useeaf $oftwareGeogebraandVCN, one of

the major objectives of this research is to offedidactic proposal for area teachers, as
suggestion for your daily practice. The activitlesd the character investigative under the
vision of Ponte being constructed in the organiratf didactic Zabala, with design based on
engineering teaching (study initiated by Artiguel®80); the theoretical basis for drawing up
the questions were Stewart, Finney and Barroscs fidsearcher was also the teacher of the
classes whose students were the research subgecthat the activities developed were
applied by the time that content was being workedTthe activities were designed so that
there was a numeric and graphic exploration ofpfeposed situations, one way in which
concepts and definitions are constructed througpemmentation, resulting in the final
understanding the initial idea on Convergence mfirmerical sequence.

Keywords: Investigative Activities. Calculus. Congence. Mathematics Education.

Computers in Education.
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1 -INTRODUCAO

O computador é, atualmente, uma ferramenta essesmiagualquer segmento da
sociedade. Existem programas simples que sédo deleyratilidade nas diversas areas,
inclusive na educacao. J4 ndo se pode pensar enngtitaicdo de ensino hoje que nédo se
utilize dessa tecnologia em seu dia-a-dia, ndo agpem servicos administrativos, mas
também em sala de aula, como uma metodologia cédati

Diversos softwares ja sdo conhecidos no mercadmoco Cabri-Geométre o
Winplot o Maple o MatLab e tantos outros, sendo que muitos deles séo mgtpodendo
ser baixados de sites proprios da Internet, conmaso ddseogebra

Ao se pensar em utilizar esses e outros programa&etidiano das aulas, facilmente
se verifica a necessidade de novas propostas parsino de conteldos matematicos de
dificil compreenséao, como o Célculo Diferenciahtegral.

O ensino de Célculo Diferencial e Integral € um dssuntos em que os académicos
dos cursos da &rea de exatas sentem mais difi@ddadnforme comentarios correntes no
meio e constatacdes de varias pesquisas. Entresgsipas de professores do Departamento
de Matematica e Estatistica da PUC Minas, por ek®mpma delas, oportunamente, ressalta

que:

Transparece aqui um forte componentehdbitusde aluno: considerar o professor
como o responsavel Unico pela aula e pelo contelider estudado; aquele que
detém o saber e regula sua distribuicdo. O alupesezbe como alguém que tem o
direito, ele paga por isso, de receber o bolo tersgpassa longe a ideia de ser ele
préprio um agente construtor de conhecimento. (LAGH2001, p. 160).

Neste sentido, constata-se que o aluno é um seivpanas salas de aula de Célculo,
esperando apenas receber o conteudo para tranengtie foi apreendido para as provas
escritas e, assim, receber uma certificacdo addirrurso. Acrescente-se ainda que, em geral,
o comportamento diario dos alunos ndo contribuitonpara um resultado satisfatério do
processo ensino-aprendizagem de Calculo, uma vezaupracitada pesquisa apurou que
94% (noventa e quatro por centi)s alunos ndo cumprem todas as tarefas extrazlddse
entanto, os professores também néo estéo isentegadgarcela de culpa por esse fracasso.
Na maioria das vezes, ndo fazem da sala de aulaminiente de construcdo, explicitando

para os educandos que aquele é um momento de aadmdonjunto.
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N&o houve intencdo aqui de realizar mais uma psagp@ra apontar ou reforcar
algum fator da dificuldade de se obter sucesso émecul® por um grande numero de
estudantes. A presente pesquisa se prop0s, ageasttificuldades ja constatadas, a oferecer
uma oportunidade de o aluno trabalhar em um anwidatconstrucdo (particularmente a
exploracdo da ideia déonvergéncia de fungcbes continuas e discjetaser observado ao
desenvolver uma sequéncia didatica que lhe pesmitisexperimentacdo, a descoberta de
padrdes e a obtencado de conclusdes. Nao apenamsaifoque matematico, somente atraves
de uma experiéncia € que se pode diferenciar aceabstrato.

Deseja-se, na verdade, oferecer uma propostaaiidddra o ensino-aprendizagem de
alguns topicos do Célculo. Para isso, sera feitaegorte com inicio no estudo dos limites,
seguido do estudo das taxas de variacdo, a infegragnérica e resolucdo de equacdes nao-
lineares.

A proposta dessa pesquisa foi estudar a convegyéoaclimite de algumas fungoes,
que remetem a ideia de uma sequéncia numéricastia g observacado da representacao
gréfica de fungbes continuas com o softwaemgebrae de funcdes discretizadas com 0 uso
do VCN Houve aqui a intencdo de elaborar uma sequéndtitich para a
construcdo/assimilacdo do conteudo, através deadies investigativas que teriam como
suporte os softwares acima mencionados.

O tema da convergéncia de func¢des continuas eetfiscfoi escolhido porque ele
contém as ideias de variacdo, movimento, tendéndimite. Estas ideias € que tornam o
“calculo fundamentalmente diferente da matematiga® o aluno estuda no colégio
(STEWART, 2009). Através da experiéncia profissiogae essa pesquisadora adquiriu,
constatou-se uma grande dificuldade do aluno & Bdm a transicdo de uma matematica
estatica (Ensino Médio) para outra mais dinamicasifi® Superior). Com a presente
pesquisa, pretendeu-se contribuir para a reducgta ddiculdade especifica.

Com relacdo ao softwai®eogebra desejou-se aproveitar a facilidade de manuseio
gue ele apresenta, com possibilidade de movimenfmdtos, destaque com cores e estilo de
linhas, obtencéo de inclinacdo da reta e tantas®{grramentas interessantes, que tornariam
esse estudo mais agradavel.

O softwareVCN apresenta muitas possibilidades de estudo pardwrao analitica
ou discreta (tabelada), de modo que o estudanterfpadalizar experimentacbes numéricas
com rapidez. Tendo como base de apoio o calculoérnioo) este programa permite a

visualizacao e constatacdo numérica do que seedvalo® graficamente com@eogebra
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O objetivo principal deste trabalho eéxplorar a ideia de convergéncia, percebida
especialmente no limite de uma sequéncia, perpdsgagia ideia de taxas de variacdo, a
integracdo numeérica e a resolucdo de equacdesrialgele transcendentes, auxiliados pelos
softwaresGeogebrae VCN Porém, as entrelinhas deste objetivo geral pitissm pensar em

varios outros especificos, que sao:

a) trabalhar topicos matematicos visando que o estedaompreenda a ideia de
convergéncia de fungcbes continuas e discretas;

b) explorar os softwaresseogebrae VCN e disponibilizar os produtos e resultados
conseguidos;

c) propor uma atividade investigativa sobre o assoato o uso dos softwar€eogebrae
VCN buscando nexperimentacéda constru¢caado conhecimento;

d) construir uma sequéncia didatica que auxilie nocgsso ensino-aprendizado da
convergéncia de funcbes continuas e discretas coontetdo do Calculo Diferencial,

Integral e Numérico, como produto final.

Este material didatico (produto final) elaboradoasapresentado de forma impressa e
poderd ser aplicado aos académicos de cursos a@gsegue cursam as disciplinas Calculo
Diferencial, Integral e Numérico, particularment @ursos de licenciatura em Matemética,
mas também abrindo a possibilidade para estudaetesutros cursos da area de Ciéncias
Exatas, que tenham esta disciplina em seu Progi@umdcular. Para estas atividades,
considerou-se a existéncia de conhecimentos prépasparte dos alunos, de matematica
bésica, como fracdes algébricas, produtos not&ugisdes, etc. Porém, caso fosse constatada
a deficiéncia de tal conhecimento na pratica, miageediria que os professores fizessem uma
breve apresentacdo (ou revisdo) dos topicos nemessantes ou durante a aplicacdo da
atividade.

Ao usar este material didatico nessa pesquisap cosnsoftwares sédo a principal
ferramenta, foi feita entdo uma apresentacao dtextunhistérico destes, antes da aplicacao
das atividades, de modo que os alunos conhecesbk&stoda da criacdo tanto deeogebra
como doVCN, historia esta que foi contada aos alunos no mtaméa apresentacdo dos
programas.

Antes de realizar a aplicacdo das atividades,€iita fa apresentacdo da interface dos
softwares, mostrando os icones e as varias furiiggsniveis. O aluno deveria adquirir uma

nocdo das funcdes, de modo a compreender e consegai sequéncia de atividades. Esta
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pesquisadora esteve, durante todo o tempo, junt® esiudantes, auxiliando-os na
compreensao das atividades e no manuseio dos comdnd softwares, mas a autonomia e
independéncia de cada um também foram trabalhas@asmomento em que foram
incentivados a buscar, por si s6, a resolucao tiladaales. Apds a devida familiarizacao dos
alunos com cada um dos softwares, eles ja estapton a ler e interpretar corretamente 0s
enunciados.

Uma vez que esta é uma proposta voltada paraaofsspores que trabalham com
cursos que contenham o Calculo Diferencial e lalegro Numérico, como parte integrante
do seu Programa Curricular, tem-se a intencao deopcionar ao estudante a compreensao
da ideia inicial sobre Convergéncia de funcbesinaat e discretas, utilizando-se para isso
cada uma das atividades propostas, ou seja, pordoeignificado do limite, da derivada, da
integral e também através da resolucdo de uma &guagebrica e/ou transcendente. Nao
foram dadas todas as definicdes antes das atiddates apenas as inevitaveis. Somente foi
feita uma breve apresentacdo do assunto, falange soia importancia e os objetivos em
questdo, e através das atividades € que preterdegues os alunos construissem cada
conceito. Apés a resolucéao das questdes é queifaid socializacdo em grupo, quando esta
pesquisadora levantou a discussdo geral sobreumtass as principais conclusdes foram
registradas.

O estudo e comentarios acerca da teoria muitaibaitéio para as justificativas que
irdo permear cada questdo a ser elaborada e ajadmeNeste sentido, pretendeu-se que a

sequéncia de questdes acontecesse da seguinteananei

a) Definicao de limites (nogéo intuitiva);
b) Estudo de taxas de variagao;
c) Métodos numéricos de resolucao de integrais;

d) Resolucdo de equacgbes algébricas e transcendentes.

De acordo com o objetivo deste trabalho, desejapse os alunos construam
pensamentos sobre o assunto a partir das visfeéricamgeométrica e algébrica, de modo
que acontecera a construcdo sequencial da ideaéatdas atividadésvestigativas. Stewart
afirma que o aprendizado dos conteudos matemataas acontecer por meio dRegra dos

Trés : geométrica, numérica e, enfim, algebricamente.
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A visualizagdo e as experiéncias numéricas e @gfientre outras ferramentas,
alteraram fundamentalmente a forma como ensinamos@ocinios conceituais.
Mais recentemente, a Regra dos Trés expandiu-saiman Regra dos Quatro,
valorizando também o ponto de vista verbal (ou ritdsr). (STEWART, 2009,
Prefacio)

Apos a elaboracao das atividades, aconteceuGaefti destas aos alunos; para isso o0
grupo a ser observado era de académicos que sstivesursando a disciplina Calculo
Diferencial e Integral, de modo que ja possuissemré-requisitos basicos necessarios para a
compreensao do que seria lido. Esta sequéncidilimada como atividade cotidiana para trés
turmas que estavam cursando as seguintes dissipiddculo e Geometria Analitica (Céalculo
), e Célculo Numeérico.

As atividades foram individuais, mas nada impeglie um aluno discutisse com o
colega para melhor compreensédo do que era pedatta ©lha de exercicios foi entregue
somente quando a ultima ja havia sido completames@lvida, sempre na presenca desta
pesquisadora. As resolucdes foram recolhidas pestefior andlise.

Por fim, quando todos os alunos ja haviam termoratrabalhos, chegou o momento
da analise e interpretacdo dos resultados obtiiesta fase, aconteceu a analise qualitativa
das atividades e, consequentemente, do materiadtiaid proposto, levando-se em
consideracdo a contribuicdo ocasionada quanto a cadteudo enfocado e visando,
principalmente, verificar se houve a compreenséidela inicial daConvergéncia de fungdes

continuas e discretas
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2. APOIO TEORICO

2.1. O Ensino e aprendizagem de Matematica e o uda informéatica

No Brasil, o Ministério da Educacdo (e Saude Pébplivi criado em 1930, com
Getulio Vargas na Presidéncia, porém os assungaslds a educacdo eram tratados pelo
Departamento Nacional do Ensino, ligados ao Ministéa Justica (fonte: MEC). Apés uma
longa trajetoria e uma série de transformacoegjitsur MEC — Ministério da Educacéo e
Cultura, sendo que em 1992, através de uma leidedeMEC recebeu a nova denominacgao
de Ministério da Educacéo e do Desporto, e em b9&5do passou a ser responsavel apenas
pela educacédo no pais.

O ensino de Matematica vem sofrendo grande mudaogeenario educacional do
Brasil e do mundo. Isso aconteceu principalmenigidedo Movimento da Matematica
Moderna, quando a Educagdo Matematica passou ansesbjeto de estudo de grandes
tedricos, que passaram a divulgar amplamente da&si

Especificamente sobre o Brasil, ainda existe graade discussao em torno do ensino
dessa disciplina, ndo apenas com os segmentoswtadse Basica, mas principalmente por
pesquisadores ligados aos cursos de licenciat@ia. gesquisadores estdo cada vez mais
preocupados com a formacgéo dos professores patiaeis Fundamental e Médio, pois o pais
ocupou a 542 (quinquagésima quarta) posicdo nauesglo PISA 2006 — Pesquisa
Internacional de Avaliacdo de Alunos, dentre S57sgmiparticipantes sobre o ensino de
ciéncias; este estudo mediu principalmente a cdpdei dos alunos de aplicarem os
conhecimentos adquiridos na escola em situacOées widaixo, tém-se dados do IDEB —
indice de Desenvolvimento da Educacio Basica, givlds no site do MEC, que mostram a
posicdo nacional no Ensino Fundamental (do 1° aanb® e depois do 6° ao 9° ano) e no
Ensino Médio; mostra também uma projecdo dos dpdms o ano 2021, como uma meta a

ser alcancada.
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IDEB 2005, 2007 e Projecies para o BRASIL

Anos Iniciais do Ensino Anos Finais do Ensino Ensino Médio
Fundamental Fundamental

IDEB IDEB

3,9 6,0 35 38 3,5 55 34 35 34 52
Dependéncia Administrativa
3.6 58 32 3.5 33 52 31

0
KT o | 42
B oo |40

32

64 62 64 78 63 61 63 76 56 GBI 56 70

Xl o 430 40 61 33 1360 33 53 30 U820 31 49

34 AN 35 57 31 [SAN 31 51 29 JEEN 30 48
5,8 5,6

s9 60N 60 75 58 58 73 56 56 7.0
Fonte: Saeb e Censo Escolar.

a1 49

Quadro 11indice de Desenvolvimento da Educac&o Basica. (|NBP9).

O IDEB (indice de Desenvolvimento da Educacdo @ddioi criado para verificar o
desempenho de cada escola e rede de ensino; para DEB de uma escola cresca é
necessario que o aluno nao seja reprovado, fregjuerdala de aula e ainda aprenda o0s
conteudos bésicos ensinados. De acordo com o Qdadr Brasil alcangou em 2007 o total
de 3,5 pontos no Ensino Médio, sendo que ha uma det5,2 pontos para o ano 2021.
Mundialmente segundo dados divulgados pelo jornalGlobo (matéria publicada em
04/12/2007, por Fadua Matuck), o Brasil ficou erfi lbjar dentre 57 paises participantes do
PISA (Programa Internacional de Avaliacdo de Aljyrelaborado pela Organizacéo para a
Cooperacédo e Desenvolvimento Econémico (OCDE),eoagloca o Pais como o quarto pior
no ensino de Matematica. Mas segundo o prof. NBirzo, segundo a mesma referéncia
citada, o Pais deve ser comparado a outros quarnterdalidade mais proxima da nossa; neste
caso, comparando o Brasil com a Colémbia, Argergifdéxico, nosso Pais ficou “a frente
apenas da Coldmbia na avaliacdo das capacidadesicés” (MATUCK, 2007).

Tamanha dificuldade que os alunos apresentam taolagesMatematica durante a
Educacao Basica é levada para o Ensino Super®idisaiplinas da area de Ciéncias Exatas.
Os estudantes das engenharias, ciéncias da co@putagconomia, farmacia, fisica,
matematica e tantos outros, apresentam grandelddide durante o curso. Ao falar no ensino
de Célculo Diferencial e Integral, Algebra, Georaetetc., é fato o grande numero de
reprovados nessas disciplinas dos mais diversessgue as tém na grade curricular.

Uma explicacdo possivel para este fato € o nivelndino de matematica na Educacéo
Basica, como comprovam as pesquisas. Hoje, é mbssbservar nos diversos cursos

superiores a necessidade de incluir nos ProjetbscBd?edagodgicos dos cursos disciplinas

! Este indice mede a qualidade de cada escola @diderede de ensino.
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como Fundamentos da Matematica — cujas ementasogsdjpostas quase que totalmente por
assuntos béasicos dos Ensinos Fundamental e Méxim oma espécie de “revisao”.

De qualquer modo, pode-se perceber que as digsusaberca do ensino da
Matematica sdo necessarias e convenientes, de queds busca por novas metodologias que
sejam mais eficazes para o processo ensino-apegetizdo assunto na Educacgdo Basica €,
no minimo, uma acdo a ser tomada diante de infdiesagad existentes sobre essa
necessidade. Tais medidas vao proporcionar methondgaaprendizado ndo apenas no ensino
da Matematica da Educacédo Basica, como tambénreffair nos cursos de graduacao da
area de exatas.

A educacdo no Brasil vem passando por fortes ngaganos ultimos tempos. Hoje
existe a conscientizacdo geral de que o sistemeaeimal brasileiro precisa de grandes
melhorias, de modo a cumprir seu objetivo principabsibilitar sucesso no processo ensino-
aprendizagem dos alunos. O Governo Federal e aaliEss estdo investindo mais em
compra de material didatico, equipamento para eslas cursos de aperfeicoamento para o
corpo docente, etc.

Muito se ouve falar sobre tais investimentos nasosi de comunicacdo; muitas
escolas da educacdo béasica estdo recebendo nouimregntos tecnoldgicos, tendo a
possibilidade de atualizarem suas bibliotecas, Eto. 2007, surgiu o PDE - Plano de
Desenvolvimento da Educacao, que propde investosem educacao basica, profissional e
superior. Assim, tem-se como consequéncia o crestonda informatizacdo das escolas,
também por meio do PROINFO — Programa Nacional elendlogia Educacional, que foi
criado em 1997, e que a cada ano vem ganhando far¢as e em parceria com Estados e
Municipios, instalarq até 2010 computadores emst@daescolas publicas, come¢ando por
aquelas que oferecem o Ensino Médio, além do Ersimalamental. Como ainda existem
escolas com deficiéncias basicas, o PDE, em parcem o Ministério das Minas e Energia,
prevé a instalacdo em 2009 de energia elétrica adast para que estas possam ser
beneficiadas com as novas tecnologias.

Dessa forma, é possivel a visualizacdo da melldari@ducacéo no pais, uma vez que
o corpo docente tera mais alternativas didaticaa pau dia-a-dia. Segundo informacdes
divulgadas também pelo portal do MEC, existe unggama de formacdo de professores,
iniciado em maio de 2009, que se trata de um adestecnologias educacionais. Com uma
carga horaria média de 180 horas, os professoresdgm a usar as novas tecnologias na sala
de aula, inclusive quanto a aplicacdo e comunicdgitais. Com certeza, 0 uso das novas

tecnologias, particularmente do computador, em @dalaula, € uma importante e atualizada
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metodologia didatica, no momento em que essa éraat@ade presente na vida de muitas
criancas, adolescentes e jovens.

Particularmente tratando do ensino da Matemahéamuito tempo os professores
manifestam sua preocupacao. Antigamente, o engissadlisciplina era considerado “artigo
de luxo”, quando poucos eram aqueles que realmmmam acesso; de acordo com alguns
dizeres populares: alguns até tentavam aprendsrnétaera um conhecimento para qualquer
um; apenas quem tivesse uma inteligéncia diferdacdaque poderia alcanca-lo. Mas € claro
gue isso nao é fato!

Por meio das pesquisas existentes sobre as téasl@acensino da Matematica, ja na
década de 1920, quando surgiu a Tendéncia Emgiticista (e que mais tarde foi
novamente notada entre as décadas de 70 e 8Q@ja exissao de que o ensino da Matematica
deveria acontecer de forma empirica, com descaberf@esquisas. Algumas caracteristicas

dessa tendéncia serdo citadas:

» Entende que, a partir da manipulacéo e visualizagiobjetos ou de atividades
praticas envolvendo medi¢cBes, contagens, levantanmemromparagbes de dados,
etc., a aprendizagem da Matematica pode ser obiildiante generalizagbes ou
abstracdes de forma indutiva e intuitiva.

* Recomenda (a tendéncia empirico-ativista) que meme Ciéncias e Matematica
seja desenvolvido num ambiente de experimentagisereacdo e resolucédo de
problemas, oportunizando a vivéncia do método ifieof atestando a presenca da
didatica experimental positivista. (SILVA apud FIBRTINI, 1995, p. 11/12)

Partindo ja para a época do tecnicismo, a Matem&ra ensinada na base da
transmissdo: o professor mostrava o contetudo ndrgueom a explicagdo da teoria seguida
da resolugcdo de alguns exemplos, e o aluno dewaticar resolvendo muitas listas de
exercicios, baseando-se no modelo inicialmentesaptado. Ainda segundo Fiorentini (1995,
p. 16), os manuais didaticos dessa época (aodindEcada de 60 e inicio da década de 1970)
privilegiavam o “treino/desenvolvimento de habitiéa estritamente técnicas”, em que os
contetdos seguiam uma espécie de “instrucdo pregi@monde o aluno deve realizar uma
série de exercicios do tipo: ‘resolva os exerciabaixo, conforme o seguinte modelo...””
Esse mesmo autor identifica esta como sendo a peg@datpficial” do regime militar pds-64
(1995, p. 15), indicando que a preparacgao eraasggre baseada em muito treino. Como esta
tendéncia ndo deu certo, Dario Fiorentini constaimusua pesquisa que houve o retorno a
tendéncia Empirico-Ativista, entre as décadas d&070

A partir do Movimento da Matematica Moderna, osscuesadores da area de

Educacado foram convidados a repensar o ensino tenMética, de modo que o professor em
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seu cotidiano docente nao cultivasse a ideia dadaele uma mercadoria”, em que o aluno
era o cliente, uma vez que o conhecimento ndocpara ser transmitido por ele e recebido

pelo estudante, pois € algo para ser construido.

A transmisséo da informagdo ndo pode ocupar soznrdsntro do processo ensino-
aprendizagem e nem pode ser tomada como Unico pticAnorteador dos servigos
oferecidos pela escola. Olhar o ensino-aprendizagemo um processo de
aquisicao, reelaboracéo ou construcdo é a mareiadrit o trabalho escolar para o
tratamento da informacédo, para a compreensdo deites, para o pensar de modo
sistematizado e com mobilidade. (...) Ambos (pmsidese aluno) se tornam
construtores e re-construtores do conhecimentoC@lAI, 2001, p. 179).

Assim, partindo do principio de que o conhecimeardo € algo para ser imposto,
mas sim construido, € claro que é um bem acessieelos. Qualquer pessoa que se interesse
de verdade pode aprender Matematica, desde que fadiéncia e dedicacdo. Tratando
particularmente do uso do computador como uma fewvamenta didatica, como a maior
parte das criancas e jovens se interessa porexssaldgia, o ensino da Matematica pode ser
beneficiado, no momento em que tiver seu uso ofidtizpara essa finalidade.

Neste sentido, a experiéncia com o uso de softveare® metodologia didatica pode
ser muito rica:

As atividades, além de naturalmente trazerem aaNimgdo para o centro da
aprendizagem matematica, enfatizam um aspecto fumtal na proposta
pedagégica da disciplina: a experimentacdo. As sowaidias, como o0s
computadores com softwares graficos e as calcidadgraficas, permitem que o
aluno experimente bastante, de modo semelhantaeatag em aulas experimentais
de biologia ou de fisica. (BORBA, 2001, p. 34)
Muitos estudantes e até mesmo professores tém tadgoem casa, mas ndo sabem
usa-lo da melhor forma, usando-o apenas para diga#eriais e fazer pesquisas na Internet.
Muitas pessoas realmente desconhecem como melabiousomputador, como o exemplo

abaixo, que se trata do comentéario de um formaodmuso de licenciatura:

O inicio do semestre coincidiu com uma aquisicde fi de um computador. A
principio usava-o somente como uma maquina de \@scratualmente, jA 0 uso
como um computador, capaz de fazer mais coisasidaiapa simples maquina de
escrever. (PONTE, 2003, p. 179)

Uma maneira de os alunos conhecerem as possilEidde uso dessa ferramenta é
os professores dos cursos de graduacdo fazerema dess pratica cotidiana, com a
naturalidade e seguranca que o avanco da tecnatogialias de hoje proporciona. Ao se

tratar do ensino de Calculo nos cursos de graduagédito se diz que o problema no processo
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ensino-aprendizagem comeca la na educagdo béasaao (anostram os indicadores
divulgados pelos meios de comunicacgéo). Segundbiria@. 147, 2001), um dos objetivos
do ensino do Calculo encontrado nos livros didatiéo*habituar o estudante a pensar de
maneira organizada e com mobilidade”, e complet ‘Bupreciso que o estudante pense
sobre o significado geométrico e numérico do gua &zendo”. Porém, esta € uma das
disciplinas que apresenta alto indice de reprovlcAGHINI, p. 149, 2001); desse modo, €
notoria a necessidade de modificacdo no dia-a-@faadilas de Calculo, que geralmente &
trabalhada na forma de transmisséo de informagdgsalessor para o aluno, com mudanca

de comportamento destes.

Uma nova postura que leve a redefinir a sala de emino espaco de trabalho, o
processo de ensino-aprendizagem como processocdepamacdo de um capital

cultural, a disciplina como atitude adequada abalf®, professor e aluno como
estudantes, estudiosos munidos da certeza de sézemos aprendizes. (LACHINI,

2001, p. 187)

Contudo, € essencial que haja uma quebra de garaslino atual sistema educacional,
para que 0s sujeitos do processo possam bem camdpree, assim, assumir esse novo
comportamento.

O uso dos computadores na educacao tem aumeatadoa dia. Com o grande
avanco tecnoldgico, jA ndo € mais possivel ficarfata dessa realidade. Os primeiros
registros da implantacdo da informatica na educacé®rasil sdo de 1970, com a UFRJ,
UFRGS e Unicamp. Depois disso, o Governo Feder& weacando estratégias que
possibilitassem a ampliacdo dessa realidade paescadas brasileiras, podendo citar como
exemplo o PROINFO — Programa Nacional de Tecnolgdizcacional, que surgiu em 1997.

Porém, infelizmente esse processo ainda € ldatago a diversas razbes. Uma delas €
a restricao por parte de muitos professores cogodrainda tradicionalistas, que nao véem no
computador um aliado eficaz para o ensino; masressacao pode ser uma fuga pela falta de
preparacao para lidar com essa ferramenta. Ou#i@ 0 numero de computadores existente
nas escolas, que ainda € muito pequeno para a damRar mais que o Governo Federal
esteja oferecendo cursos de aperfeicoamento pgefessores da rede publica de ensino, e
muitas escolas ja tenham sala de informética compatadores disponiveis para o corpo
docente, ainda ndo é suficiente para atender @ tosdaque se interessam e, como afirma
Borba (2001), muitos problemas ainda precisam esolvidos para que essa Seja uma

realidade do nosso sistema educacional. De qualgado, ninguém pode ficar a espera da
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solugédo desses problemas administrativos, uma uezag pesquisas para 0 sucesso da
implantagdo da informatica no cotidiano escolarp@aem parar.
A partir das ideias que foram apresentadas até memim, partiu-se da seguinte

questao no inicio da pesquisa:

Os softwares gratuitosVCN e Geogebrapodem contribuir para o aprendizado
dos conceitos de Limites, Taxas de Variacdo, Integs Numéricas e Resolucdo de
Equacbes Algébricas e Transcendentes, de modo quefaal de todas estas atividades o
estudante compreenda a ideia inicial sobre Convergéia de funcdes continuas e
discretas?

Por meio de atividades investigativas elaborades @ste fim, tem-se aqui a proposta
de investigar e analisar o quanto o ambiente iritimado (tratando especificamente dos
programas aqui mencionados) pode contribuir paa agrendizado, sempre se utilizando da
interacdo entre alunos-alunos e alunos-professon, ltase na visdo de Zabala e Pais, num
primeiro momento, e finalizando com a proposta olaeté

Para isso, inicialmente foi levantado um referdntarico para a elaboragdo das
atividades investigativas, num formato didaticoussgial e com a organizacdo da
Engenharia Didéatica, de modo a “casar” os recargewlhidos fazendo a interagdo para se
chegar a compreenséao da ideia de Convergénciap sgreda abordagem para este fim sera
qualitativa.

A participagdo ativa € o grande segredo para todosujeitos aqui envolvidos, uma
vez que sem o constante didlogo entre alunos euisesigra, ndo € possivel firmar as
conclusdes devidas. Neste sentido, ha o tratantentstratégias de aprendizagem, uma vez
que “cada individuo desenvolve habilidades isoladmege, coordenadas, constituem
competéncias” e essas competéncias constituemtiatégms de aprendizagem, segundo
Frota (2009, p. 61).

Esta mesma autora identificou trés estilos de ajmagem matematica em estudantes
da engenharia: estilo com orientacdo tedrica, cestilm orientacdo pratica e estilo com
orientacdo investigativa. Em sua pesquisa sobresasmtégias de aprendizagem, Frota
constatou que muitos alunos precisam dialogar solema estudado para que realmente
assimilem o conteudo; conversar com o estudamjeanto ele constroi seu pensamento pode
ajuda-lo a compreender a sua estratégia de apegyetiz e permite que o0 professor

acompanhe o seu desenvolvimento.
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Como a proposta investigativa de Ponte consist@aente em uma atividade em que
ocorra o didlogo do inicio ao fim, ratifica-se &eimgdo de participar durante todo o processo
junto ao aluno. Também Pais e Zabala ddo destaapaeegse momento, como sera possivel

verificar no estudo teorico.

2.2. Sequéncia didatica de carater investigativo

Frota e Borges (2004, p. 02) falam em “consuragntlogia para incorporar a
tecnologia”, no sentido de que os docentes precian minimo de conhecimento e
confianca no uso das novas tecnologias. Essa femtanpode ser uma aliada para efetivagao
do pensar matematicamente, pois ao consumir altggama educacdo matematica “o foco
do ensino de matematica pode deixar de ser opes@o procedimental, para assumir uma
perspectiva mais conceitual” (FROTA; BORGES, 202405), de modo que o professor ird,
naturalmente, incorporar a tecnologia em sua ratidatica.

No que diz respeito a essas novas metodologiatiachd, particularmente do uso do
computador em sala de aula, é claro que este r#gtitau 0 trabalho do professor. Apos
adquirir confianca para utilizar essa ferramentegvas do consumir tecnologia (FROTA;
BORGES, 2004), o docente que incorpora-la faraadessa pratica que podera auxiliar na
construcdo do aprendizado matemético de seus allackini e Laudares (2001, p. 85)
comprovaram que o conhecimento é algo em constridefgn que nunca esta acabado”,
tendo o professor seu papel bem definido no momemt@ue € o direcionador do processo
ensino-aprendizagem. De acordo com a mesma rei@yéadnevitavel a alianca tecnologica
com o trabalho, em todos os redutos sociais; unva postura metodologica decorre da
definicdo de uma politica para a escola e parado#im do professor”. O uso do computador
nao deve ser considerado como unico fim, como ac&ol para todos os problemas: a
discusséo do conteudo entre professor e alunaubstituivel.

Neste sentido, Lachini e Laudares (2001, p. 8@pfaam pedagogia dialdgica, ou seja,
“dar ao estudante a chance de simular, de perguntade investigar (grifos dos autores).
No momento em que o aluno experimenta, ele termdig@o de generalizar, de abstrair e,
entdo, formalizar (LINS; GIMENEZ, 2001) o concedh apresentado; dai a importancia de

permitir que o educando pense, investigando, etignes se respondendo.
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Como visto acima, o computador pode ser um graliddoano trabalho diario do
professor de Matematica, no sentido de contribw@drapo aprendizado por meio da

experimentacdo. O computador assume um importapiel pa educacgao:

O computador deve estar inserido em atividadeseisgs, tais como aprender a ler,
escrever, compreender textos, entender graficostaco desenvolver nogdes
espaciais, etc. E, nesse sentido, a informaticesoala passa a ser parte da resposta
a questdes ligadas a cidadania. (BORBA, 2001, )p. 17

Essas séo algumas das qualidades que os softM@hes Geogebrapossuem. Sendo
softwares de facil manuseio, com interface atraentaito podem contribuir para o
enriguecimento e até facilitar a aprendizagem caetmo proposto.

Como dito anteriormente, o papel do professomé definido. Ele deve acompanhar o
estudante durante todo o processo de aprendizaggamizando o percurso, disponibilizando
“ao aluno o ferramental para seu caminho heurfs{lodCHINI; LAUDARES, 2001, p. 87).

E 6bvio que qualquer profissional que deseja eresm sua carreira deve buscar a
melhoria de sua atuacdo e, como afirma Zabala j20@¥dcurar ser “cada vez mais
competente em seu oficio” (p. 13). Para isso, @asgindivel que haja uma crenca no que
sera feito! A partir do momento em que um doceet@diu seguir um novo caminho, adotar
uma metodologia diferenciada, € importante que estmente acredite nos futuros
resultados positivos, pois assim ira agir com muoigis empolgacao e confianca.

A melhoria de qualquer atuacéo, ou particularmeatgratica pedagodgica, se inicia
com a analise e reflexdo do cotidiano de trabdlaajecisdo de adotar uma estratégia de
mudanca precede o desenvolvimento da compreensé&w afirma Zabala (2007, p. 15). A
partir do momento em que a analise dessa pratis&ran® necessidade de enriquecimento ou
até mesmo uma completa transformacdo, entdo o ocestabdre novas metodologias é
essencial; esse desenvolvimento pode se iniciaracobservacao de outras experiéncias que
tenham o perfil que melhor se adapte a sua realidadbre isso, 0 mesmo autor € bem
enfatico: “existem determinados conhecimentos roaisnenos confiaveis, mais ou menos
comparaveis empiricamente, mais ou menos aceitascpenunidade profissional, que Ihes
permitem atuar com certa seguranc¢a” (2007, p. 14).

Ou seja, o professor que deseja melhorar suacar@bcente pode buscar por

experiéncias ja concretizadas, para servir-lhenggmo de inspiracéo. E ainda:
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Se entendemos que a melhora de qualquer das auag@eanas passa pelo
conhecimento e pelo controle das variaveis queviéte nelas, o fato de que os
processos de ensino/aprendizagem sejam extremanwmnf@exos ndo impede, mas
sim torna necessario, que nés, professores, diapuosh e utilizemos referenciais
gue nos ajudem a interpretar o que acontece emaildispomos de conhecimentos
deste tipo, nés os utilizaremos previamente ao ean no proprio processo

educativo, e, posteriormente, ao realizar uma ag@i do que aconteceu.
(ZABALA, 2007, p. 15)

A partir do momento em que o professor dispdeoctdecimentos tedricos suficientes
para estudar a propria pratica e, assim, definoaas diretrizes para seu trabalho, verifica-se
a ocorréncia da auto-reflexdo necesséria. O proyxiasso é a definicdo do seu perfil, com o
fortalecimento do que mais acredita.

Toda intervencéo pedagogica deve vir acompanhadandplanejamento, da execugao
e, por fim, de uma avaliacdo. A execucdo sem umefdanento pode ocasionar péssimos
resultados, pois ndo houve a organizagdo necessfiaaas acdes, de modo que o executor
(professor) ndo alcance os objetivos que, supbeerba pretendido. Também a execucao
sem uma avaliacdo posterior ndo permitira que grossam ser encontrados e corrigidos,
impedindo que essa pratica alcance resultados fanssaveis no futuro. Esta sequéncia de
acdes — planejamento, aplicagédo, avaliacdo — éeoZgbala chama de sequéncia didatica,
definida como “um conjunto de atividades ordenadssituturadas e articuladas para a
realizacdo de certos objetivos educacionais, queut@ principio e um fim conhecidos tanto
pelos professores como pelos alunos” (2007, p. 18).

Esse mesmo autor apresentou em sua pesquisa quaittades possiveis de
sequéncias didaticas, e apds estudar e analisauozal sera desenvolvida a Unidade 3, que é

apresentada no Quadro 2:

1. Apresentacdo por parte do(a) professor(a) desitmacdo problematica em relagdo a jum
tema.

. Didlogo entre professor(a) e alunos.

. Comparacgao entre diferentes pontos de vista.
. Conclusoes.

. Generalizacgéao.

. Exercicios de memorizacao.

~N O O WD

. Prova ou exame.

8. Avaliagéo.

Quadro 2: Exemplo de sequéncia didatica.
Fonte: (ZABALA, 2007, p. 70).
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O Quadro 2 apresenta uma possivel sequéncia @s gc® pode ser desenvolvida

como intervencdo pedagogica. A respeito de cada tera feita uma breve exposicdo com

base nas ideias descritas por Zabala (2007):

a)

b)

d)

f)

¢)

Apresentacédo por parte do(a) professor(a) de umatsacao problemética em relagéo
a um tema: Um tema sobre um fato ou acontecimento é escolpa&lo docente e
desenvolvido junto aos alunos, sendo que aspectidematicos ou desconhecidos

devem ser levantados;

Diédlogo entre professor(a) e alunosiAtravés de um momento de socializagédo, o docente
levanta questdes, instiga duvidas e problemas,osqud o dialogo entre todos é que

levara as conclusdes devidas;

Comparacao entre diferentes pontos de vistdllo momento em que houve o dialogo, &
importante que as opinides sejam respeitadas. gpgégssor(a) deve, entdo, estabelecer
comparacdes sutis entre essas opinides, permitjndoos proprios alunos excluam as

conclusfes equivocadas;

Conclusbes:O(a) professor(a) protagoniza o fechamento dasisides, firmando entéo

as conclusoes finais;

Generalizacao:Através das contribuicbes geradas pelas discuss@esn as conclusdes
obtidas, o docente estabelece “as leis, 0s modekpretativos ou 0s principios que se
deduzem deles” (ZABALA, 2007, p. 57);

Exercicios de memorizacdo:Os alunos, individualmente, péem em pratica alguma
atividades que Ihes permitirdo recordar, mais tdioke resultados das conclusdes e da
generalizagao” (ZABALA, 2007, p. 57);

Prova ou exame:Os alunos tém seu aprendizado medido por meioetnphimento de

um gquestionario ou exercicios sobre o tema propdstante um tempo determinado;

h) Avaliacdo: “O professor ou professora comunica aos alunosessltados obtidos”

(ZABALA, 2007, p. 57).
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De acordo com este formato, as atividades propoaon organizacao do raciocinio e
clareza de ideias, de modo que o estudante polerataseu proprio pensamento sobre o
assunto, baseando-se em cada etapa. A partir ddoegue o autor fez sobre o tema,
analisando cada um dos modelos de sequénciascdgl@bmentados por ele, constata-se que
nenhum modelo é completo, de modo que o professa ddequar a op¢do de modelo a sua
pratica, fazendo inclusive modificacbes no momesro que sentir essa necessidade. Ele

afirma, com isso, que:

Segundo quais sejam nossos objetivos, nosso comdeiti dos processos
subjacentes a aprendizagem e o contexto educativgue se realizam, nos daremos
conta de que sdo incompletas. O que nos interessta dnalise € reconhecer as
possibilidades e as caréncias de cada unidade, ocdin de que nos permita
compreender outras propostas e reconhecer, emnoah&nto, aquelas sequéncias
gue se adaptam mais as necessidades educaciona@ssies alunos. (ZABALA,
2007, p. 59).

Zabala ainda comenta cada um dos oito itens apeel®es no Quadro 2, a partir de
uma analise sistematizada ao se levar em consiterague esta ligado ao aprendizado do
aluno, ou seja, que ndo basta apenas que se agrendseudo, mas sim que ele compreenda
que pode aprender, o que influenciara diretameatgue sabe fazer e na sua autoestima.
Entdo, cinco destes itens serdo assumidos nelsédhtbacomo referenciais de observacéo, que
sao significancia e funcionalidade dos novos catdsyio nivel de desenvolvimento, atitude

favoravel, autoestima e autoconceéa “aprender a aprender”. Segundo Zabala:

a) Significancia e funcionalidade dos novos conteudamjui sédo tratados assuntos de
carater conceitual, o que possibilita que o sentids aprendizagens esteja bem
determinado desde o inicio. Os novos conteudo®sugPmo “meios para resolver os
conflitos que o professor propbs e ndo como um exntento fora de um contexto
mais ou menos proximo do aluno” (ZABALA, 2007, p).7

b) Nivel de desenvolvimenta professor deve ficar alerta para perceber auttihdes de
compreensao apresentadas pelos alunos, uma vezpgucipacao deles nas atividades
€ intensa. “Portanto, € possivel adequar as expksa aos diferentes graus de
assimilacdo” (ZABALA, 2007, p. 70), permitindo qagrofessor acompanhe de perto a

heterogeneidade de aprendizado dos alunos.
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c) Atitude favoravel:como os alunos sdo motivados a partir de umacsitcuproblemética,
€ necessario que estes sintam atracéo pela atyidach que ndo haja um protagonismo
daqueles que tém mais facilidade em aprender matam@&omo afirma esse mesmo
autor, “a vantagem desta unidade é que oferecessibjilade de potencializar nas
atividades seguintes, o interesse inicial ou fas@r@utros momentos para provocéa-lo
novamente” (ZABALA, 2007, p. 71).

d) Autoestima e autoconceitono momento em que 0s comentarios dos alunos sao a
grande chave para o discurso do professor e asusdms, 0 “tipo de intercambios, as
avaliacoes que se fazem das opinides e o tipoldeagao final das aprendizagens e sua
publicidade serdo pecas cruciais na construcadiyasia autoestima” (ZABALA,
2007, p. 71).

e) Aprender a aprender:“esta sequéncia ajuda a promover certas habilsdatk
construcdo pessoal de conceitos, as quais é praoiescentar as técnicas de estudo e
de memorizacado”. Tém, porém, o defeito de se lmaitapenas certo tipo de habilidades
bésicas do contexto escolar (ZABALA, 2007, p. 72).

Diante da andlise acima exposta, o trabalho dfegsor neste tipo de proposta é
maximizado, pois é preciso estar atento a cadaasrakdnos quanto ao seu desenvolvimento
nas atividades, de modo a perceber o desempenbaddeum, ou seja, 0 momento em que
ocorrem duvidas, construgdo de pensamentos edartanto de conceitos. Assim, podera
intervir no momento certo e melhor contribuir paraucesso do aprendizado do conteudo
proposto com esse material didatico.

Nesse sentido, a pretensédo aqui implicita € deegs@ construcado se inicie através da
vivéncia de experiéncias, para que aconteca a @eraao, a abstracdo e a producao de
significados. Ao “imaginar’ uma situacao, depoiswilenciada, o aluno tem condicdes de
usar essa experiéncia para abstrair em outragdésausando a intuicdo (LINS; GIMENEZ,
2006).

Segundo esses mesmos autores, resolver um probBmmsignifica necessariamente
que havera a generalizacdo; pode-se guardar ai@xgare tirar outras conclusdes a respeito
dela. O principal € estabelecer relacbes entre sithacdo vivenciada e outras possiveis,

levantando, inclusive, hipoteses. Exatamente quamso, uma atividade investigativa pode
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proporcionar ao aluno a experimentagcdo, o quedamd que ele tenha a bagagem necessaria
para evoluir em situacgdes futuras.

Uma vez que investigar significa prospectar o qd@ € conhecido, com uma
atividade investigativa o aluno tem a possibilida@éepesquisar sobre o conteido proposto
por seu professor, generalizando e produzindo fgigdbs, construindo seus conceitos.
Tratando-se de uma atividade investigativa de nmatieey Ponte (2006, p. 13) afirma que
“para os matematicos profissionais, investigar scdlerir relacdes entre objetos matematicos
conhecidos ou desconhecidos, procurando identifi@ar respectivas propriedades” e
acrescenta que “o processo de criagdo matematicee |gui fértii em acontecimentos
inesperados, de movimentos para a frente e pa'a(2@06, p. 15).

Ao buscar a solucdo para um problema, é possivebgtras descobertas sejam feitas
e, nesse momento, pode acontecer o processo gumcisecom a abstracdo, seguido da

generalizacdo e chegando a construcao de sigroc&e qualquer modo:

Para além de resolver o problema proposto, podéazes outras descobertas que,
em alguns casos, se revelam tdo ou mais importagotes solugdo do problema
original. Outras vezes, ndo se conseguindo resolpeoblema, o trabalho n&o deixa
de valer a pena pelas descobertas imprevistas rpperpiona. (PONTE, 2006, p.
17).

Desse modo, mesmo que as atividades investigatias tenham o resultado
inicialmente desejado, havera um crescimento dooalu partir do momento que vivencia
novas experiéncias de aprendizagem. Mesmo quelmiente ndo interprete corretamente
uma questao proposta, de qualquer modo acontelgesca por aquele significado e na etapa
da socializagéo, este estudante tera a oportuniadever os conceitos por ele construidos e
corrigir seu pensamento, no caso da construcaomdagnificado matematico.

Mas uma atividade investigativa de matematicaigaeser organizada de forma que
nenhuma etapa da construgcdo do conhecimento s& PpéFsse sentido, Ponte, (2006, p. 21)

apresenta os processos que devem ser realizadasimstigacdo matematica:
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~ B » Reconhecer uma situagéo problematica.
Exploracao e formulacao dg

1%

» Explorar a situacdo problematica.

guestdes
* Formular questoes.
* Organizar dados.
Conjecturas * Formular conjecturas (e fazer afirmagdes

sobre uma conjectura).

. » Realizar testes.
Testes e reformulagao _ _
* Refinar uma conjectura.

» Justificar uma conjectura.
Justificacao e avaliacdo e Avaliar o raciocinio ou o resultado do

raciocinio.

Quadro 3: Momentos na realizagdo de uma investigaca
Fonte: PONTE, 2006, p. 21.

De acordo com o Quadro 3, o primeiro momento édaexente o da exploracéo,
guando h& o reconhecimento da situacédo problemagesta, o que, conforme apresentado
no Quadro 2, segundo Zabala (2007, p. 70), é taminéd caracteristica necessaria da
sequéncia didatica que aqui se propfe. O segundoento da investigacdo deve ser a
organizacdo de dados e formulacdo de conjectumasequéncia didatica apresentada por
Antoni Zabala, esse momento acontece quando haalmgdi professor X alunos, a
comparagao entre os pontos de vista e 0 estabeleimnde conclusbes. Quanto ao terceiro
momento que Ponte propde, ou seja, a fase dos wstformulacdo, € possivel estabelecer a
ponte com a sequéncia didatica de Zabala atrawestdpas de generalizacéo e resolucao de
exercicios de memorizacdo. Por fim, no que diz €igspa justificacdo e avaliacédo
apresentadas no Quadro 3, relaciona-se na Unidagee8entada por Zabala no Quadro 2, as
etapas de Provas ou Exames e Avaliacdo, uma vengjaunos terdo seu conhecimento
avaliado no momento em que devem fazer uma atigidsgtrita (avaliativa ou nao!),
justificando seus pensamentos formulados e se\alimado, a partir da analise do professor,
com a apresentacao de seus resultados.

A relacdo entre a Sequéncia Didatica apresentadaZpbala e o esquema de
atividades investigativas apresentada por Ponfessdica pelo fato de que o apice deste
material didatico € uma sequéncia de atividadegjeeno estudante deve pesquisar sobre o
assunto. A partir de cada questdo da atividademddo a construir os significados, a

finalizacdo deste estudo acontece quando o profesabza a avaliagdo geral de todo o
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processo, fechando o assunto com os educandogdetéamte ressaltar que tanto a sequéncia
didatica quanto as atividades investigativas agooldidas tém as mesmas caracteristicas, de
modo que, a partir da primeira etapa da sequéreia altima, os objetivos que se pretende

alcancar sdo a todo tempo considerados atravéssgavacéo e analise de todo o processo de

ensino e aprendizagem.

2.3. Engenharia Didética na confeccao da sequéndalatica.

A sequéncia didatica pode contribuir muito cont@cpsso ensino-aprendizagem. Mas
elaborar uma proposta como esta ndo € tarefa EmpleEis com um menor grau de
organizacdo alguma etapa do aprendizado podecioaprometida.

Exatamente a partir deste pensamento, para acgdofelo material didatico, sera
assumido o enfoque de L. C. Pais, que é uma da€nefas brasileiras para o estudo sobre a
Engenharia Didatica. Mas é importante ressaltarepse estudo foi iniciado na década de
1980, na Franca, com Michéle Artigue sendo umapeaguisadoras, a partir do movimento
da Didéatica da Matematica Francesa.

De acordo com Vera Clotilde G. Carneiro (2008)mocesta € uma proposta didatica
que leva em consideracdo a pratica cotidiana degsor, em uma analise da pratica docente,
€ importante comentar que este ndo é apenas utn deleexperiéncia, uma vez que toda a
construcdo das atividades estd fundamentada. EatAimdo esta mesma autora, esta se trata
de uma “pesquisa do professor” (CARNEIRO, 20082@8), onde todo o rigor necessario
para o sucesso das atividades sera adotado.

O tema escolhido para este trabalho sugere gaepestuisadora seja professora do
ensino universitario, aléem de atuar também no Bn&inandamental e Médio. O trabalho
docente deve estar sempre alicercado na pesqualisamdo e avaliando continuamente a
propria pratica. Neste sentido, Carneiro (2008Q%) ressalta que ha uma divisdo entre a
pesquisa académica tradicional e o “professor usitéeio pesquisador da propria pratica”.
Mas salienta que “abrem-se espacos de liberdadeapatuacao deste docente que, ao ocupa-
los, organiza os necessarios caminhos para o porfes educacao basica” (CARNEIRO,
2008, p. 206).
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Sendo assim, espera-se que este estudo consig&ral “algumas” inquietacbes de
professores em sua pratica didatica, particularenaatque esta relacionado com 0s assuntos

tratados nas atividades aqui propostas. Quantolgesvos que se deseja alcancar:

Os objetivos incluem a compreensdo dos processosamgtendizagem e
desenvolvimento de seus alunos, o conhecimenteaaade para transforma-la,
sempre com um objetivo mais geral que é a melldagpraticas pedagdgicas e a
melhoria do ensino na area especifica. (CARNEIRID82p. 206)

No que se refere a confeccdo de uma sequénciaicdidanfeccionada com apoio na
Engenharia Didética, que tem sua fundamentacaccaevinda da Didatica da Matematica
sob influéncia francesa, busca-se aqui “a compé®edas multiplas conexdes entre teoria e
pratica” (CARNEIRO, 2008, p. 211). Pois, segundta emesma referéncia, esse estudo
“contribui para a formacéo do professor pesquisador

A mesma autora ainda reforca que a Engenhariatibéd@&epresenta “diferente
tradicdo de investigacdo, em culturas e escolagidid diferentes, mas com foco no mesmo
tema: o processo de escolher, preparar e avaparog matematicos para o ensino escolar”
(CARNEIRO, 2008, p. 213).

Ao mencionar a Engenharia Didatica, espera-se ajumsquisa didatica tenha a
organizacdo de um projeto com a atuacdo de um begen que trabalha com projetos
arquitetbnicos. Essa ideia foi estudada, aqui rasiBrpor Luiz Carlos Pais (dentre outros
pesquisadores) a partir de uma analise da inflaéfreincesa com base em pesquisas
publicadas na Franca, como por exemplo, por MicAdigue. Pais (2001, p. 100) afirma que
“a engenharia didatica se constitui em uma formasdéematizar a aplicagdo de um
determinado método na pesquisa didatica” e diaotaetessario rigor para a realizacdo da
pesquisa, ainda salienta que “no transcorrer deag@lo de uma tal proposta, cada etapa deve
ser acompanhada com o rigor decorrente de um detstonmétodo, dependendo da escolha
do pesquisador”, conforme esta mesma referéncia.

De fato € claro que, para que qualquer projet® lsem sucedido, é fundamental que o
executor busque adquirir uma grande bagagem desconéntos, além do cuidado com as
etapas de planejamento, execucdo e avaliacdo rftpliea talvez numa proxima etapa, a da
correcdo). E imprescindivel que o autor do projettha uma visdo sistematizada de sua
proposta, de modo a visualizar as possibilidadiesds de sucesso ou fracasso; com certeza,
sera no momento da execucado que alguns problerdasgoosurgir, mas se o planejamento €

feito com cautela, a tarefa de voltar a ele pareoa®¢des ndo serd dificil. Na verdade, essa
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etapa das correcdes € muito importante, pois édguarexecutor conseguira aparar arestas
eliminando imperfeicbes, e é isso que dard segarguanto a validade do projeto para ser
utilizado novamente no futuro.

A busca da qualidade pelos engenheiros assumealinmeaisdo em que programas de
gualidade visam o estabelecimento de normas e giroeatos para que os envolvidos no
processo possam executar cada tarefa a partir atairpr pela perfeicdo na execugcao do
projeto. Uma vez que o trabalho do professor dewv#ém buscar a qualidade do seu ensino,
esta pesquisadora deseja aliar a organizacao déarseg didatica proposta por Zabala com os
critérios rigorosos apresentados por Pais.

Ao estudar a Engenharia Didética, a aplicacdo mi@ atividade investigativa &
relacionada com o trabalho de um engenheiro e de dar énfase a esse comentario ao
comparar cada uma das etapas, conforme a Figura 1:

Exploracéo e
formulacéo de
questdes

Organizagao
do processo d
execucao

Busca do
sucesso

Execucéo:
Testes

Avaliacéo:
correcao

Figura 1: Esquema vélido para a aplicacdo de gaajowjeto.
Fonte: esquema elaborado por esta pesquisadorbasemas ideias de Ponte (2006) e Pais (2001).

Conforme o esquema apresentado na Figura 1, évpbpsiceber que, ao considerar
as etapas de Exploracdo e Formulacdo de QuestdesacOrganizacdo do Processo de
Execucédo, tem-se 0 objetivo primeiro de obter sae®m etapa da Execucdo do projeto
(Testes), para se chegar a etapa da Avaliacao dimentos anteriores com a devida correcao

das falhas observadas.

As quatro fases da Engenharia Didatica sdo mostradmundo o estudo de Pais
(2001, p. 101):
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a) Analise preliminar: algumas inferéncias devem ser feitas, como asnaigies das
experimentacdes, andlise do comportamento e ogindies sujeitos envolvidos e

compreensao da realidade em que se esta inserido.

b) Concepcao e andlisa priori: é a definicdo de “um numero de variaveis de comaltd
sistema de ensino que supostamente interferemnsiitcacdo do fené6meno”, sendo que

estas variaveis séo articuladas e analisadas duxantecucao da sequéncia didatica.

c) Aplicagdo da sequéncia didaticaé o momento da execucdo do projeto, é a etapa de
observacdo das situagBes de aprendizagem, quafipleecdso estar atento ao maior
namero possivel de informacdes que podem contribmidesvelamento do fendmeno
investigado” (PAIS, 2001, p. 102).

d) Analise a posteriori € o tratamento das informac¢des obtidas duranteoocepso de

aplicacao da sequéncia de atividades.

O mesmo autor, na pagina 103, salienta que “aagiol dos resultados € obtida pela
confrontacdo entre os dados obtidos na andls®ori e a posteriorj verificando as hipoteses
feitas no inicio da pesquisa’. A analiaepriori é importante para que todos o0s objetivos
especificos sejam bem definidos, de modo que dureodo o processo de execucdo o
professor tenha em mente o que deve ser obsenadospber se realmente seus alunos
aprenderam o que foi trabalhado. Quanto a anaisposteriorj € um procedimento
igualmente importante e uma atitude que o profegssgisa ter, pois ao assumir essa nova
postura € necessario ter em mente as possibilidedsscesso ou fracasso.

Como esta € uma intervencao pedagodgica, todaspasetiesse processo devem ser
consideradas, sempre tentando responder as inadsgajdiais, ou seja, a razdo que motivou
0 projeto de pesquisa. Ao intervir na aprendizagiendeterminado conteido matematico,
tendo sempre em mente o objetivo geral,, 0 profegeecisa assumir com consciéncia a
responsabilidade sobre o aprendizado dos alunalex que € um processo sem volta, pois a
partir do momento que se inicia um projeto come,dstvera cobrancas dos proprios alunos
quanto aos proximos conteddos a serem estudadss, reaonhecam sua validade. Os
estudantes, se gostarem da proposta, provavelnré@oteesperar que em todos os demais

conteudos a serem trabalhados por esse docentm s#jiizadas alternativas didaticas
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diferentes do que estdo acostumados em seu catidsoolar e, possivelmente, vao querer

conversar com o professor sobre isso.
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3. APRESENTACAO DOS SOFTWARES

3.1. Historico dos softwaresseogebrae VCN

O Geogebra € um software criado por Markus Hohenwarter e@l2@a University
of Salzburg, localizada na cidade de Salzburg,destie Salzburgerland, na Austria, que hoje
continua a estudar e a desenvolver este projetdanala Atlantic University. O criador do
programa € PhD em Educacdo Matematica, pela Uitiven$ Salzburg e seu projeto
“GeoGebra— educational material and applications in mathe®deaching”, foi concluido
em 2006.

A primeira verséo (1.1) foi lancada em 28/01/2{f)2om muitos recursos na area de
Geometria; a ultima verséao (3.2.0.0) saiu em 02\, com muitas novidades de recursos e
ferramentas, tais como o calculo de MDC e MMC, éss$iestatisticos, Conicas, etc.

Ja recebeu varios prémios na Austria, Alemanhaaach, e pode ser citado, por
exemplo, o Prémio de Software Educacional Alem&um®peu. Hoje, é fonte de estudo para
muitos pesquisadores, que utilizam o software coimwamenta. Ja existem varias
comunidades na Internet que tratam do estudo dessgama, e muitas delas tém a
participacdo e cooperacdo do préprio autor, Dr.kMaiHohenwarter.

O Geogebraé um software de Matematica Dinamica, gratuitoeecddigo aberto.
Pode ser instalado em qualquer computador (0 acéss@or meio da pagina
www.geogebra.org), sendo que o Unico pré-requésitpue este contenha o programa Java.
Relne recursos da Algebra, Calculo e Geometria, eora interface atraente e de facil
manuseio; a janela algébrica € onde as funcdesudtados aparecem como expressdes dos
objetos inseridos na parte geométrica, e vice-versa

O VCN (Virtual Céalculo Numérico, que estd disponivelo endereco
www.matematica.pucminas.bs) Sistema de Calculo Numérico, produzido no ambient
DELPHI (MIRANDA; LAUDARES, 2007, p. 79) € um softmaque foi desenvolvido por um
grupo de professores da PUC Minas, sendo que o idas trabalhos se deu em 1990. A
altima versdo lancada (5.1) conta com os seguiate®res: Prof. Célio Humberto
Vasconcellos, Profa. Cristina Almeida Magalhdexf.PDimas Felipe de Miranda, Prof.

Lamounier Josino de Assis, Prof. Luiz C. Picored Araudjo, Prof. Marcos Almeida
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Magalhdes, Prof. Pedro Américo Almeida Magalhdesf. PPedro Ameérico Almeida
Magalhaes Jr.

Este programa surgiu a partir da necessidade idadal pelo DME - Departamento de
Matematica e Estatistica da PUC Minas em encontreaas metodologias para o Ensino de
Célculo. Partindo do principio de que as novasdiegias oferecem melhores alternativas
para o “aprender a matematica”, o grupo de professio DME iniciou este projeto por meio
de pesquisas com o softwaviatlab e a calculadorédP; apos isso, houve entdo a construcéo
do VCN, que gerou também a publicacdo de um caderno t¢emdaales voltadas para o
Calculo Numeérico, que deveriam ser resolvidasv@N, Matlab e com a calculadorBlP,
através da Editora FUMARC. Sendo um software deiloiscdo gratuita, reine recursos do
Célculo Diferencial e Integral e da Algebra, no neoto em que oferece comandos como
OperacOes com Matrizes, Resolucédo de Sistemasresdabelamento de funcdes, etc.

O VCN foi classificado em 2° lugar no Concurso INFO oé&vare 2007, da Revista
Exame, que contou com a participagéo de 71 procutosacionais. Como apresenta mais de
120 opcdes de ferramentas, € bastante conhecitlzado por professores/pesquisadores de
outras instituicbes no Brasil. A cada ano, o cadldraboratério de Céalculo Numérico é
revisto e atualizado, o mesmo acontecendo comgrgr@aVCN que, apds cada atualizacao,

ganha nova versao.

3.2. Alguns comandos d&eogebrae doVCN

A Figura 2 ilustra a interface ddeogebracom destaque para alguns comandos:
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Figura 2: Interface dGeogebraFonte: Site do Geogebi2009.

A Figura 2 mostra que a tela @eogebraé dividida em duas partes: a algébrica a
esquerda, e a geométrica a direita. A parte gearadformada por um plano cartesiano que
permite ser movimentado com a ferramenta “movendltiena caixa do menu; aqui aparecem
0S objetos inseridos na caixa “entrada”, que salilae na parte inferior da tela. Na parte
algébrica, ficam as expressdes matematicas queepé@sentadas geometricamente ao lado
(funcdes, pontos, poligonos, etc.).

As Figuras 3 e 4 apresentam a barra de mendGN sendo que tiveram destaque

apenas alguns comandos:



44

Utilitérios Operadores Interpolaggo  Derivagio Integragdo  Equagdes Diferenciais Sisternas Lineares | Cilculo deRaizes  Ajustede Curvas  Otimizagdo

7.1-Matrizes Inversa e Determinante - Método de Jordan
7.2-Sistemas ares Métodos Diretos
7.3-Sistemas Lineares Métodos Iterativos

7 4-Autovalores & Autovetores de uma Matriz

7.5-Autovalores e Autovetores de uma Matriz Complexa

racteristico de uma Matriz

io Caracteristico de uma Matriz Complexa

78 Operagdes com Matrizes

7.9-Operagbes com Matrizes Complexas [a + i. b]

00:00:50

et —— [

Figura 3: ara de menu do VCN. Fonte: Site da RUGs/Laboratério de Calculo l:lurico, 2010

"Utitarios Operedores Interpolagio Derivagio Integrado  Equagdes Diferenciais Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
21 2)integrasso Numesics dadla = Fundo - Integral Dupls def(sy) decly lele
~Entre com os Valores-
X inicial: [@ = X final: ]0 = Nimero de Pontos(nx): |o Passo(hx): ]0
Y inicial: ]0 Y final: ]0 Numero de Pontos(ny): |0 Passo(hy): Jo =
|x TX+2RY

|z=f(x,y)=

Pontos X=__[X(1)=_|X(2)=_[X@)= [X(4= |
Y= [cy\ex[Cx(t)=]|Cx2)=| Cx(3)=| Cx4)=]|
Y= |Cy(1)=
Y(2)= [Cy2)=
Y(@)= |Cy@)=
Yid)=_[Cyd)=

Valor da Integral:
Calcula >> & Novo
Método Usando:

— _“.f(xvy) Hyt I~ S6 Usar Regra dos Trapézios F sair

Valor do Somatério:

VN [Formato Numérico Geral com precisio de 19 casas decimais.

Figura 4: Comando “Integracdo Dupla Dada a Fung@@'VCN. Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de
Célculo Numérico, 2010.

Como as Figuras 3 e 4 sugerem, a experimentagaoosgrande foco que sera
explorado pelo professor, que devera antes deainicirabalho com esse material didatico,
estudar muito bem os dois softwares, de modo aep@ntbem o menu e responder a todas as
indagacdes dos alunos no momento da resolucdoudssdgs. Exemplos da utilizacdo dos
recursos dos softwares serdo apresentados no loagégyuinte, que diz respeito ao estudo

tedrico dos conteudos aqui tratados.
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4. ESTUDO SOBRE A CONVERGENCIA DE FUNCOES CONTINUAS E
DISCRETAS

Como o estudo das integrais € o segundo ramo paindo Calculo (FINNEY, 2006,

p. 317), fica facil perceber a importancia que desmedada a esse significado e compreender
realmente seu conceito; reconhecer a integral conmimite de uma funcdo € a ponte
necessaria para se compreender o significado admiédbiferencial e Integral.

Desse modo, para se compreender a ideia de Cé@meagg primeiramente serao
estudados os conceitos de Limite, Taxas de VarjaR@solugdo Numérica de Integrais e
Resolucdo de Equacbes Algébricas e Transcenddsgesse justifica pelo fato de que todos
esses conteudos envolvem o célculo de limitesstunle da Convergéncia é, na verdade, uma

analise de limites.

4.1. Definicdo de Limite de uma funcéo real de umaariavel

Ao estudar a definicdo de limite de uma funcad, reanecessario ir além do senso
comum do significado da palavra. Para iniciar esstedo, esta pesquisadora perguntou a
algumas pessoas 0 que elas entendiam pela palante; lem geral, as respostas foram
parecidas com as escolhidas abaixo. Dentre asstaspobtidas, foi possivel perceber que
todos tém alguma ideia do significado da paldéivné@e. A pergunta foi feita para dez pessoas
(com formacdes diversas, que vao desde o semiagetimo até a formacao superior) e
apenas uma delas disse ndo saber (essa pessoailcan@&nsino Médio). Das respostas

apresentadas, percebe-se que elas se parecentdopstaronter a ideia de finitude:

a) “E quando a gente ndo consegue mais ir além dagadano um fim a que se deve
chegar”.

b) “E como uma meta que deve ser alcangada, um fimsgugeve almejar. Muitas
vezes, se um limite ndo é visualizado, necessdrdaeiras podem ndo ser
superadas.”

c) “E como uma linha que nido se pode ultrapassar..foseultrapassada, a linha

pode arrebentar e ai abrir um espacgo que devecar fseparado”.



46

d) “E tudo o que a gente tem que ter na vida: limitére o certo e o errado, limite
pra comer, limite pra gastar... e quando a genteaplssa esse limite, acontece

alguma coisa ruim”.

Como mencionado, o limite no senso comum foi entendomo uma linha que néo
pode ser ultrapassada ou que deve ser alcancaxtaides coincide com o significado que
traz o Dicionario Aurélio: “1. Linha de demarcaca&aja. 2. Local onde se separam dois
terrenos ou territorios contiguos; fronteira. 3rt®au ponto extremo; fim, termo” (Ferreira,
2001, p. 427). E possivel perceber que o significald dicionario também contém
caracteristicas do senso comum. Geralmente é e&salanento que acompanha o estudante
até a graduacéo, ou seja, até 0 momento em quemhecera o limite sob o ponto de vista
matematico.

Ao estudar o significado de Limite sob o ponto d&tavmatematico, € interessante
conhecer um pouco de sua historia: por muitos egéauites de Cristo, o conceito de Limite
era ligado a ideias filosoficas relativas ao inénnéo recebendo propriamente um significado
matematico. Mas segundo Cajori (2007), em 450fai@ue surgiram os primeiros registros
matematicos sobre Limites, na discussado dos gpatemloxos de Zenao e seus estudos foram
divulgados por meio de seus criticos: Platdo, digdés e Simplicio. Os paradoxos de Zenao
tratam do estudo do movimento e envolvem conceai®scontinuidade do infinito e do
infinitesimal (CAJORI, 2007).

De acordo com Sant’Ana e Tedesco (2004, p. 48kamartigo que discute as noc¢des
de limite e infinito, o significado de limite “estAuito mais relacionado & nogdo matemética
de fronteira de um conjunto limitado do que a nog@dematica de limite”. Analisando a
definicdo matematica apresentada por Lima (1998)canjuntoX € limitado quando existe

pOX/x< p, Ox0OXe essa definicao envolve exatamente a ideia dpamto final, de um

extremo, ou seja, de um limite, deixando claro guato de esse conjunto ser limitado nao

significa que ele seja finito. Por exemplo, sedonsiderado o conjunt® =] - 6, 6], que é

um intervalo real aberto a esquerda, existem toBnélementos entre — 6 e 6, apesar de ser
um conjunto limitado superiormente; sobre esse pk®nao se observar a sua representacao
gréfica, partindo da origem (ponto médio do inteyyau sejap = 0), a medida qup se
afasta de 0 (zero) pela esquerda, ept&e aproxima de — 6, “caminhando” infinitamente até
chegar muito perto de — 6, mas nunca chegara s¢évakor. Ja sp se afastar do ponto médio
pela direita, ele chegara até 6, sendo este uno plernparada.
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Para melhor compreensao do que foi dito acimagéswr definir Conjuntos Finitos e
Conjuntos Infinitos. Segundo Lima (1998), um comjuyiqualquer é finito quando é vazio ou
quando existe uma bijecdo {1, 2, ... ,n} - Y, para algumm O N; nesse caso, a bijecéo
chama-se “contagem” dos elementosyden € o numero de elementos ¥eUm conjunto

P # ¢ é infinito se ndo existe uma funcao bijetifa {1,...,n} - P, 0 n O N, de acordo

também com Lima (1998), ou seja, hdo é possivabekdcer uma contagem dos elementos
do conjuntaP.

Mas muitos alunos quando iniciam os estudos nasgmds periodos dos cursos de
matematica, engenharias diversas ou qualquer outsm em que a disciplina Célculo faca
parte do curriculo programatico, acabam por reteri@rroneamente a ideia de limite com
finito, assumindo que todo conjunto limitado étnide modo que, é claro, pensam que um

conjunto infinito é ilimitado.

O sentido de infinito como ilimitado pode contribpara a formulacdo de imagens
conceituais equivocadas, gerando uma confusdo esdrguntos infinitos e
ilimitados, criando a falsa impressdo de que umura limitado ndo pode ser
infinito (SANT'ANA; TEDESCO, 2004, p. 48).

Desse modo, € muito importante que o aluno, amlasesse conteido nos cursos de
graduacéo, tenha bem definido o significado detdinde finito e de infinito. E preciso que
ele saiba diferenciar um conjunto limitado infinite um conjunto ilimitado infinito, pois é o
inicio da reflexdo para se chegar ao pensamentabeecessario. Como afirmam Sant’Ana
e Tedesco, “a transicdo para o pensamento matemetencado envolve a mudanca da
nocdo, meramente intuitiva, de conceitos para astagsgéo e assimilacdo de definicoes
formais e deducgdes logicas” (2004, p. 47).

Ao se falar em pensamento matematico, David (Bgild SANT'ANA; TEDESCO,
2004, p. 47) o caracteriza por dois elementos bgsuefinicbes matematicas precisas, com
definicdes basicas e axiomas, e deducao légicaaterhas, proposi¢cdes e corolérios, e ainda
devem ser acrescentados aqui 0s termos primitBersdo assim, para aprender matematica é
necessaria uma organizacdo do pensamento, comecand@s definicbes basicas até se
chegar a capacidade de compreenséao de teoremgzosipbes.

Ao se mencionar a palavra Limite, considera-severdade o limite de uma funcéo
definida em um determinado conjunto (limitado ow)n&Jma funcdo é formada por um
conjunto partida, denominado Dominio, por um cotguwhegada, ou Conjunto Imagem (que

esta contido num Contradominio), e por uma leiemra de formacéo, que faz os elementos
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do Dominio se corresponderem com 0s elementos agu@o Imagem, sendo que cada

elemento do Conjunto Dominio possui apenas um sgoralente no Conjunto Imagem.

Uma funcéo com valores redidefinida em um conjunto D de nimeros reais € uma
regra que associa a cada namesm D um Gnico namero real, designado {oy.

(...) O conjunto D de todos os numeros para ossq@di € definida € chamado
dominio, ou dominio de definicdoda funcdof. O nimerof(x) é o valor def no
namero (ou pontoy. O conjunto de todos os valongs f(x) é a imagem dg Isto é,

a imagem dd é o conjunto{y: y= f(X)}, para algumx em D. (EDWARDS;
PENNEY, 1997, p. 05)

Entdo, por meio de uma regra ou férmula matemaécpossivel operar os nimeros
reaisx do conjunto D e obter como resultado algum elemelat conjunto imagenf(x).
Assim, essa formula matematica que faraf(x) existir (se existir) indica queé avariavel
independenteey € avariavel dependentede x, de modo que variandq o valor dey varia

também.
Uma funcéo estabelece uma relacdo de dependémiceadois objetos, aplicavel em

cada situacdo conveniente. Os resultados de ungadtipodem ser visualizados por meio de
um gréafico, ou seja, um conjunto de pares ordenaddy(x)), tal que xOD(f) e
f(x)OIm(f) e denominandcA=D(f) e Im(f) =B, tem-se uma definicdo mais formal:
G(f) ={y= f(x); (x y) D AxB, ondexJ A e y[IB}; este gréfico pode ser representado por
meio de uma tabela, de um diagrama de flechas dguaiconjunto é finito e enumeraf)ebu

por uma representacdo num sistema cartesiano.

2
Considere a seguinte funcdo de variavel gggk X "24, X# 2. Esse exemplo foi
X—

escolhido para ser discutido neste momento parmmardas questdes envolvidas na Atividade

1, sobre Estudo dos Limites. Essa fungéo podeepeesentada pela Figura 5:

2 Um conjuntoX é enumeravel quando é finito ou quando existehijegdo f : N — X (LIMA, 2004).
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(2.4

2
0,2)

x> -4 - -
, X% 2, considerando o intervalo
X=2
(aproximadamente) ] - 6, 6[, construida no softwaeegebra Obs.:: eixo vertical ¥ e eixo horizontal x.
Fonte: Site do Geogebra, 2010.

Figura 5: Representacéo grafica da funcaogegl =

A representacdo grafica que € apresentada naraFigumostra que a funcéo

x* -4
X=2

, com X # 2, € uma reta com ponto aberto quamde 2, pois a funcag néo é

9(x) =
definida neste ponto; a reta intercepta o eixw ponto (-2, 0) e o eixp no ponto (0, 2).
Pode-se afirmar que a condigéo de existéncia pawacio éD ={xOR/x# 2}; assim, a

funcéo sera tabelada, conforme mostra a Figura 6:
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res Interpolacio Derivagio Integragio Equactes Diferencisic Sistemas Lineares Calculo de Raizes Ajustede Curvas  Otimizagio
|2 1)Tabels 3 Funcio Dada e Calculs 6 Somatéria e Produtério de y(x) =l & 3]
Principal | Grafico |

Entre com os Valores:
X inicialz ‘1‘5 X final: ‘1 99 Namero de Pontos: 20 Passo(h) [0,01

y = f(x) - |(X"2 - 4)/(x - 2)

Pontos: | Xi= |Yi=F{X)=
i=1- 8 38
i=2- | 181 381 >
i=3- | 182 3,82 Valor do Somatorio: 77,9
i=4- 1183 3,83
i=5- | 1,84 3,84
i=6- 1,85 3,85
i=7- | 1,86 3,86 I1 0
i=8- | 187 3,87 Valor do Produtdrio: 644461858485,960016
i=9- 1,88 3,88 -
i=10-| 1,89 189 B Calcula >> ¥ Gréafico
i=11-] 19 39
i=12-| 1,91 391 i# Novo B Sair
i=13-| 1,92 3,92
i=14-1 193 3,93
i=15-| 194 3,94
i=16-] 1,95 3,95
i=17-] 1.96 3.96
i=18-1 1,97 3,97
i=19-1 1,98 3,98
i=20-] 1,99 3,99

Item a ser executado
¥ Tabela a Fungéo

2 _
Figura 6: Funcaqy(x) = x" -4 com o intervalo [1,8; 1,99], construida iGN

Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo Mriom, 2010.

Como o interesse aqui é estudar a funcdo em tdeno = 2, entdo o intervalo
[18; ],99] foi escolhido de forma proposital, com o pass®#H, indicando as imagens da

funcdo quandax vem pela esquerda até se aproximar de 2. A takeel&igura 6 ja é
suficiente para se perceber que quande aproxima de 2 pela esquerda, as imagens teadem
4,

Agora, para estudar a funcdo quandse aproxima de 2 pela direita, pode-se
considerar o intervalo [2,01; 2,10], com o mesmsspada tabela anterior. A Figura 7 diz

respeito ao intervalo aqui mencionado, para a mésntao:
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i1 Calculo Numérico:

Utilitérios  Operadores Interpolagio  Derivagio Integragio Equagbes Diferencisis  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajustede Curvas  Otimizacio

|2 1)Tabels 3 Funcio Dada e Calculs 6 Somatéria e Produtério de y(x) =l & 3]
Principal | Grafico |

Entre com os Valores:
X inicialz ‘2‘01 X final: ‘2 1 Namero de Pontos: 10 Passo(h) [0,01

("2 - 4)/(x - 2)

y =10 :

Pontos: |Xi= |Yi=F{X)=
(11 4,00999999999999998

i=1-

i=2- | 2,02 4,02000000000000001 ¥ i)

i=3- | 203 4,03000000000000001 Valor do Somatorio: 40,55

i=4- | 204 4,04

i=5- | 205 4,05

i=6- | 2,06 4,06

i=7-| 207 4,07 IT

i=8- | 208 4,08 Valor do Produtério: 1201709,8772326486

i=9- | 209 4,09 .

i=10-| 21 41 B Calcula >> # Gréfico

il
il

& Novo B sair

Item a ser executado

¥ Tabela a Fungéo

2 _
Figura 7: Tabela da funcggx) = X 4, de [2,01; 2,1], construida MCN
X=2

Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo Mrioo, 2010.

Observando o grafico da fungéo (vide Figura 5anglox = 2 o grafico tem o ponto
aberto, pois a funcdo néo é definida quaxdo2. Observando agora as tabelas das Figuras 6

e 7, alguns comentarios devem ser feitos:

a) Quandox tende a 2 pela direitax(— 2%), ou seja, quand® assume valores muito
proximos a 2, mas que sado maiores do que 2, enfidiecdo assume valores que se
aproximam de 4, e que sdo maiores do que 4.

b) Quandox tende a 2 pela esquerdax { 2" ), de modo qu& assume valores muito
proximos mas menores do que 2, entdo a funcdo asswgens que tendem a 4 e sédo
menores do que 4.

c) Quandox = 2, entdo a funcao néo é definida.

Lima (2004, p. 109) destaca a Unicidade do Lingtee significa que, dada uma

funcaof, quandolim f(x) =a e lim f(x) =b, entdoa = b, indicando que o limite da funcao
X=X X=X

€ unico. A demonstracdo serd omitida, mas podersantrada na referéncia citada. Essa
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ideia pode ser estendida para os limites lateragscando que se uma funcdo tem limites
laterais iguais, entdo esse é o valor do limiteudado.

De acordo com as ideias acima expostas e constiteefuncaay aqui estudada, &
possivel afirmar que o limite da funcdo quandtende a 2 pela direita e também pela
esquerda é igual a 4, pois tanto quaxde aproxima de 2 pela direita ou quando se apeoxim
de 2 pela esquerda, as imagens se aproximam (dentgra 4. Matematicamente, essa ideia

pode ser assim descrita:

Definicdo informal de limite: sejaf(x) definida em um intervalo aberto em torno de
X0, €xceto talvez emx,. Sef(x) fica arbitrariamente proximo de L, para todos os
valores dex suficientemente proximos dg, dizemos quéd tem limite L quando

tende ax, e escrevemolim f (X) = L. (FINNEY, 2006, p. 87).
X=X

Finney ainda ressalta que se trata de uma “débnigformal” porque os termos

“arbitrariamente e suficientemente proximos” ndo péecisos. Mas, com base nessa ideia,

2
: . - ~ . X =4
para o exemplo anterior, se for consideradoxque 2™ ou x - 2", entaollm2 > =4.
X-2 X —

Agora, o limite pode ser formalmente definido @ssi

Definicdo formal de limite: sejaf(x) definida em um intervalo aberto em torno de
Xo, exceto talvez enx,. Dizemos quef(x) tem limite L quandox tende ax, e

escrevemoslim f(X) =L se, para cada numero > 0 existir um ndmero
X=%
correspondente 3 > 0 tal que, para todos os valores dg,

0<[x=x| <d=|f(X)~L|<&. (FINNEY, 2006, p. 90).

2 —
De acordo com essa definicdo formal, para o exermmlx 4 =4, isso significa

Xx=2 X—2

que, para cada numero> 0, existe umy > 0 tal que, para todos os valoresxjentéo

2— - ~ - ~ -
0<|x-2<d= X 4—4%5. A segquir, apresenta-se a demonstracdo da infé@magui

X-=2

citada, por ser bastante simples:
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X2 -4
X

Considerando qug(x) = ,x#z2, 0 limite da fungcdog quandox tende a 2 sera

encontrado. Como x tende a 2, entdo existes > 0 tal que

x* =4 X? —4x+4

—4 = =|x-2<d e se § = g centdio |x-2<e&. Logo,
X—2 X=2
Coh g-x-2<5=e.
X=2

2

O estudo do limite da funcag(x) = X 4,x # 2 foi obtido de forma numérica, com

a construcao das tabelas (vide Figuras 6 e 7yebatamente, ao fazer o estudo da definigéo
formal acima. Mas por meio da andlise do graficdutedo, ao acompanhar a curva com

relacdo aos valores proximos a 2, pode-se pergeigep ponto aberto tem coordenadas (2, 4);

2

: : . . ~ X -4 L
inclusive, um detalhe importante a comentar € quéurggdo g(Xx) = X£E2 €

representada graficamente por uma reta com a @xctis ponto (2, 4) e isso acontece devido
. . o . X*-4 .
a fatoracdo e simplificacdo que se pode fazer ccenpaessao—z,xi 2. Assim, para

X —

2
- - +
X% 2, X 24:(X 2)(); 2):x+2 e entdo a funcdogy pode ser reescrita como
X = X =

X2

X_

g(x) = 24=x+2,x¢2.

Considerando agora a fungéo reak) = 5 3
X—

, com X # % a Figura 8 apresenta sua
5

representacdo gréfica, sendo que uma observacia ateve acontecer para a regido em

torno dex = %:
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Figura 8: Representacéo grafica da funggg) = 3 , com X £ % pelo softwar€&seogebraObs.:: eixo
2x-5

vertical =y e eixo horizontal x. Fonte: Site do Geogebra, 2010.

De acordo com a Figura 8, a curva intercepta o gixo ponto (0,—%) e nao

intercepta 0 eixax em nenhum ponto, ou seja, a fungcdo ndo admiteun@mhraiz. 1SSo

acontece porque, sendo o numerador da express@dmalaom valor numérico e, para o

denominador(2x-5), é necessario que# 2, entdo ndo ha possibilidade de se obter uma

2)
imagem nula, ou seja, ndo existe um vadal que f (x,) = Q Além disso, ao acompanhar a

curva em pontos proximosa= % em valores d& que se aproximam d% pela direita a

curva tende para o infinito positivo, e quando aores dex se aproximam de72 pela

esquerda, a curva (o conjunto imagem) tende parfndo negativo.

Analisando agora o0 comportamento numérico da fung@ximo a x=%, o]

intervalo sera restrito primeiramente para [2,49P, com passo 0,01 e, em seguida, 0

intervalo [2,501; 2,51], com passo 0,001, como raostas Figuras 9 e 10:
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Equagbes Diferencisis _Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curves  Otimizagie

Fﬁﬁﬁﬁéﬁﬂ’m@'" Dada e Calcula o Somatério e Produtério de y(x)
Principal | Grafico|

~Entre com os Valores:

X inicial- |2’4

E.l X final: |2‘4g

Numero de Pontos: I 10

Passo(h): | 0,01

y=1f(x) - i3f(2"x -5)

3 o)
Valor do Somatdrio: -439,345238095238096

Pontos: |Xi= |Yi=F({X)=

=1- 4 -15]
=2- | 241 -16,6666666666666667
=3- | 242 ) 18,75
=4- | 243 -21,4285714285714286)
=5 | 244 25
=6 | 245 30
=7- | 246 315

i=8- | 247 -

i=9- | 2,48 -750000000000000001

i=10-] 2,49 -150

1
Valor do Produtorio: 1589093889508928,59
Calcula >> ¥ Gréfico

Fl Sair

if
di

N

rltem a ser executado:

¥ Tabela a Fung&do

Figura 9: Tabelamento da fun¢gdqx) = ——
2

3 de [2,4; 2,49], com passo 0,01, pelo progr&Gal Fonte:

Site da PUC Minas/Laboratorio de Calculo Numérkf@il 0.

Equagtes Diferenciais _ Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio

[ e R e e e T
Principal lgra’ﬂcol

~Entre com os Valores:

Xinicial: |2'5[)1

E_l X final: |2‘51

& | Numero de Pontos: I 10

EI Passo(h): | 0,001

y = f(x) - iSf(2*x -5)

Pontos: [Xi= |Yi=F{Xi)=
i=1- (1 1499,99999999999997
i=2- 12,502 749,999999999999934
i=3- 12,503 499,99999999999999
i=4- 12,504 374,999999999999992

i=5-
i=6-
i=7-
i=8-
i=9-
i=10-

2,505 299 999999999999994
2,506 249,999999999999995
2,507 214,285714285714288
2,508 187,500000000000001
2509 166 666666666666667
251 150

E (x)

Valor do Somatorio: 4393,45238095238088

1w
Valor do Produtério: 1,58909388950892841E25

Calcula >> £ Gréfico

& Novo B sair

di

[ ltem a ser executado:

¥ Tabela a Fungéo

Figura 10: Tabelamento da fun¢dqx) = ——
2

3 no intervalo [2,501; 2,51], com passo 0,001, petmrama

VCN Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Céalculogrico, 2010.

Analisando as Figuras 9 e 10 é possivel percaler q
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a) Quandox se aproxima de 5/2 pela direita, os valores dagéms da funcao tendem ao
infinito positivo.
b) Quandox se aproxima de 5/2 pela esquerda, os valoresrdagens da funcédo tendem

ao infinito negativo.

De acordo com a definicdo formal de limite apréméam por Finney (2006), essa
funcdo ndo tem limite quandotende a 5/2, pois os limites laterais sdo dife®ntsando a

linguagem matematica, isso pode ser escrito como:

. 3

li = +co0
x.5"2X—5
3
lim = —00
xqg_ 2x—-5

A partir do estudo sobre Limites de uma funcdo d@se no que foi exposto pelos
autores pesquisados, percebe-se a importanciapdsi@xcia com a visualizagdo grafica e a
construcao de tabelas para a compreensao do asBontmeio dessa experiéncia, o estudante
tem a oportunidade de se explicar o contetudo etmmngonclusdes, com o auxilio do

professor, o que podera desenvolver a maturidadstddo e pesquisa.

4.2. Das taxas de variacdo a derivada: construcao @¢onceito

O conceito de derivada surgiu com o estudo das tengentes na Grécia Antiga. Ja
no século XVII, René Descartes (1596 — 1650) wtilizais ideias no desenvolvimento da
Geometria Analitica, ao estudar amplamente as taegeMuitos foram os matematicos que
contribuiram para esse estudo, dentre eles podeesaionado Pierre de Fermat; inclusive, J.
Lagrange e P. S. Laplace chegaram a afirmar quadtera o inventor do calculo depois de
conhecer suas ideias sobre os pontos de maximadsima@s com o uso de uma reta tangente
com inclinacdo nula (CAJORI, 2007, p. 265). Tambgodem ser citados Kepler, Isaac
Barrow, etc.

Porém, é certo que o célculo diferencial ndo foautascoberta individual, mas é um

conjunto de informacdes que fazem parte de umartdstjue tem varios protagonistas; um
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importante personagem é Isaac Newton, que estudocigalmente o movimento,
publicando o seu tratado Método dos Fluxos, em 1€AJORI, 2007, p. 267), com 0 que
hoje é conhecido por derivada deem funcdo do tempo. Ao longo dos anos, a notagao d
Newton foi substituida pela proposta de Leibnize gambém contribuiu bastante para o
desenvolvimento do calculo, mas ndo por meio dedestio movimento.

Leibniz considerou as variaveise y como grandezas com uma variagdo de valores
infinitamente pequenos, e introduzix e dy como uma diferenca entre essa sucessao de
valores. Esse matematico ndo usou a definicdo deada, mas sabia que se tratava do
coeficiente angular de uma reta tangente.

Tratando neste momento particularmente do conocaé@toderivada, varios livros
didaticos iniciam o estudo com as taxas de varjagfilizando limites. Stewart (2009) traz
logo no Prefacio do livro Célculo Volume 1 a prpali recomendacdo da Conferéncia de
Tulane de 1986, cujo tema principal foi a refornmaetsino do célculo: “concentrar-se na
compreensdao de conceitos” sendo este também uragitmplesse trabalho.

Importante destacar que a derivada € um tiporditeli sendo uma taxa de variacéo
instantanea. Assim, considerando a cutveom uma equacap = f(x), pode-se encontrar a

reta tangente a essa curva em um certo p& f(a)). Para isso, toma-se um ponto

Q(x, f(x)), comx #a de modo que a inclinagéo da reta sec@@eseram,, _f¥-1@),
X—a

ao fazerQ se aproximar d€ ao longo da curv&, entaox se aproxima da. Comm,, - m,
entdo a tangenteé a reta que passa pere tem inclinacdon (STEWART, 2009, p. 130).
Com o coeficiente angulan é possivel entdo encontrar a equacao da retanti@nge ponto
P(a, f(a)), utilizando uma ideia da Geometria Analitica- y, = m(x—X,), que Stewart
(2009, p. 130) chama derma ponto-inclinacdo; desse modo, comm,, — m, entdo tem-
se quem = lim -1@)
x-a  Xx—a
Outra forma possivel de se encontrar o coeficieamgular é fazer com que

x—a=h= x=a+h e substituir na expresséo acima, que ficara:

im £ @ _ . f@+h)-f(@)

X-a X—a h-0

m=
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Sobre o valoh acima, Stewart (2009, p. 131) destaca que qulard0 o pontdQ esta
a direita deP e quandd < 0, entdo o pontQ esta a esquerda &e conforme ilustra a Figura
11:

Q(a + h, f(a + h))

f(a+h)y—f(a) =
f(x) — f(a)

Figura 11: llustragcao do caso h > 0, em que Q&diéeita de P.
Fonte: STEWART, 2009, p. 131.

Conforme a Figura 11 mostra, o por@@ga + h, f(a + h)) estd a direita do ponto

P(a, f (a)), poish > 0. A Figura 12 mostra outra ilustracdo, elabarpdr esta pesquisadora,

para o caso de< O:

Figura 12: Fungaa (x) = 3x* - 7x, 0s pontos A(0, 0) e B(2,33; 0) que contém asaiessa equagéo, e o ponto

D(0,88; - 3,78), construidos i@eogebraObs.:: eixo vertical ¥ e eixo horizontal .
Fonte: Site do Geogebra, 2010.
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De acordo com a Figura 12, o poftcesta a esquerda do poridoe isso pode ser
justificado porx, = 088—-088=0=x, e f (0) = 30° - 7.0= 0, ou sejah < 0; sobre o ponto
B que esta a direita do porily x, = 088+ 145= 233= x, de modo qué > 0.

Retornando a expressao que permite o calculo eficante angular da reta tangente a
uma curva num ponto especifico, € preciso relemlirada Geometria Analitica que o
coeficiente angular € quem determina a inclinag@ssa reta tangente; se ocorre queé
positivo, entdo a funcdo é crescente, mamse menor do que 0 (zero), entdo a funcao é

decrescente. Finney (2006) define quando uma furicdefinida em um intervalo | é

crescente ou decrescente:

« funcdo crescente em |. se para todos os pontox; € X em |,
X <X = f(x)<f(x).
« funcdo decrescente em I:se para todos o0s pontox; e x em |,

X <%, = F(x)>f(x).?

Para melhor compreender o que foi mencionado acice@sidere a funcéo
f(x)=-x? +4x € 0 pontdP(1, 3). E possivel encontrar a reta tangente acssa no ponto P,

calculando primeiro o coeficiente angular dessa ret

— 2 —
m:Iim( @L+h)°+4.1+h)) 3:Iim
h-0 h h-0

hEh*2) imh+2) =2
h h-0

Assim, o coeficiente angular da reta tangentergacti(x) = —x2 +4x no pontoP(1, 3)

vale 2, e a equacédo dessa reya=é2x + 1, como pode ser confirmado pelos célculos abaix

y—-3=2(x-1
y=2x+1

Sempre que ha a necessidade do calculo de umadexariacdo, entdo surge a

expressaom = IimM (ou m= Ihim fla+ hr)]_ f(a) ). Stewart ressalta que “os limites
-0

x-a  x-a

% (FINNEY, 2006, p. 251)
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do tipo m = |im @+~ (@ surgem sempre que calculamos uma taxa de vareagdona das
h-o0 h

ciéncias ou engenharia, tais como a taxa de ung@oequimica ou 0 custo marginal em
economia” (2009, p. 132).

A expressaam = IimM recebe o nome particular derivada, que possui a
x-a  X—a

seguinte definicdo: “A derivada de uma funddem um numera, denotada pof'(a) é
f'(a):"mw se o limite existir’ (STEWART, 2009, p. 133); es$afinicdo pode
ser utilizada para obter a derivada de qualquergoicontinua

Uma vez que a derivada de uma funcdo qualquedddgse seja contintapode ser

calculada por meio da express#Qq) = jim - @*N =@ entsio no exemplo dado acima, o
h-0 h

- 2 (2
resultado m = fim "+ +4'(X;h)) (=X +4X):Em(—2x—h+4)=—2x+4 na verdade &,
h-0 -0

entdo, a derivada da funcaiax) = —x* +4x e a funcéof'(x) = -2x+4 é chamadduncio

derivada def.
4.3. Métodos numéricos de resolucao de uma integral

O calculo da area de uma regido € um problemaonoginum para engenheiros,
arquitetos e diversos outros profissionais; essgamente com o célculo de distancias, € um
objeto importante de estudo do Célculo IntegraN(HEY, 2006). A partir deste momento,
serdo estudadas as diversas formas numéricas celcsdar uma integral, particularmente
tratando da area de regides. O método numéricestducio de uma integral € chamado de
quadratura.

Inicialmente, serd considerada a regido definiela funcéo f (x) =w
+

> , com
X

—-2< x<1; este exemplo foi escolhido por ser uma das qasst&iploradas na Atividade 3.

Essa regido, que satisfaz as condi¢bes de umal ﬁ(a}b 0, esta representada na Figura 13:

* Uma funcgéo é continua em um namero digef (x) = f(a) (STEWART, 2009, p. 107).
X-a

® Teorema: sef for derivavel ena, entddf é continua era (STEWART, 2009, p. 144). Mas a reciproca desse
teorema nao é verdadeira.
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N

ser(x+2)

1+x°
vertical =y e eixo horizontal x. Fonte:Site do Geogebra.

Figura 13: Representacao da funcifx) = , com-2< x<1, feito noGeogebraObs.:: eixo

Supondo que se deseje encontrar a area sob assa podem ser utilizados varios

métodos numéricos, sendo que alguns serdo deszSEguUir.

4.3.1. Somas de Riemann

Em primeiro lugar, € preciso apresentar Georgdfde Bernhard Riemann, que
nasceu em 1826, concluiu seu doutorado na Uniatsidle Gottingen, sob a orientacédo de
Gauss. Gauss, que nao costumava elogiar outrosndtates, disse que Riemann era “uma
mente criativa, ativa e verdadeiramente matematicde uma originalidade gloriosamente
fértil” (STEWART, 2009, p. 346). Porém, Riemann mear cedo (aos 39 anos), de
tuberculose, mas contribuiu significativamente pargeoria das funcées complexas, fisica-
matematica, teoria dos nimeros e fundamentos daejdga, além de ter passado a Einstein
alguns conceitos amplos de espaco e geometria,opdesenvolvimento da teoria geral da

relatividade.

A Soma de Riemann, OEH“ f(x).Ax, € apresentada por Stewart (2009, p. 346), que
i=1
afirma que “a integral definida de uma funcao irdegl pode ser aproximada com qualquer
grau de precisdo desejado por uma soma de Rierriaaréxpressaci: f(x).Ax, 0s valores

i=1
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f(x’) e Ax sé&o, respectivamente, a altura e a base do rétéobtido por meio da parti¢céo

de um intervalod, b, comn subintervalos de comprimentx ; € importante ressaltar que
“sef for positiva, entdo a soma de Riemann pode semirdtada como uma soma de areas de
retangulos aproximantes” e sé dssumir valores positivos e negativos, entdo aasden
Riemann é a soma das areas dos retangulos queaestéo do eixx e do oposto das areas
dos retangulos que estdo abaixo do eiX@GTEWART, 2009, p. 346).

Quando se obtém o limite da sorda f (x’).Ax, com maxAx - 0 entdo se tem a

i=1

integral definida:

Definicdo de integral definida: se f € uma funcdo continua definida em
a< X< b, dividimos o intervalod, b emn subintervalos de comprimentos iguais

sz(b_a)n. Sejamx, (= @), X, % ..., Xn (= b) as extremidades desses

subintervalos, escolhemos psntos amostrais XlD, XZD,...,XE nesses subintervalos,

de forma que XiD esteja no i-ésimo subintervalbxi_l, Xi] . Entéo aintegral
b n

definida def deaab é J f (X)dx=lim Z f (xiD)Ax desde que este limite exista.
2 N4

Se ele existir, dizemos gfi¢ integravel em [a, b. (STEWART, 2009, p. 345).

Para descobrir a area de uma regidao por meio da SenRiemann, de acordo com a
definicdo acima (pary :|f(x)|), basta dividir a regido, que pertence ao interfa| b, emn
partes iguais e construir retdngulos cuja baseda cpm)rAX:(b‘a)n e a altura de cada
retangulo serd o ponto de intersec¢cdo com a cargsama da area de cada um dos retangulos

-~ yd - - n 7
sera a area da regido sob a curva. Nesse casvaimsda area (ou o limitgm Z\ i (xF)\Ax) é

=)

a integral da funcdo definida no interval [; entdo, dizer que uma funcdo é integravel
significa que a integral definida dessa funcaotexikima (2004, p. 303) confirma como
sendo “reunifes de retangulos justapostos cujasslado paralelos aos eixos 0 ey = 07,
fazendo com que cada um desses retangulos tenharema que ao somar todas essas areas,
tenha-se a area sob a curva.

Quanto ao fato de uma funcao ser ou nado integr&telvart (2009, p. 347) apresenta

0 seguinte teorema: “skfor continua emd, b, ou tiver apenas um numero finito de

b
descontinuidades de saltos, ent&ointegravel emd, bj; ou seja, a integral definidﬁf (X)dx

existe”. Ainda de acordo com o mesmo autor, se fumgéof € integravel emd, b, entdo
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nédo importa quais sdo os pontos amostraigscolhidos que o valor da area serd o0 mesmo;

7z

acrescenta ainda que € comum tomar pontos amostagisextremidades direitas para
simplificar o célculo da integral. Desse modo, fad®com quex’ = x., pode-se simplificar a

definicdo de integral conforme o teorema: “$efor integravel em 4, b, entdo

b n _
[ 1(dx=lim 3" £ (x)ax em quenx _ba o - a+iax’ (STEWART, 2009, p. 347).
a neeia n

Diante entdo do teorema e definicdes expostasaacpude-se ilustrd-las com a

representacdo grafica da funcaQx) :561'()“’22), com xD[— 2, 1], dando destaque para a
+X

divisdo do intervalo, conforme mostra a Figura 14:

_h

senx+2)

1+ x?
dividida em 10 partes iguais. Obs.:: eixo vertiegle eixo horizontal x.
Fonte: Site do Geogebra, 2010.

Figura 14: Area sob a Curvy(x) = ,com—2< X<1, feito noGeogebraA regido sob a curva foi

Como mostra a Figura 14 = 10 e o comprimento do intervalo é igual a

|1—(—2)|:3u.c, entdo a base de cada retangulo m%@z 03 uc em queu.c € uma

unidade de medida de comprimento. E possivel clmgamperceber que a soma da area dos
retangulos é menor do que a area real sob a cuqua eada retangulo nao ultrapassa o limite
da curva. E claro que quanto maior € o nimero degpas (divisbes) que sdo feitas no
intervalo, maior € a precisdo do valor da areaeeatcurva e o eixg Sendo assim, para o

exemplo anterior, a Tabela 1 pode ser construidadiferentes valores de
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Tabela 1: Calculo da area sob a curvaf (x) = ST)ZZ) ,com—2< X<1, por meio das Somas
Inferiores, obtido com o uso ddseogebra
N Area (9)
10 1,13
100 1,38
200 1,40
500 1,41
1000 1,41
10000 1,41

Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

7

Analisando a Tabela 1, quanto maior é o numeraed@ngulos, a area mais se
aproxima de 1,417 é possivel observar que a area tende a 1,4%kpeleerda. Entdo, a soma
das areas obtidas a esquerda em que existe umanaggéo por “falta” para completar a area
real pode ser chamada de Soma Inferior ou Intégfatior (LIMA, 2004, p. 304), uma vez
que os resultados tendem ao valor exato (ou aéatlgpela esquerda.

Ha outra forma de obter a 4rea com a construc8aetédngulos. Isso sera ilustrado

com a Figura 15:

A

.24

Figura 15: Area sob a CUIvVR(x) = w ,com—2< X<1, feito noGeogebrapor excesso. Obs.:: eixo
1+x

vertical =y e eixo horizontal x. Fonte: Site do Geogebra, 2010.

Ao observar a Figura 15, é facil perceber quemaligipartes dos retangulos sobraram,

pois ultrapassaram o limite da curyg) :%*;2). Quanto maior é o numero de retangulos
1+x

(particdes), mais precisa € a area, 0 que podebservado seguir, através da Tabela 2:
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Tabela 2: Calculo da area sob a curvaf (x) = ST);Z) ,com—2< X<1, por meio das Somas
Superiores, obtido por meio ddseogebra
N Area (4)
10 1,68
100 1,44
200 1,42
500 1,42
1000 1,41
10000 1,41

Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Conforme a Tabela 2, quanto maior é o niUmero tdagelos, a area mais se aproxima
de 1,414% sendo que a &rea tende a 1,41 pela direita. Mes®, Lima (2004, p. 304)
menciona a Soma Superior ou Integral Superior, priSte uma aproximagao por excesso.
Este mesmo autor salienta que, com relacdo a éuavarea interna € a Integral Inferior e a
area externa é a Integral Superior.

Mas apesar de os limites das areas serem igugssteamdem para o0 mesmo valor tanto
pela direita como pela esquerda, para alguns \sati#e os valores da area pela direita e pela
esquerda sao diferentes. Por exemplo, quardd0,S = 1,13 €5 = 1,68, e como o limite da
soma é 1,41, entdo 1,68 — 1,41 = 0,27 e 1,41 —=1(1,28, ou seja, a diferenca entre o maior
valor e o limite da soma é aproximadamente igudiférenca entre o limite da soma e o

menor valor da area, o que indica que a area sdeala metade dessa diferenca.

Geralmente os pontos amostrajs sdo as extremidades direitas do i-ésimo intervalo,

porém, as diferencas entre as areas maior e memolimite das somas, indicam que a area
exata é obtida pela soma da area menor com a meégadiderenca, ou da subtracdo entre a
maior area e a metade da diferenca. Entdo, quastmao melhor é trabalhar com os pontos
medios de cada subintervalo, denotando o pontoXpore apresenta Regra do Ponto
Médio:

b-a
n

Tf(x)dxzif(x)szAx[f(xl)+...+ f(x,)] onde Ax = e X :%(x._1+xi): ponto

médio de[x,_,,x | (STEWART, 2009, p. 351).
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Entao, trabalhando com a area maior como Soma iBugea area menor como Soma
Inferior, é possivel constatar, através de umacghmaimples, que a integral sob uma curva é,

na verdade, uma aproximacado da média aritmética arfoma Superior e a Soma Inferior:

: b n 1

. Suponha qugf f(2)dz= z f[?(zi‘l +z )jAz seja a area maior sob a cufve intervalo

. ) —

[a, b, ou seja, a soma das areas dos retangulos sotva, @ que resultaram no valor ccf)m
| " n(1

| excesso sob a curva, e suponha tambémjcft(ev)dwz Z 1“(5.(Wi_1 +vvi)jAw seja a area

. a i=1 :

: menor sob a curvano intervalo &, bj. Como foi constatado de forma numérica acima, se

v b n I
jf(x)dszf[%.(&_ﬁxi)ij é a area real sob a curvano intervalo &, b, entéo;
L a i=1 ;

I f(x)dX‘T f(w)dw=i f(z)dz-f F(xdx - 2-? f(X)dxzi f<W)dW+T f(2)dz

| ) T f(w)dw+T f(2)dz
- [ f(9dx=-=2 a

Entdo, de acordo com o exposto, a area definida fpelcao f (x) :selr(x+22)’ com
+ X

—2<x<1, explorada nas Figuras 13 a 15 e nas Tabelaspgbde?ser reescrita como:

tser(x+2) o
:[Zde:Im; f(x)Ax = 141

Logo, a integral definida da funcéqx) =selr(x+22), no intervaloxD[— 2, 1], é igual
+X

ao limite da soma das areas dos n subinterval@em@rimentoax = (1‘(‘2)% :% e altura

igual a f(x, ), coml<i<n.

4.3.2. Regra dos Trapézios

Isaac Newton (1643 — 1727), natural de Lincolreshpublicou um dos livros mais

influentes da historia da ciéncia,Pwincipia, que langcou as bases para a mecéanica classica.
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Era fisico, matematico, astronomo, filésofo natuauimista e tedlogo; as contribuicées de
Newton para o calculo diferencial e integral foramdamentais para seu desenvolvimento.
Roger Cotes (1682 — 1716) nasceu em Leicesterghifei um matematico inglés que
trabalhou com Newton na segunda edicao de seuRinneipia. Ele foi um grande estudioso
dos métodos numéricos e, junto com Newton, deseewoh formula para a Regra dos
Trapézios e as Regras de Simpson, também chamadésrilas de Newton-Cotes Fechada,
e se baseiam na avaliacdo do integrando em pajuabriente espacados.
Calcular a area sob uma curva por meio da Regsaldapézios significa dividir a

regido em partes iguais, como acontece com a Serfaetihann, mas ao invés de retangulos
sdo construidos trapézios de mesma altura (ou &se®to). Para se ter uma ideia de como

uma determinada regiédo fica dividida em trapézmesa usado o mesmo exemplo anterior, ou

seja, f (x) :%, com-2< x<1, representada na Figura 16:

25 2f 15 A 05 0 05 1 15 2

Figura 16: Representacao grafica da fungdg) = w, com—2< X<1, com destaque para as
1+x

particdes na forma de trapézios retangulos. O&igo:vertical =y e eixo horizontal x. Fonte: Site do
Geogebra, 2010.

De acordo com a Figura 16, o intervalo sob a c@ovalividido convenientemente
(para melhor visualizacdo) em 6 partes iguais, Genee cada particdo tem pontos sobre a

curva que, quando ligados, formam trapézios. Q#enias tém a caracteristica de terem a

mesma altur:{ies_z) = 0,5] e as bases tém o valdix), sendaxg a abscissa do ponto sobre
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a curva. No caso da Regra dos Trapézios, a area sotva é aproximadamente a soma das
areas dos trapézios ali inscritos.

Segundo Barroso [et al] (1987, p. 206), a Regra B@pézios € uma formula de
Newton-Cotes “que empregam valores fd€x) onde os valores de& sdo igualmente
espacados”. Os mesmos autores explicam o procesa®mptencao da formula que é através
do polinémio interpolador de Gregory-Newton:

Pn(x) =Yt Z.Ayo +—Z(22|_1).A2yo +—Z(Z_2(Z_2).A3yo +...+ Z(Z_l)(z_i')“.(z_ n+1) -Anyo + Rne
Q

m uez—|b;
quez=—

eR, é um residuo.

Como néo é o objetivo deste trabalho o aprofundsmmidrico sobre a Matematica
que esta envolvida nesses conteudos, a demonsttagaaonula da Regra dos Trapézios sera
omitida; mas apresentar uma formula sem oferegarsegjuer uma explicagédo breve faz com
gue 0 seu uso seja mecanizado. Sendo assim,fac@ista a seguir se baseia na interpretacao
geométrica apresentada por Barroso [et al] (1987208) que envolve a férmula para

obtencéo da area de um trapézio, da Geometria:Plana

i Dado um trapézio de altula base maioB e base mends, pode-se encontrar a sua éreaipor

(B+b)h
2

meio da férmulaA= . Considerando o grafico 8 que é a representagﬁd:c@rdaé

ifungéo f(x)zw, com —2<x<1, a area sob a curva pode ser decompostél em
| 1+x |

| trapézios.
Suponha entdo que as bases menores $gjdm b, b,y e bs, € as bases maiores sejém
| By, By, Bs, B4 €Bs, @ como todos tém mesma altura, entéo esta sandacta dd. Mas como,

. algumas bases estdo justapostas, muitas coincesejab, = By, b; =B,, by =B, bs =Bs e |

bs = Bs, e as areas dos trapézios ficardo asfsim:
; Alz(bl-l-Bl)h A2=(b2+BZ)h A3):(b3+B3)h A :(b4+B4)h

§ 2 2 2 7 2

A= (B +2BS)h,Ab = (b, +286)h . Como a area sob a curva é a soma das éreasadézidls,é
entao a area total A seré:é
A= (b, + 20, + 2b, +22b4 +2b, +b,)h = g(b1 +2b, +2b, + 2b, + 2b, +b,) que também podie

b,

ser escrita como A = h.(5+b2 +b,+b, +b, +b—26j Chamando b, de yj, entaoé
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A= h(% +Y,tY, Yy, Y +%j , que é a formula apresentada por Barroso [etLQBK,E

Contudo, € facil perceber que o valor encontradpenas uma aproximacao da area
real, o que gera um erro que deve ser estudadmt®@aasso, Barroso [et al] (1987, p.208)
sugere que se estude o Erro de Truncamento, quiiéeenca entre a integral exata fle
(area sob a curvid e a integral aproximada (trapézio)”; detalhesht@&m serdo omitidos sobre

novas formulas, uma vez que € possivel recorreegiaRde Trés Simples para encontrar o

erro de truncamento cometido, que apds as devidbstitsicdes ficaE, :|IE—IA| e

E . . : L
Ex :I—t.100, em quek; é o erro de truncamentBg € o erro relativole € a integral exata e
E

I € a integral aproximada.

Entdo, para o exemplo anterior, fazeitds 0,5 (passo ou incremento), a integral da

funcao £ (x) :M com —-2< x<1 serd calculada por meio da Regra dos Trapézios. Ma
1+x

para isso, é preciso primeiramente tabelar a fudedmodo a obter os valores yey,, etc,
conforme mostra a Tabela 3:

sen(x+2)
1+ x?
truncados, construida por meio dovCN.

X y
2,0 0

15 | 0,14751
1,0 | 042073
0,5 | 0,79799
0,0 | 0,90929
05 | 0,47877
1,0 | 0,07056

Tabela 3: Tabelamento da fungad (x) = ,com—2<X<1, comh=0,5 e resultados

Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Com os pontos dessa tabela, ja é possivel calaulategral por meio da Regra dos

Trapézios:
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= %.(m 2014751+ 20,42073+ 20,79799+ 2090929+ 2.0,47877+0,07056

Ia

|, =139480

Entdo a area sob essa curva tende paraul,4tt modo que ha um erro ai cometido e
gue sera calculado a seguir, considerando comoeiaa o valor de 1,41. Mas como esse

valor tem apenas 2 casas decimais, sera usadorodeal ,39 como area aproximada:

E, =|141-139=002 e E, =2’—4Oi.1oo= 142%

4.3.3. Regras de Simpson

As Regras de Simpson também s&do conhecidas comulés de Newton-Cotes
Fechadas, com as mesmas informacdes ja apresenatadiar sobre a Regra dos Trapézios.
O termo Fechado significa que todos os pontos dervialo sdo usados, incluindo os
extremos.

Dentre os métodos numéricos conhecidos para ggolde integrais definidas, serdo
estudados apenas quatro: Somas de Riemann, Reglaajezios e Regras de Simpson. Sao
duas as regras de Simpson: 12 e 22, que possuEnengdis nas formulas e nas condi¢des para
uso destas.

Segundo Barroso [et al] (1987, p. 216), a fornmddaPrimeira Regra de Simpson &
obtida aproximando-se a fun¢diox) por um polindbmio interpolador de 2° grau, através
também do polinémio de Gregory-Newton. Como naadié o interesse no aprofundamento
matematico dos conteddos, a demonstracdo da férramiaém ndo serd mostrada, mas

apenas apresentada a seguir:

h
| . =5(y1 +4y, +2y, +4y, +..+Y,)

Esse mesmo autor apresenta uma ilustracdo pardepretacdo geométrica da

Primeira Regra de Simpson:
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1
o

X=a X1 X2

Figura 17: llustragdo sobre a Primeira Regra dgpSom.
Fonte: BARROSO [et al], 1987, p. 216.

A partir da Figura 17, ha a aproximacéo da arbaasturva através da area hachurada.
Pela Primeira Regra de Simpson, que € a aproximpegiopolinémio interpoladoP,(x),
existe uma parte da area sob a curva que faltoma parte que sobrou, mas que sao
aproximadamente equivalentes; desse modo, as aigegxata e aproximada tém mais ou
menos 0 mesmo valor.

Ha uma condicdo para que a Primeira Regra de 8imgeja utilizada: € necessario
que o intervalod, b esteja dividido em um numero par de subinterv@BsRROSO [et al],
1987, p. 217), ou seja, 0 numero de pontos congesuda tabela tem que ser par.

Da mesma forma que a Regra dos Trapézios, a PairReigra de Simpson também
permite que se estude o erro de truncamento, p@ps®as uma aproximagao. Assim, ao se
considerar a Tabela 3, existem 7 pontos conse&,jtoamnh = 0,5, ou seja, como 0 humero
de subintervalos € par (sdo 6 subintervalos); eéat@ossivel aplicar a Primeira Regra de
Simpson para calcular o valor da area (vide TaBela

O célculo da érea sob a curva mencionada, utilzan@®rimeira Regra de Simpson,

sera:

= %.(m 4014751+ 20,42073+ 40,7979%+ 20,90929+ 4.0,47877+0,07056

|, =140461
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Como pode ser observado, a area é igual a 1,40%64 calculando agora o erro
cometido com estas operacdes, é claro que essé aremor do que o obtido anteriormente,

sendo que os resultados foram truncados:

E, =|141-14046{= 0005389 ¢ E, = %1389.100 [ 038%

A Segunda Regra de Simpson (que também é conhemida a Regra dos 3/8) tem
sua férmula obtida através da aproximacgao de umgifi(x) por um polindmio interpolador
do 3° grau (BARROSO [et al], 1987, p. 227), e nosat@ nao serd apresentada toda a

demonstracdo de sua obtencéo. A formula dessaégegra
_3h
=5 Yo+ 3, 3y, +2y, +3y, +.. 4 y,)

A condicdo para que a Primeira Regra de Simpspnuséizada € que o numero de
subintervalos seja par; a Segunda Regra de Sintpadrem admite uma condigcdo que deve
ser respeitada: o numero de subintervalos deveng#iplo de 3, segundo Barroso [et al]
(1987, p. 228), que justifica esse fato afirmande tp regra dos 3/8 utiliza 4 pontos para

determinar o polinbmio do 3° grau”.

Voltando a fungéof (x) = selr(x+22), com-2<x<1, comh = 0,5, a tabela foi gerada
+X

com 7 pontos. Ora, como sédo 6 subintervalos e @lépho de 3, entdo a area sob a curva

pode ser obtida também com o uso da Segunda Re@ingson:

= 392 (94 3014751+ 30,42073+ 20,79799+ 3090929+ 3047877+ 007059

Ia

|, =141289

Por estes calculos, e comparando com o resultatidoocom a Primeira Regra de
Simpson, a aproximacgao acima excedeu o valor dgrigdtexata. Através do célculo do erro,

verifica-se se essa aproximacao foi melhor ou ghiogque a Primeira Regra:
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E, =|141-1,41289=0,00289 e E = %ﬂoom 020%

Como o erro cometido com o uso da Primeira Regrdd aproximadamente 0,38% e
com a Segunda Regra foi de 0,20%, neste caso,um&efregra ofereceu uma aproximacao
melhor com o valor real, pois 0 erro cometido f@anor. Mas ndo se deve pensar com iSSO
gue uma regra é melhor do que a outra, pois cadaofienece o seu resultado de acordo com
a condicao respeitada.

De acordo com os resultados aqui obtidos, tant®egra dos Trapézios, Soma de
Riemann ou com as Regras de Simpson, todos osadssiiconvergiram para 0 mesmo valor
de 1,41, cada um com suas condicdes e restric@esaj®nas aproximagdes, pois geraram
erros possiveis de serem interpretados, e que rpaltaor analise, pode-se construir uma

tabela com todos os resultados obtidos:
Tabela 4: Integracéo numérica da fungaof (x) = %‘22) com —2 < X<1, considerando os métodos
1+x

numeéricos aqui estudados.

Formula Valor da Integral Erro Absoluto Erro Relativo
(%0)
Somas de Riemann 1,41 - -
Regra dos Trapézios 1,39480 0,02 1,42
Primeira Regra de Simpson 1,40461 0,005389 0,38
Segunda Regra de Simpson 1,41289 0,00289 0,20

Fonte: dados da pesquisa.

Pela Tabela 4, é evidente o que ja foi comentaquale; para este caso, a Segunda Regra
de Simpson proporcionou uma melhor aproximacdo eomtegral exata. Novamente é
preciso ressaltar que o resultado obtido atravesSdanas de Riemann foi considerado como
0 exato devido ao fato de que aconteceu a convaegéns valores obtidos para 1,41, tanto
ao considerar a Soma Inferior como a Soma Supéfambém nédo significa que este é o
método ideal, pois também é uma aproximacéao ddtaesureal.

Na verdade, quanto a escolha do método que dewaplssado, Barroso [et al] (1987)

faz algumas consideracdes:

1) A regra dos trapézios pargontos fornece uma precisdo semelhante a aplickgéo
Simpson (12 Regra) commZoontos; 2) Com relagdo ao esforco necessério para
célculo, para uma mesma precisdo, a Regra dos Zioap&equer o dobro de esforcos
gue a Regra de Simpson. (BARROSO [et al], 198260)
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O que Barroso [et al] quis dizer ao mencionar degl” foi que o esforgo
computacional para a Regra dos Trapézios é muitorrda que para as Regras de Simpson,
0 que, agora, provoca uma certa preferéncia pej@gaRke Simpson em relacdo a Regra dos
Trapézios. Além disso, o erro na Regra dos Trapégida ordem db’ e o das Regras de
Simpson é da ordem & para0<h<1, h R, ainda de acordo com este mesmo autor.

Outro importante assunto da matemética € a reBolde equacgdes. Muitas vezes, para
se determinar corretamente o intervalo a ser ceraid para o calculo da area sob uma curva
(uma funcéo), € necessario encontrar o(s) pontiEshterseccédo da funcdo com o eixo X;
nesse caso, trata-se de resolver uma equacgéo,odaespr algébrica ou transcendente. Nao
apenas para se calcular areas, mas em muitas sittragdes em que se precisa calcular um
limite ou uma derivada, esse tema se torna bastdiiteSendo assim, justifica-se o outro

topico escolhido para esse estudo, que sera apadeemsequir.

4.4. Resolucao de Equacdes Algébricas e Transcentdsn

As equacOes sdo expressfes matematicas que possuEenu mais incognitas e uma
igualdade; resolvé-las consiste em encontrar orvé@o valores) das incégnitas que

satisfacam a igualdade, ou seja, consiste em abtal que f(x) =0, sendof(x) a dada

equacgdao. As equacdes podem ser divididas em dgpegr

a) Algébricas: todas aquelas que podem ser escritas sob a foreal ¢
P(x)=a,x"+a,,X"" +a,,x"?+..+a,=0, comn =1, a, # 0 e os coeficientes

sdo numeros reais (BARROSO [et al], 1987, p. 85).

b) Transcendentessdo as equac¢des que ndo sao unicamente polinpdeamsodo que
envolvem logaritmos e exponenciais que aparecenbic@aaios com a incognita (na
mesma expressdo ou nao), expressdes trigonométugasvariavel aparece tanto

como argumento ou termo independente.

Neste estudo, o enfoque sdo as equacdes de uideVaeal, senda a variavel livre.

Para as equacOes algébricas de grau menor ouaddjatxistem dispositivos algébricos que
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as resolvem, comoRormula de Bhaskara oDispositivo de Briot-Ruffinigue € um redutor
do grau de equacbes algébricas; para algumas expudedgrau 4, quando sdo biquadradas,
estas também podem ser resolvidas por meio algelivias muitas equacdes de grau 3 ou
grau 4 demandam técnicas numéricas de resolucdmaoaia daquelas com grau maior do
que 4 nao podem ser resolvidas por métodos algé&hrie modo que, para isso, existem
métodos numéricos bastante eficazes ou, como afienéos (1974, p. 55), “o problema da
determinacdo dessas raizes encontra na Analise ridamé@&ma solucdo altamente
satisfatoria”. Aqui s6 serdo considerados os zezass da funcdo, que “sédo representados
pelas abscissas dos pontos onde a curva cort@ &’ 8ANTOS, 1974, p. 55), de modo que
ndo serdo consideradas as raizes complexas.

Dentre todos os métodos disponiveis, foi escollpddicularmente o Método da
Bissecdo, que € um meétodo iterativo, por ser bestammples. Para isso, € preciso

primeiramente que seja apresentado o Teorema dariol

Teorema 3.1.: Se uma funcdo contifi@ssume valores de sinais opostos nos pontos
extremos do intervaloa] I, isto é f(a).f(b) <0, entdo o intervalo conterd, no

minimo, uma raiz da equac®x) = 0; em outras palavras haverd, no minimo, um
nameror /7 (a, b)tal quef(r) = 0. (BARROSO [et al], 1987, p. 84).

Assim, para conhecer a raiz de uma funcao nuno g¢etervalo g, b, o primeiro
passo é verificar se existe alguma raiz nessevaiter E preciso que se conheca uma
aproximacao da raiz ou mesmo o intervalo que ctatema raiz; em seguida, tomam-se 0s
extremos do intervalo e se deve entéo testar oel@ide Bolzano. Caso este teorema seja
satisfeito, entdo é possivel aplicar o Método dasd@jdo para se chegar até uma boa
aproximacao da raiz.

Como exemplo para o0 Teorema de Bolzano, -considere equacao

-x*+7x-10.6875=y. Calculando o valor deA (delta) da Férmula de Bhaskara
A=7%-4.(-1.(-106879=2925, o que indica que a equacdo tem raizes reais,

interceptando o eixw em pelo menos um ponto; a funcao foi tabelada movo intervalo, no

caso [0, 5], como mostra a Figura 18:
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es Interpelagdo  Derivagio Integragdo  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste deCurvas  Otimizagdc
|1 1)Tabela a Funcio Dada e Calcula o Somatério e Produtdrio de y(x) = & [
Principal Wgra’ﬁm}

Entre com os Valores:

X inicial: Jo X final: }5 Numero de Pontos: 6 Passo(h): |1

y = f(x) - [242 + 7% - 10,6875

Pontos]] Xi=| Yi=F(Xi)=
= 0 -10,6875

-4.6875 21

1
3 2 -0,6875 Valor do Somatério: -14,125
4- 3 13125
5- 4
6 5

1,3125
20,6875

II ™

Valor do Produtério: 40,7907262444496155

B Calcula >> ¥ Grafico

s |
& Novo ] sair

il

| ltem a ser executado:

v Tabela a Fungao

Figura 18: Tabelamento de X* + 7Xx—10.6875=y, [0, 5], noVCN, comh = 1.
Fonte: dados da pesquisa.

Pela Figura 18f (2) =-0,6875 e f (3) =1,3125 o0 que indica qu&?2)f(3) < 0 e, pelo

Teorema de Bolzano, existe uma raiz neste inteniéofato, observando a representacéo

gréfica da funcédo, essa informacao é confirmada:

¥ x

-3

f

Figura 19: Representacdo grafica da fung@s’ + 7X—10.6875= Yy, no Geogebra.
Fonte: Site do Geogebra, 2010.



77

Observando-se a Figura 19, existe uma raiz entee 3 pois a curva (parabola)
intercepta o eixx. O principal problema a ser agora solucionadocdmnar essa raiz, que
pode ser resolvido por um método direto ou umtiteyraOs métodos diretos sdo aqueles em

que se pode empregar um método analitico; os mgtibelativos consistem em obter uma
sequéncia numérica®, x® ..., x® | .de aproximacdo d&, dada uma aproximacéo

inicial xX© (BARROSO [et al], 1987, p. 49).

Dentre os métodos iterativos disponiveis (Bisseg@ardas, Pégaso, Newton ou
Iteracdo Linear), esta pesquisa enfocara o MétadBissecdo, por ser relativamente simples,
pois envolve apenas as operacdes aritméticas. Mapartante destacar que esse método
possui uma desvantagem: tem uma convergéncia t@rtey confirma Barroso [et al] (1987,
p. 139) ao destacar que esse meétodo “ndo exigalecinento das derivadas, mas tem uma
convergéncia lenta, devendo ser usado apenas ipairaud o intervalo que contém a raiz”,
pois “0 esfor¢co computacional cresce demasiadangerstiedo se aumenta a exatiddo com que
se quer a raiz” (BARROSO [et al], 1987, p. 110).

Barroso [et al] descreve esse método:

Sejaf uma fungdo continua no intervala, [b e f(a).f(b) <0. Dividindo o

intervalo f, bl ao meio, obtém-sg,, havendo, pois, dois subintervalos
[a, %] € [xo, b], a ser considerados.
Sef(xg) = 0, entda = Xq; caso contrario, a raiz estara no subintervaleatuncao

tem sinais opostos nos pontos extremos, ou sejf(8$.f (X,) <0, entéor U (a,
Xo); sendo f (a).f (x,) >0 er O (xo, b). O novo intervalod,, by] que conténr é

dividido ao meio e obtém-se o ponto O processo se repete até que se obtenha uma
aproximacado para a raiz exatacom a tolerancia desejada. (BARROSO [et all,
1987, p. 106).

Como uma ilustracdo do Método da Bissec¢édo, é api@da a Figura 20, em queé a

aproximacao que se tem da raizo intervalo @, bj:
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f(x)

v

Figura 20: llustracédo do Principio da Bissecéo.
Fonte: SANTOS, 1974, p. 57.

Considerando a fun¢&ex® + 7x-10.6875=y, e uma vez que o Teorema de Bolzano

foi satisfeito, pode-se aplicar o Método da Biseegdra encontrar uma aproximacao para a
raiz no intervalo [2, 3]. Entdo, pela descricdoeapntada por Barroso (1987), séo feitos os

calculos:
o 243 o i
L X :T: 25 - (25) =05625 e assimf(2)f(2,5) = - 0,38671875 < 0, ou seja, existe
uma raiz entre 2 e 2,5;
_2+25

X, = Y =225 - f (225 =0 o que indica que 2,25 € a raiz exata procurada.

No caso do exemplo citado, a raiz foi encontradp Ina 12 iteracdo; porém, com
muitas outras equacdes isso ndo acontece de fawngpida e € exatamente por isso que

Barroso (1987) afirma que o Método da Bissecdo tema convergéncia lenta. Para

exemplificar essa informacédo, considere agora aagiy

1
-2-tg(x) =y, com o
N4 =X
intervalo [3, 4[ (neste caso, existe uma raiz ndsgervalo, descoberta através de um
tabelamento prévio da funcdo no intervalo [0, Blas como o intervalo é aberto a direita,

entao sera usado o valor 3,999:
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= 3+3999_ 34995 1 (34995 = -0,96051e f (34995, f (3999 <0
X, = M =374925-. f (374925 =-0,6984% f (374925.f (3999 <0
X, = 3’7492? 3999 _ 2874125, 1 (3874125 = -0,0809% f (3874125, (3999 <0
X, = 3’8741225+ 3999 _ 393656 . f (393656 = 0,95100e f (393656.f (3999 >0
= 3’8741252+ 393650_ 390534 (390534 = 0,29269 ¢ f (3874125.f (390534 <0

Foram feitas 5 iteracdes e a raiz ndo foi encoatrada vez que nenhum dos valores
de x tem imagem suficientemente proxima de 0 (zerojalor mais préximo de zero obtido
foi quandox = 3,874125. Mas pelos calculos, surge logo a sat@se de uma pergunta
inevitavel: quando parar as iteraces? E exatanpamseresolver este problema que existe o
Critério de Parada, que € uma maneira formal ddelgicer e decidir o nimero de iteracdes
necessarias para se chegar a uma melhor aproxirdagé&dz da equacao, mas isso depende
de uma precisao inicialmente fixada.

E importante destacar que as iteracdes fazem oeno galor atribuido & incégnita se
aproxime da raiz da equacao, ou seja, a incogoitaerge para o valor da raiz; assim, € claro
gue a imagem desse valor aproximado da raiz tesu@eQp(zero).

Ao pensar na convergéncia da incégnita para aBaizoso [et al] (1987) destaca que
“em alguma etapa do processo tem-se ou a raiz exatama sequéncia de intervalos
encaixadosy, by, a, by, ...,an, by, ..., tal qud (a,).f (b)) <0,n=1, 2, 3, ..." (p. 107), e para se
obter a raiz do interval@[ bl com n iteracdes, novamente Barroso [et al] (1987, p/1I\)
apresenta a maneira de se obter o numero de igsraco

N> In[(b-a)/ 1
In2

. a
X, = X,,|< O entdo < 0ou
n-1 2n+1

n

sendol] a tolerancia (ou preciséo) pedida.

Ao mencionar tolerancia ou precisao, na verdadmisea o grau de exatidao da raiz e,
nesse caso, € possivel inclusive estudar o err@tadonda aproximacao para a raiz em um
dado intervalo. Sobre isso, considere 0 seguimienea: “seja uma raiz isolada exataxg

uma raiz aproximada da equaca(x) = 0, comr e x, pertencentes ao intervala,[H e
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f'(x))2m>0 paraas<x<b, onde m=min/f'(x). Entéo|x, -r| SM” (BARROSO [et all,

asx<b' m

1987, p. 105).
O mesmo autor apresenta uma demonstracdo intetessasimples para o teorema

acima: “aplicando o Teorema do Valor Médio, tem-6gx,) — f(r) = (x, —r).f'(c) onde

x, <c<r, cO(ab). Como f(r)=0 e [f'(0) = m, tem-se
£ ox ) - _ _ (%),

(x,) = f(r) =|f(x,) = mlx, —r|, portanto|x, —r|sT (BARROSO [et al], 1987, p.
105).

Barroso [et al], a partir do teorema anteriorgeapnta trés critérios possiveis de serem

utilizados para a escolha da melhor aproximacé&aida, de acordo com uma precigao

O f (x,)| <O
X, = X, <O

D|Xn - Xn—1| SD
[l

Dos critérios apresentados, a ideia € usar uns,detemparando a aproximac#p
encontrada com a precisdbprefixada, até obter um resultado que satisfacandlicdo. E
claro que os pontos;, &, &, ..., & formam uma sequéncia monotona nao-decrescente
limitada assim como os pontds, b, bs, ..., i formam uma sequéncia monétona néao-

crescente limitada, entdon a, =limb, =r (BARROSO [et al], 1987, p. 108), senda raiz

n- co n- oo

da equacao no intervala,[b. Desse modo, os extremos do intervalo convergama @ raiz
a medida que - .
De acordo com as cinco iteracdes acima feitas @ wen que o Teorema de Bolzano

foi satisfeito, a escolha do melhor critério degede acordo com as seguintes condigdes:

a) |xn—xn_1| <0 (teste de erro absoluto): se a ordem da raiz éudaade
(aproximadamente 1).

|Xn - Xn—1|

x|

C) |f(xn)| <[: situagBes em que o primeiro critério acima naatisfeito.

b) <[ (teste de erro relativo): se a ordem da raiz rdjoréximadamente 1.
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E importante ainda destacar que a precisdo deuarsealor bem pequeno, de modo
gue a imagem da raiz aproximada esteja bem prodara(zero). Assim, se for estabelecida

a precisdao de 0,01 para o exemplo anterior, ou, sejaquagéoi_z_tg(x):y no
V4-X

intervalo [3, 4[, tem-se a Tabela 5, com 5 casa&smes (os resultados dex,) e doErro

serdo arredondados) e em que serd utilizado sieri€ - x| <O:

Tabela 5: Calculo da raiz da equagaoi -2-tg(x) = y no intervalo [3, 4[, com preciséo de 0,01,

construida com auxilio doVCN.

Xa Xp Xn f (Xn) Erro

3 3,999 3,4995 -0,96051

3,4995 3,999 3,74925 -0,69843 0,24975
3,74925 3,999 3,874125 -0,08091 0,12488
3,874125 3,999 3,9365625 0,95100 0,06244
3,874125 3,9365625 3,90534375 0,29270 0,03122
3,874125 3,90534375 3,889734375 0,083348 0,01561
3,8741253 3,889734375 | 3,8819296875 -0,00346 0,00780

Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

A partir da Tabela 5, a melhor aproximacao dacain a precisao prefixada de 0,01 é
o ultimo valor dex, calculado, ou seja, 3,88193 (o resultado foi amelddo para 5 casas

decimais); observe que cada valorxgé obtido através da média aritmética comecando com

3 e 3,999 até chegar a essa raiz, uma vez38193-388973=0,00780< 0,01 Logo, por

meio do Método da Bissecdo, a raiz procurada dmw_z_tg(x):y, com a
4-x

precisao igual a 0,01 € 3,88193.

4.5. Estudo sobre a Convergéncia de funcdes contasue discretas

O significado de Convergéncia esta sendo aquidadtu segundo um enfoque
Matematico. Mas para isso, ndo sera feita a apasn da definicdo da palavra e sim sera
construida uma compreensao inicial. Partindo dimigéb geral acima citada, tem-se o uso da

palavra“‘aproximacao”. Ao falar em aproximacao, ha o entendimento de gistecalgo que
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“caminha” até um certo ponto podendo nédo chegaamente até esse ponto. Neste sentido,
0 “algo” € uma funcad cuja varidvel independente tende a um pogi@artindo de uma
origem, fazendo com que a variavel dependente assuomponto de chegada. Essa € a ideia

informal do limite de uma funcéo.

Convergéncia, entdo, significa a tendéncia ou apragéo de diversos pontos para um

ponto comum®

Por meio dos estudos aqui realizados, para aconteoa melhor aproximacéo é
necessario que o erro entre o valor exato e o apaao de um objeto seja 0 menor possivel.
Novamente € preciso ressaltar que nao sera feitous aprofundamento matematico do
assunto, por nao ser este o objetivo.

O estudo da Convergéncia €, na verdade, um estaddairdites. Quando uma
sequéncia de namerdsfl(x), f,(X), f3(x),...,fn(x))converge para um Unico numerno(x),
entdo esta € uma convergéncia simples, de acomoLaoa (2004, p. 362); nesse caso,

segundo este mesmo autor, para qualquer valerfo@do, lim f (x) = f(x), sendo que a

generalizagéof (x )com n tendendo ao infinito significa que cada valor miendica
elementos distintos.

Se f,(x) é uma sequéncia de numeros, entdo € claro que exis funcio ou regra
matematica que define a existéncia desses numerasredado conjunto. Considerando o

2 -_— ~ . A~ - yoREl -
exemplo h(x) =~ 39, X# 3, pode-se entdao construir uma sequéncia numeridauiato
X —

alguns valores parg conforme a Figura 21:

® |deia elaborada por esta pesquisadora a partirsigmsficados obtidos nas referéncias citadas rimeiro
paragrafo deste subcapitulo.
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Ji-{ Célculo Numérico . i X .
Utilitérios  Operadores Interpolagio Derivacio Integragio Equagdes Diferenciais Sistemas Lineares  Célculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizacio
[2] 1)Tabela a Funco Dada e Calculs o Somatério e Produtério de yix) [l @ s
Principal |§réﬁcn|
Entre com os Valores:
X inicial: |1‘3 X finalz ‘ 1.09 Numero de Pontos: 20 Passo(h): | 0,01
y = 700 - [("2 - 9Y(x - 3)
Pontos: | Xi=| Yi=F{X)=
e 8 48
i=2- | 181 481 > (0
i=3- | 1,82 482 Valor do Somatério: 97,9
i=4- | 183 4,83
i=5- | 1,84 4,84
i=6- 1,85 4,85
i=7- | 1.8 436 L1 o )
i=8- | 187 487 Valor do Produtério: 62294713133644,333
i=9- 1,88 4,88 -
i=10-| 1,89 489 B Calcula >> ¥ Grafico
i=11-| 19 49
i=12-| 191 491 & Novo Fl Sair
i=13-] 1,92 492
i=14-| 1,83 4,93
i=15-| 1,94 4,94
i=16-| 1,95 4,95
i=17-| 1,96 4,96
i=18-| 197 497
i=19-| 1,98 4,98
i=20-| 1,99 4,99 .
ltem a ser executado:
I Tabela a Fungéo
2
X“ =9

Figura 21: Fungé(x) = tabelada, considerando-yd][ 18 1,99], construida no programéCN
x—3

Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Analisando a Figura 21, o limite da funcéiotende a 5 (dentro do intervalo
considerado), ou seja, colocando 0s numbgpg em sequéncia, percebe-se que eles crescem
se aproximando de 5: (4,8; 4,81, 4,82; 4,83; 44335; 4,86; 4,87; 4,88; 4,89; 4,9; 4,91, 4,92,
4,93; 4,94; 4,95; 4,96; 4,97; 4,98; 4,99), e aumnathd 0 passo ou estreitando ainda mais o
intervalo considerado paraisso fica mais evidente ainda.

Sendo assim, para esta situacéo, consideranda@ey dex a esquerda de 2, existem

- - - ~ ~ 2 —
infinitos elementos que séo gerados pela exprﬂggao%, comx # 3, de modo que
X —
x? -9 .
Iirg 3 =5. E claro que o mesmo vale para os valoresaldireita de 2.
X - 2+ X —

Também é possivel observar a convergéncia aodse tiom taxas de variacao.

Considerando que o custo (em dolares) para progumiidades de certa mercadoria € dado
por C(x) =5000+10x + 005x*, a taxa média de variacdo do custo quando se prectue

100 e 105 unidades da mercadoria é:
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B nérico | . j B T

Utilitérios  Operadores Interpolagio  Derivagio Integragio Equagdes Diferencisis  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas

Otimizagic

181 1)Tabela = Funcao Dada  Calcula 0 Somatorio « Produtéria de y(s)
Principal | Grafico |

Entre com os Valores:

X inicial: ‘100 X final: ‘105 Numero de Pontos: 6 Passo(h): |1

y =700 - ]O‘OS’XAQ +10% + 5000

Pontos:| Xi=| Yi=F{Xi)=

i=1- 00 6500

i=2-| 101 520,05 2 )

i=3-| 102 8540,2 Valor do Somatdrio: 3930275
i=4-| 103 6560.45

i=5-]| 104 6580,8

i=6-| 105 601,25

L1
Valor do Produtdrio: 7,89939470790303985E22
B Calcula >> ¥ Grafico

& Novo B sair

il
il

Item a ser executado

¥ Tabela a Fungéo

Figura 22: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{X) = 5000+ 10x + 005x? para se produzic
unidades de certa mercadoria, péloN Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculomérico, 2010.

E 6bvio que & medida que a producio aumenta, to eusnenta também, mas esse
aumento ndo é tdo grande assim. Para se sabetoomuédio nessa producédo, entdo se pode
trabalhar com a variagdo do aumento, ou seja:

_ 660125-6500 _
Cu (0= 105-10C =2025

que € o custo médio para produzir entre 100 e hitfades da mercadoria.
Para melhor observar o que acontece nessa sifuEgémas experimentacdes podem

ser feitas, por exemplo com 106, 107, 108, 1090euhidades, construindo tabelas para cada
caso:
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dores Interpolagio Derivagin Integ Equagtes Diferenciais _ Sisternas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
] 1)Tsbels s Fungso Dada e Calcula o Somatério e Produtsrio de y(x)

[o]® &=
Principal lgﬁiﬁm}l

~Entre com os Valores:
X inicial: |1no

X final: |105 Numero de Pontos: T Passo(h): |1 =] ‘

y =100 - Io,os*xﬁz +10°% + 5000

Pontos:| Xi=| Yi=F(Xi)=
i=1- 00 6500
=2.| 101 652005 > 0
=3-1 102 6540,2 Valor do Somatério: 45924 55
=4-1 103 6560,45
=5-1 104 6580,8
=6-] 105 6601,25
i=7-| 108 86218 1T

Valor do Produtério: 5,23082118767923493E26

B Calcula >> ¥ Gréfico
i Novo Fl Sair

il

rltem a ser tado:

 Tabela a Fungdo

Figura 23: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{X) = 5000+ 10x + 005x> para se produzir entre

100 e 10anidades de certa mercadoria, feitoM®N Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo
Numérico, 2010.

O custo médio para a producao entre 100 e 106 desdda mercadoria é:
_ 66218-6500
Cu(X)=—————

=203
10€-10C

iz Caleulo Numérico
Utiitarios  Operadores Interpolagio  Derivagio Integragdo  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares Calculo de Raizes Ajuste de Curvas  Otimizagao

(3772055 = Frigh Dada & Caleila & Sormatbat & Pradltons AR o] [=] = &
Principal | Grafico|

~Entre com os Valores:

X inicial- |1no X final: |1[)7

Numero de Pontos: 8 Passo(h): | 1 E!i

y =100 - Iu,os*x"z +10"x + 5000

Pontos:] Xi=| Yi=F(Xi)=

EEE 100 6500

i=2-] 101 6520,06 Z (x)

i=3-| 102 6540,2 Valor do Somatorio: 52567
i=4-| 103 656045

i=5-| 104 6580,8

i=6-| 105 6601,25

i=7-| 106 66218 I1mw

i=8-| 107 6642 45

Valor do Produtério: 3,47454681980999341E30

B Calcula >> ¥ Grafico
& Novo F] Sair

Fli

~ltem a ser

¥ Tabela a Fungéo

Figura 24: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{x) = 5000+ 10x + 005x?* para se produzir entre

100 e 107nidades de certa mercadoria, feitoM®N Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo
Numérico, 2010.

O custo médio para a producéo entre 100 e 10adesdda mercadoria é:
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C, (%)= 664245- 6500 _ 2035

107-10C

Utilitarios  Operadores Interpolagio  Derivagio Integragio Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
2] 1)Tabels a Fungio Dada e Calcula 6 Somatério e Produtério de y(x) [l ® ==
Principal | Grafico|

~Entre com os Valores: T
X inicial- | 100 X final: 1 108 Nimero de Pontos: g Passa(h): | 1 = ‘

y = () Iu‘os*x"z +10% + 5000 ‘

g

J Xi=| Yi=FX)=

7]

nto:
i=1_ [ 6500
i=2-] 101 6520,06 Z (x)
i=3-| 102 6540,2 Valor do Somatorio: 59230,2
i=4-| 103 656045
i=5-| 104 6580,8
i=6-| 105 6601,25
i=7-| 106 66218 I1mw
i=8-| 107 6642.45 Valor do Produtério: 2,31516003697579481E34
i=9-| 108 66632
B Calcula >> ¥ Grafico
i# Novo F] Sair
~ltem a ser
¥ Tabela a Fungéo

Figura 25: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{X) = 5000+ 10x + 005x> para se produzir entre

100 e 10&nidades de certa mercadoria, feitoM®N Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo
Numeérico, 2010.

O custo médio para a producao entre 100 e 10&desdda mercadoria é:
C, (%) = 66632 -6500 _ 204
10€-10C
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1 Caleulo Numérico

Utilitérios  Operadores Interpolacio Derivagio Integragio Equacdes Diferenciais Sistemas Lineares  Cdlculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio

(21 1)Tabels a Func & Calcula o Somatério e Produtério de y(x) =i
Principal |§raﬁcn|

~Entre com os Valores: 1
X inicial: | 100 X final: | 109 Numero de Pontos: 10 Passo(h): | 1 |

y =f(x): io,os*xnz +10% + 5000 ‘

Pontos: | Xi=[ Yi=F(Xi)=]

== 00 6500
=2 | 101 652008 Y fto
=3 102 8540 2 Valor do Somatério: 6591425

i=4- | 103 6560,45

i=5- | 104 6580.8

i=6- | 105 6601,25
=7-| 108 66218 11w
= 107 6642,45 Valor do Produtério: 1,54746454451480613E38
=9- | 108 6663,2
=10-] 109 6684,05 @ Calcula >> ¥ Grafico

i# Novo ¥l Sair

[ltem a ser do:

v Tabela a Fungéo

e Ry ¥ S e o T P e

Figura 26: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{x) = 5000+ 10x + 005x> para se produzir entre

100 e 10unidades de certa mercadoria, feitoM®N Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo
Numérico, 2010.

O custo médio para a producao entre 100 e 10%desdda mercadoria é:
C, (%) = 668405-6500_ 2045
10€-10C

iz Caleulo Numérico

Utilitarios  Operadores Inlerpn!ag&o Qerhagﬁo Integracdo  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Caleulo (’E Raizes Ajuste de Curvas Otimizagdo

[Z11}Tabelz a Fungio Dada e Calcula o Somatério e Pradutério de y(x) ==
Principal | Grafico|

~Entre com os Valores: T

X inicial- | 100 X final: | 110 Nimero de Pontos: 11 Passa(h): | 1 E”

y = () Io,os‘x"z +10% + 5000 ‘

Pontos: | Xi=| Yi=F(X)=
i=1- 00 6500

i=2-| 101 652005 I

i=2- | 102 6540,2 Valor do Somatorio: 72619,25

i=4- | 103 656045

i=5- | 104 65808

i=6- | 105 6601,25

i=7_| 106 66218 ITiw

=8| 107 6642 45 Valor do Produtério 1,03757497709717751E42
=5- | 108 66632

=10-| 108 6684,05 B Calcula >> ¥ Grafico
=11-| 110 6705

~ltem a ser

¥ Tabela a Fungéo

Figura 27: Tabelamento do custo (em délares) dadd3{x) = 5000+ 10x + 005x?* para se produzir entre

100 e 11unidades de certa mercadoria, feitoM®N Fonte: Site da PUC Minas/Laboratério de Calculo
Numérico, 2010.
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O custo médio para a producéo entre 100 e 11@&desdda mercadoria é:
C, (%)= 6705-6500_ 205
11C-10C

A partir das Figuras 22 a 27, a variagdo do cgsta as novas quantidades de
mercadorias € bem pequena, em que entre 100 erid@das, a variacdo do custo foi de
apenas 0,25 ddlares. Isso significa que a medidaagyproducdo aumenta, tendendo ao
infinito, o custo médio vai aumentando também, deforma bem pequena; nesse caso, para
melhor compreender esse aumento, faz-se necessfwidar a taxa instantanea de variacao
desse custo, que é a derivada da funcdo-custo.

O custo instantaneo da producédo de 100 a 110desdia mercadoria é:

dC

C(X) =5000+10x + 005x* — ™ =10+ 01x
X

dC(100 20
dx

dC(10) = 201
dx

dC(102 =202
dx

M =203
dx

dC(104) =204
dx

dC(105 =205
dx

dC(106) =206
dx

dC(107) =207
dx

dC(108 =208
dx

dC(109 =209
dx

dC(110 — o1
dx

Entdo, tem-se o0 custo exato para cada quantidguecifsa da mercadoria; por
exemplo, o custo para se produzir exatamente litades € de 21 dblares por unidade. Mas

considerando os valores acima e calculando a nadmaética, o resultado é 20,5 ddlares,
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que é o custo médio para a producéo de 100 a lidadas da mercadoria. Ao estender ainda
mais os valores de existe uma tendéncia para 20,5 tanto a direit@aoca esquerda de 105,

Ou seja, o custo médio converge para 20,5 dolares.

Desse modo, é possivel escrever Goe5000+10x + 005x” = 205.

X — 00
Voltando ao problema proposto no estudo das iaiggconsiderando a area sob a
sern(x+2)

curva definida pela funcad (x) = >—,x0[-21], obtém-se os resultados calculados
X

sob os métodos numéricos aqui estudados (vide da)elPela Soma de Riemann, a area
exata é 1,417 e tanto o limite da Soma Inferior como da SomaeBapconvergem para esse
valor, lembrando que quanto maior € o niumero décpas melhor esses limites (Soma
Inferior e Soma Superior) se aproximam do valot@xB no caso da Regra dos Trapézios,
Primeira e Segunda Regras de Simpson, o0 mesmafisitatado, ou seja, que os resultados
convergem para 1,41, por excesso ou falta.

Particularmente tratando de cada um dos métodaeneos de integracdo aqui
estudados, quanto maior € o valormjleu seja, o niumero de particbes do intervalo ande
curva é definida, melhor é a aproximacdo da arem oovalor real. Assim, novamente

segundo Lima (2004, p. 362)lim | , = 141, sendda o valor da integral aproximada por um

dos métodos numéricos; esse limite pode ser gdoapélo menor erro gerado.
Com relagdo ao estudo apresentado aqui sobrelagés das equacdes algébricas e

transcendentes, constata-se também a converg@xiabtbres das incégnitas para a raiz da

equacao. Por exemplo, citando novamente a equei?éle:—z—tg(x):y em que
' ’ 4-X ’

xO[3, 4], foi encontrada a raiz por meio do Método da Ri&eecom a precisdo de 0,01,
considerando 5 casas decimais e como critério ltwab(n - xn_1| <. Ao analisar a Tabela

5, os valores estdo em torno de 3,88192 (o resuftadruncado em 5 casas decimais), ora
para mais ora para menos. Isso faz com que o emdrfa para zero, ja que zero é a imagem
da raiz pela funcao.

Com isso, dada uma equac#x), pode-se escrevelimy(x)=r e, no caso do

exemplo citado, a adaptacao filri:m( -2 —tg(x)] =3,88192.

1
N4=X
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5. ACAO DIDATICA: ELABORACAO, APLICACAO DAS ATIVIDADES E
ANALISE DOS RESULTADOS.

5.1. Caracterizacao dos sujeitos participantes e da inslicio onde aconteceu a
pesquisa.

Desta pesquisa, participaram um total de 115 aldlosscursos de Engenharia de
Producdo, Matematica Licenciatura e Sistemas dernrE#fcdo, de uma mesma instituicdo
particular de ensino superior com unidades nasleslde Belo Horizonte e Betim, em Minas
Gerais. No momento da aplicacéo das atividadessauisadora era também a professora das

turmas e os alunos se subdividiam conforme o Qué&dro

Curso Periodo Disciplina NUmero de Cidade
ministrada alunos
Engenharia de Producap 3° Célculo Numérico 43 Belo
Horizonte
Matematica Licenciatura 7° Célculo Numérico 20 Beti
Sistemas de Informacad 1° Célculo com 52 Betim
Geometria
Analitica

Quadro 4: Apresentagéo dos sujeitos participarestagesquisa, por turma e disciplina.
Fonte: dados da pesquisa.

A maioria dos alunos do 3° periodo do curso de Bmayia de Producdo tem entre 19
e 30 anos de idade, e somente um aluno da turina 45 anos na ocasido. Em geral, os
académicos tinham bom conhecimento de informatieanodo que nao tiveram problemas
com o uso do computador, mesmo porque ja tiveracipdinas com aulas no laboratério de
informatica. Houve sim algumas duvidas com relagdonguagem dos programa&CN e
Geogebraque foram solucionadas pela professora e/ou aslagnedida que surgiam.

A turma do 7° periodo de Matematica era formadaaporos com idades variadas,
sendo que a pessoa mais jovem tinha 21 anos esaveiha tinha 46. Como se trata de um
curso de licenciatura, varios alunos ja trabalhacamo professores da educacgdo basica ha
alguns anos e, com isso, conheciam o dia-a-dia da sala de aula com criangcas e
adolescentes. Ademais, a turma ja tivera uma diisaigm que o estudo do PCN — Plano
Curricular Nacional, tanto no Ensino Fundamentalolino no Ensino Médio — fazia parte do

plano de ensino.
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O 1° periodo de Sistemas de Informacgéo era formpad@lunos de perfis bastante
variados: adolescentes recém-saidos do Ensino Mgessoas que se formaram no Ensino
Médio ha muitos anos e ndo estudavam desde enthesmo pessoas que ja concluiram ou
pelo menos comegaram outro curso superior. O ahaie jovem tinha 17 anos no momento
em que este trabalho foi iniciado com a turmangae velho tinha 40 anos.

Os alunos puderam fazer as atividades de formuaithdil ou em duplas, sendo que a
maioria optou por usar um computador, mas discatoam o colega ao lado. Varios alunos
optaram por fazer as atividades em duplas, andlisam conjunto. A primeira aula no
laboratério de informéatica em cada turma foi deeapntacdo dos programas, com alguns
exercicios que exploravam os recursos de cadaaeftWwCada uma das atividades tinha um

destino particular, como mostrado pelo Quadro 5:

Atividade Turma

Estudo dos Limites de uma funcdo de ymal® periodo de Sistemas de Informaca

[®)

variavel.

Construcdo do conceito de derivada porl° periodo de Sistemas de Informaca

[®)

meio de Taxas de Variacéo.

Métodos Numeéricos de resolucdo |de3° periodo de Engenharia de Producdo

Integrais. 7° periodo de Matematica Licenciatura

Resolucdo de Equacdes Algébricas €3° periodo de Engenharia de Produggo

Transcendentes. 7° periodo de Matematica Licenciatura

Quadro 5: Turmas a que eram destinadas cada atevida
Fonte: dados da pesquisa.

5.1.1. Instituicdo onde a pesquisa foi realizada

A instituicdo pesquisada é patrticular, e oferegsaside graduacédo e pos-graduacéo;
as turmas participantes pertencem a unidade denBeBelo Horizonte (vide Quadro 6). As
Figuras 28 e 29 ilustram a fachada das unidadésipantes da pesquisa:



92

Figura 28: Instituicdo pesquisada — Unidade Beldzdote. .
Fonte: site da instituicao.

Figura 29: Instituicdo pesquisada — Unidade Betim.
Fonte: site da instituicao.

A instituicdo pesquisada, em suas duas unidadssupespaco fisico constituido por
vérias salas de aula, laboratérios de informaterlitorio, quadras poliesportivas, capela,
biblioteca, lanchonete, salas de atendimento amsos] bem como secretaria académica
independente da coordenacao didatica.

Como o enfoque serd o laboratério de informaticangortante mencionar que o0s
laboratérios de ambas as unidades tinham as mesarasteristicas: salas com 20
computadores funcionando em perfeitas condi¢cdesme @ programa/CN ja instalado. A
Figura 30 mostra a foto de um desses laborataliestacando-se que os outros dois tém o

mesmo perfil:
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Figura 30: Laboratério de informética — Unidadeddbrizonte.
Fonte: foto da pesquisadora.

Antes de aplicar as atividades, foi constatado @eftwareGeogebrando estava
instalado em todos os computadores da unidadeHBeiaonte, de modo que foi necessaria a
solicitacdo ao Setor de Informética e, no dia comdbd, o software ja estava disponivel para
uso. Com relacdo a unidade Betimeogebraestava instalado no laboratorio destinado as
aulas de Calculo Numérico (turma do 7° periodo @elatica Licenciatura), mas nao no
laboratério da turma de Sistemas de Informacdo.sBlicitado ao Setor de Informatica e,
também no dia da aula marcada, os computadorassajdaen com o software instalado. O uso
dos laboratérios é de responsabilidade de cadantigcsendo que no inicio da aula os
laboratérios séo abertos pelo funcionario da ingéib e fechados ao final.

A confeccdo dos textos das atividades mereceu ratetagao neste trabalho, pois os
resultados a serem obtidos dependeriam diretardartempreensao que os alunos teriam das
questbes. Esforcos foram feitos para evitar eris nesolucdes por falta de clareza nos
enunciados ou interpretacdo incorreta.

As atividades passaram por varios momentos ddueeguando foram observados e
corrigidos possiveis erros ou dividas que os alpndsssem ter. Mas, mesmo assim, durante
0s primeiros momentos de aplicacdo, algumas fadlivada foram encontradas no uso da
linguagem, que foram corrigidas a tempo.

Ao aplicar as atividades, houve o cuidado de ebseatentamente as dividas que 0s
estudantes levantavam e até mesmo os comentagdazjam com os colegas. As resolucdes
foram recolhidas como material de pesquisa sob rserdimento de todos e um estudo

detalhado sobre cada atividade foi feito, que aprasentado no momento oportuno.



94

Primeiramente, sera apresentado um estudo dédaalds propostas de acordo com o
referencial tedrico e, em seguida, serdo expostossultados, também a partir da proposta de
cada autor. As atividades foram resolvidas indi@icdhente ou em duplas, mas para a analise,
0S sujeitos serdo identificados como Aluno A, AluBpetc., uma vez que a identidade
original de cada aluno deve ser preservada.

Como esta é uma proposta confeccionada com igdpinaa Engenharia Didatica, em
que é considerada toda a estrutura de um projeemgenharia, esta pesquisa devera conter
umaanalise preliminar, seguida daoncepcao e analisa priori, daaplicacdodo projeto e
de umaanalise a posteriori Sob essa perspectiva, este material didaticorfganizado da

seguinte maneira:

a) Andlise prévia: devendo ser entendida como levantamento da sdpdodlas as
atividades foram iniciadas com uma analise (obgdv@révia e leituras) das discussdes
de tépicos ensinados no Célculo Diferencial e hateg Calculo Numérico. Algumas
dificuldades dos alunos foram detectadas duranterocesso ensino-aprendizagem,
especialmente com a nocdo de aproximacdo (Conv@ajéra passagem da matematica

bésica (estatica) para a mateméatica superior (do@dm

b) Andlise a priori de experiéncias e concepcdeglentre as experiéncias didatico-
pedagogicas, foram selecionadas as “sequénciascd&ia(Zabala) e/ou as “atividades
investigativas” (Ponte) a serem implementadas comndlio de dois softwares: um de

carater mais algébrico (Geogebra) e outro mais namg@/CN);

c) Intervencao: é a confeccdo dos textos didaticos, com as refonaesssarias, o uso dos
softwares e, enfim, as aplicacbes em laboratéresntbrmaticas e em sala de aula,

conforme metodologias concebidas por Zabala e Ponte

d) Andlise a posteriori a acdo é submetida aos indicadores de validacadtte interna
do processo, em que as observacfes das reacdesifestagdes sao registradas e
analisadas, e ainda com a coleta das producdestaéaf avaliagdo geral. Andlises
posteriorida acdo didatica séo realizadas em conformidatleasocategorias de Zabala e

Ponte.
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De acordo com o estudo teérico realizado, as etppess a analise das atividades
investigativas, que fazem parte da quarta etapgopta pela Engenharia Didatica

(indicadores de validacéo), de acordo com a vigddadhala e Ponte séo:

a) Exploragdo e formulagdo de questdes;
b) Organizacdo do processo de execucao;
c) Execucéo: testes;

d) Avaliagdo: correcéo.

Logo, a partir da organizagao aqui proposta, argi§t mostra a estrutura do material

didatico, segundo a ordem que permanecera e seseapada:

Engenharia Didatica: Explorag
de Convergéncia em topicos
Célculo Diferenal e Integral e d
Calculo Numérico, usando o
softwares VCN e Geogebra.

Atividades
investigativas

Sequéncia Didatica

Estudo dos Limites

Taxas de Variagcao

Métodos Numéricos|
para resolucéo de
Integrais

1
Resolucéo de Equac(q
Algébricas e

Transcendentes

Figura 31: Relacdo entre o referencial teérico egonoposta didatica.
Fonte: elaborado pela pesquisadora.

5.2. Aplicagéo das atividades

5.2.1. Atividade 1: Construcao da ideia e da definicdo dimites

Esta atividade foi aplicada em dois momentos: rimgro momento, fizeram a

atividade os 52 alunos do 1° periodo do curso d&i8as de Informacdo, que cursavam a
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disciplina Calculo com Geometria Analitica, minésta pela pesquisadora. No momento da
aplicacdo desses exercicios, 0os académicos janmassdudado os conteudos Teoria dos
Conjuntos, Definicdo de Funcdes, principais cargstteas das funcbes algébricas e
transcendentes, e Geometria Analitica. Para estdaate, foram necessarios 100 minutos do
dia 02 de outubro de 2009, no horario de 19h ad@am.

O segundo momento foi em um grupo extracurricwam 10 alunos voluntarios, em
que as atividades foram trabalhadas na forma daa$ no laboratério de informatica, sendo
que todos os discentes do 1° periodo de Sistemdsfatenacdo foram convidados para
compor esse grupo. Aqueles que nédo puderam partigiptificaram que, como as oficinas
aconteceriam a tarde, ndo teriam a disponibilidagleessaria. Neste caso, 0s voluntarios
refizeram a atividade que haviam feito em salada, anas agora ja com as modificacdes
necessarias, com mais atencao e cuidado; levanaa de 200 minutos, iniciando no dia 26
de outubro, no horéario de 16h as 18h30min, e temauia no dia seguinte, usando parte do
horéario de 16h as 18h30min.

Antes de iniciar a atividade sobre Limites, os atudo 1° periodo foram levados para
o laboratorio e foi aplicada uma atividade inictaltividade O — sobre o Estudo de Funcdes
(em geral), cujo foco era fazer com que estreitasseus lacos com graficos e equacoes,
explorando intervalos finitos e infinitos, entretrog assuntos. A Atividade O (que recebeu a
denominacdo dé’rimeiras Experimentacfedpi também investigativa e propds que os
alunos construissem o conhecimento sobre a repag&engrafica de Funcbes. Com as
atividades sobre equacéo da reta, os alunos darat®npara os coeficientes angular e linear;
tais conceitos seriam necessarios no momento enesgfiessem estudando Derivadas. O
grupo de voluntérios nédo fez a Atividade O por haeer necessidade.

Além disso, eles tiveram a oportunidade tambémedkzar experiéncias, ao mover as
retas e observar as mudancas na equacdo. Nesse p@#ogebraé muito atraente, pois
permite que essas experimentacoes sejam feitasrom fsimples, usando mouse Esta
atividade inicial foi de grande importancia paraereo que aprenderam sobre Funcdes e
Geometria Analitica, e ainda experienciar os pmogs a Figura 32 mostra parte desta

atividade (cujo texto geral consta no Apéndice 1):
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1. Digite na caixa Entrada os pontos (0, 3) e ( - 3, 0). Em. seguida, clique na 3* caixa do memn e escolha a ferramenta “Reta
definida por dois pontos”. Qual ¢ a equagio que é representada por esta reta? Escreva-a na forma geral ¢ também na
forma reduzida.

2 ) 9
Equacior™ O, 7 AU
O
Forma geral: DY - Au 0 = O

U
Formareduzida: ) - +2Y. 42

q =1
Essa fungdo € crescente ou dec?rescente? 0)‘ 200 ”f‘“ﬂég/

2. Clique na 1° caixa do menu, ou seja, em “Mover” e clique no ponto A. Mova esse ponto com o mouse, levando-o até o ponto
0, 4.
Qual ¢ a nova equacio da reta? ’41( - du.

Essa fung#io continua crescente? (7() Sim g ( )Nio

3. Agora, clique novamente no ponto A e mova-o até a posigio (3, 0) — observe na Parte Algébrica o ponto mudando de valor!
O que aconteceu comareta? A o Jeol. wvn e ol e Lo oL
ugéa 000 «J?MIIQM/{ 00t e N 'Lé =0) '
Qual é a nova equagfo da reta? =0
’ O que podemos  afirmar B agora  sobre a  situagfo “crescente” ou  “decrescente”?
\/Jl MO L ongiomi, cou AN vem Cycse aen dpcrida nie,

4. Mova agora o ponto A até um ponto qualquer que esteja abaixo do eixo x.
Escreva as coordenadas do ponto em que vocé parou: A= ( S éﬂ
Qual € a equago dessareta? ~ IV —bu -3 =0 ’
Essa fungdo agora ¢ crescente ou decrescenfe? Justifique sua resposta. ”}(;)/ A, &],u JA

st udou o aredide g o X wmentod o "VOL o Mg .
¥

Figura 32: Resolucéo da Atividade 0 pelo aluno 2 p. Sistemas de Informacéo.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Inicialmente, esta atividade explorou o estudegieacées da reta, quando os alunos
deveriam reconhecer a equacgao que passa por dassmotransforma-la para as formas geral
e reduzida, identificando se era crescente ou sieenée. Com a dinamica que o programa

possui, 0s alunos usarammusepara movimentar a reta e obter novas equactesndaz

novas observacoes.

Ja outro aluno (que serd chamado de B — vide Fig@ir&do conseguiu compreender

exatamente a ideia anteriormente exposta em satfay 0 aluno A conseguiu:
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1. Digite na caixa Entrada os pontos (0, 3) e (-3, 0). Em seguida, clique na 3* caixa do menu e escolha a ferramenta “Reta
definida per dois pontos”. Qual é a equacdio que € representada por esta reta? Escreva-a na forma geral e também na
forma reduzida.

Equacio: -3 +3y =9
Formageral: __ —3 \C + 4’('\;_,9:0
Forma reduzida: 3y = 3e+9

Essa fungfio € crescente ou decrescente? CALNACLA \:iﬁ,_

2. Clique na 1* caixa do menu, ou seja, em “Mover” e clique no ponto A. Mova esse ponto com o mouse, levando-o até o ponto
(0, 4).
Qual € a nova equagio dareta? - L{ X +3Y =12
Essa fungfio continua crescente? () Sim (><) Néo

[o%)

Agora, clique novamente no ponto A e mova-o até a Pposicdo (3, 0) — observe na Parte Algébrica o ponto mudando de valor!
O que aconteceu com areta? A a o b poro lebo 20 e
: = X 4 X .

Qual ¢ a nova equagio da reta? =)
O que podemos  afirmar agora  sobre a  situagdo “crescente” ou  “decrescente”?

A A O C 0o ~ A %
200 COD B Wl Q. UMY LD MO e

s 2 f
O plrea AAAMANAANA ) SN,

4. Mova agora o ponto A até um ponto qualquer que esteja abaixo do eixo x.

Escreva as coordenadas do ponto em que vocé parou: A (O0,-Y4 } B(-3, 3)

Qual é a equagio dessa reta? Yx+3y = -2

Essa fungdo agora é crescente ou decrescente? Justifique sua resposta.
‘

togtas X io SR

Figura 33: Resolugéo da Atividade 0 do aluno B p.ISistemas de Informagéao.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno B interpretou que a equacédx +3y =12 € decrescente; quando solicitado

que justificasse verbalmente essa afirmacédo, edsedgue “é porque o0 numero que
acompanhx € negativo”. Entéo, através da reta dessa equaidmpstrado que, a medida
guex cresce, o0s valores ggambém crescem, de modo que a reta é crescendejuBtificar

o fato a partir da resposta dada por ele, foi eadh que era necessario passar a equacao para
a forma reduzida e, entéo, verificar o coeficiatdevariavel. No momento da aplicacéo das
atividades, foi possivel perceber que outros aluangém nao haviam compreendido bem
essa ideia, entdo foi feita uma intervencéo, eaptio-lhes novamente, mas agora de forma
dindmica com o uso dBeogebrauma vez que a aula sobre Fun¢les e EquacbedsalfoRe
realizada em sala de aula somente com o uso doajeguincel.

Apoés essas primeiras experiéncias, foi entdo agdia Atividade 1, sobre Limites.
Foram necessarios 100 minutos para que houvessesafjue conseguissem fazer todas as
guestbes, mas é importante comentar que a maiartarcha ndo conseguiu terminar neste
tempo, fazendo cerca de metade da atividade.

A Atividade 1 é mostrada na integra, para facibtacompanhamento do leitor:
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Atividade 1

3

. Analisaremos o0 comportamento desta funcao,

1) Considere a funcao realf(x):2

observando a sua representacao gréfica e dadosiocosé
As guestbes (a) até (j) devem ser feitas @rogebra
a) Faca primeiramente a representacao grafica, usarstdtwareGeogebra para isso, vocé devera

digitar na caixa Entrada a express(®* x-5).

b) Qual é o comportamento da funcéo proximo ao gB com relacdo ao eix@ Use as ferramentas
“ampliar” e “reduzir” para ampliar muitas vezesrafico para essa observacdo. Puxe o gigom a
ferramenta “deslocar eixos” e observe o comportamgroximo ao eix.

c¢) E qual é o dominio da funcao?

d) Na caixa “Entrada”, insira x = 2,5 (o ponto de rigéb!) e observe a reta que aparece. Analisando

essa reta com relagéo ao gréfico da furig@aue € possivel constatar?

entdo, encontrar a assintota de fun¢des raciooaie esta?

f) Pela representacao gréfica, ao se aproximar dm plntestricdo vindo pela direita, o que ocorre
com a curva?

g) Ainda com relacdo aos valores proximos ao pontoedeicdo da fungdo, mas agora vindo pela
esquerda, 0 que ocorre com a curva?

h) Entdo, é certo dizer que a funcdo tende para aefdtdiferentes em valores proximos de 2.5

dependendo do lado que se olha? Quais?

As questdes seguintes devem ser feitasViIGN!
2) Vamos estudar o comportamento numérico da mésmao acima, mas agora com o uso/@iN
3

a) Vocé devera tabelar a funcaqx) = , considerando um intervalo conveniente para ser

estudado, por exemplo, o intervato2 < X< 4 e passo 0,5. Para isso, va em “Utilitarios — Tabel
uma Funcao”x inicial = - 2,x final = 4, passo = 0,5 (hdo preencha o nUmercod¢op) € a expressao
3/(2*x — 5) na caixa da funcéo. Surgird uma mensagenroe@ que significa esse erro?

b) Vamos resolver esse problema? Para isso, apagugmero de pontos (deixe em branco) e
modifique o intervalo pardd < X< 3. O intervalo ndo foi totalmente considerado! A efabfoi
finalizada em qual valor de&

¢) Continuando com o mesmo intervalo da que@tdomude o passo para 0,1 e ndo se esqueca de

apagar o numero de pontos. E agora qual foi o ditiator dex na tabela?
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d) Entdo, vamos fazer agora 0 mesmo estudo, masdevando o interval®5< x< 3 e passo 0,1.

O que podemos constatar com relac@®@ a

e) Vocé j4 deve ter percebido o que ocorre quand@®)! Entdo, vamos estudar a regido em torno
desse valor? Considere agaraicial = 2,4 ex final = 2,49, mas agora use o passo 0,01. Ostaglasl
(imagens) estédo crescendo ou decrescendo? As image&endendgara qual valor?

f) Modifique o intervalo de, usando agora valores entre 2,51 e 2,6, tambénpasso 0,01. E agora
as imagens estéo crescendo ou decrescendo? Eezsténdagora para qual valor?

g) Compare as tabelas obtidas nas quegtpes(g) com a representacdo grafica da funcao feita no
GeogebraAtencéo para os intervalos que devem ser obsesvad

h) Modifiqgue mais ainda o intervalo, restringindarg 249< x < 2,4999e 2,5001< x< 251, com
passo 0,0001.

i) Podemos dizer que existem valores que estdquesta do ponta = 2,5. Entdo, para os valores a
esquerda (e mais proximos do ponto) as imagamenpara qual resultado?
j) E para os valores que estdo a direita do panto2,5, as imagens a direita (e mais proximas do

ponto)tendempara qual resultado?

[) Se sentir necessidade, estude mais valoresrpodxax = 2,5 com passo bem pequeno, para que
tenha certeza do que acontece quatd@.5!

m) Entdo, quandr tende a 2,5, qualtandénciadas imagens?

2
3) Agora, vocé devera considerar a fungéo (gg) = x4 Faca o que se pede abaixo:

a) Primeiramente, obtenha o conjunto dominio dg&ag acima, da forma como esta escrita. Qual é
a resposta?

b) Agora, construa o grafico da funcdo®@eogebraconsiderando, por exemplo, o intervalo

[- 3, 3].

¢) De acordo com o gréafico, qual é a imagenx de2?Orientacao: Existe uma contradicdo entre o
gue vocé encontrou na questdo (a) acima e o grafista questdo! Esse é um problema que as

ferramentas computacionais apresentam: nao estadangao!

2 — - . g -
d) Fatore o numerador da expresﬁéoi, para xz 2, e simplifique com o denominador. Agora,
X=2

escreva qual € aimagem de 2 pela fungéo simpuléiza
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2 _
e) Orientacdo: para a funcaqy(x) = X 24, temos que o dominio & mesr{mD R/ x# 2}. Porém,
X —

efetuando a fatoragdo do numerador e a simplifecagin o denominador, paraz2, temos que

2 — . 7 e ~ Ve 7
X" =4 +2. Assim, 0 grafico da funcémé a retay = x + 2, porém o ponts = 2 tem que ser

900 ="~

aberto, conforme mostra a figura abaixo:

Figura 1: representagdo grafica da fungdeita noGeogebra

x

Fonte: Site do Geogebra, 2010.

f) Agora, faca o tabelamento dessa funcad/@, considerando o intervald < X< 3 e supondo

passo 0,5. O que acontece? Identifique a razéo.diss

g) Para resolver o problema encontrado no i@nescolha outros intervalos e escreva uma possivel

solugéo para isso.

h) Agora, tabele a funcdo com os intervalos [0} & 2.1, 3], passo 0.1. O que ocorre? Escrevaa su

observacao.

i) Por que sempre aparece um erro proxima=27?

j) Busque, entdo, imagens de fungdes proximas al¥&serve o comportamento da funcdo. Use, por

exemplo, os intervalos [1.99; 1.9999] e [2.0001},20m passo de 0.0001.

k) Para qual valor as imagens estéavergindoquandox tende a 2 pela direita? Entdo, qual é o limite

da funcéo quandotende a 2 pela direita?

l) E qual é o limite da funcao quandeende a 2 pela esquerda?

m) Entdo, quande tende a 2 pela direita e pela esquerda ao mesnpmoigara qual valor as imagens
convergerfl

n) Orientacao: neste caso, falamos entendendo a dois pela direita e pela esquerdagctgamente.
Quando os limites laterais séo iguais, dizemos epse € o valor do limite da fungdo no ponto
estudado.
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0) Podemos dizer que essa é uma furg@overgenteem x = 2. Qual é o limite entdo da fungéo

x? -4 "
g(x) = > guando tende a 2~

X—

p) Podemos agora definir a seguinte ideia:
“seja f definida em um intervalo aberto em tornoxdeexceto talvez emy.xSe f(x)
fica arbitrariamente proximo de L, para todos osloras de x suficientemente
proximos de  dizemos que f tem limite L quando x tende, & >escrevemos
lim f (X) = L”.(Finney, 2006).
X=X

gq) Entdo, analise o que Finney disse acima e m@soessa informacdo usando os dados deste

x? -4

problema, ou seja, considere a fun@iga) = , quandak tende a 2.

r) Definicdo formal de limites:

“seja f definida em um intervalo aberto em tornoxgeexceto talvez emy.XDizemos

que f(x) tem limite L quando x tende @exescrevemodim f (X) =L se, para
X=X

cada numere: > 0 existir um numero corresponderite> O tal que, para todos os

valores de x0 < |X— X0| <0= | f(x)— L| < & (Finney, 2006).

Neste nosso exemplo, como vimos dim g(X) = 4, entdo temos que, para togle 0 dado,

X2

existe umd > 0, tal que:

2_
X 24—4{:|x+2—4{<£, ou seja, como|x—2|<5 entdo fazendog =9,
X_

0<[x-2/<d=

2

X
temos qu <Eg.

X—=2

2

. ~ . X" -4 . ~ -
Esta &€ a demonstragéo de dmaz > =4 e observe abaixo uma representagdo grafica
X X —

para a demonstracao acima:

x* =4

Figura 2: ilustracdo da demonstracaolige

= 4, feita noGeogebra
X=2 X—2

R Tt

Obs.:: eixo vertical = y e eixo horizontal = konte: Site do Geogebra, 2010.
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s) O que vocé entende agora sdboavergénciabaseando-se no que vocé estudou nesta atividade?

Os conteudos explorados na Atividade 1 sédo mostrad@uadro 6:

Temas Objetivos Competéncias
Limites infinitos * Reconhecer o limite *Compreender o
infinito de uma fungéo. significado de infinito.
* Reconhecer umareta | * Compreender 0s
assintota. comportamentos grafico e

numerico de uma funcéo
com restricao.

* Reconhecer quando uma
reta pode ser chamada
assintota e relacionar esse
significado com a fungao.

Limite de uma fungc&o num * Obter o limite de uma * Compreender o

ponto especifico funcéo real de uma variavekignificado de limite num
num ponto especifico. ponto determinado, dados
* Estudar limites laterais. | os limites laterais.
* Conceituar e definir * Observar os
Limite de funcdes. comportamentos grafico e

numerico de uma funcéo
em torno do ponto
determinado.

Significado de * Construir uma primeira | * A partir do estudo sobre
Convergéncia ideia sobre Convergéncia.| limites, compreender a

ideia sobre Convergéncia.

Quadro 6: Contetidos explorados na realizagéo dédAte 1.
Fonte: dados da pesquisa.

a)

b)

Reconhecer o limite infinito de uma funcdo e uma ta assintota:as Questfes 1 e 2
3

possibilitam ao aluno visualizar o comportamentogiafico da fungaof (x) =
2

proximo ao seu ponto de restriclc= 2,5, e com 0 estudo numérico, ele conclui que,
quandox tende a 2,5 pela direita as imagens tendem aatmfpositivo, e quando x se
aproxima de 2,5 pela esquerda, a curva tende aontenhegativo. Nesse momento, ele
constata que quando= 2,5 existem infinitos pontos que ndo fazem peddeconjunto
imagem da funcéo e recebem a orientagéo de que mss®s formam uma reta chamada

de assintota vertical;

Obter o limite de uma funcéo real de uma varidvel am ponto especifico e estudar

limites laterais: com a Questdo 3, o aluno observou a representpéfioa, estudou o



104

- ~ 2 — - Ve -
dominio da fungéiay(x)=*_~% e realizou tabelamentos com pontos préximes=a2,
X=2

observando qual é a tendéncia das imagens. Aoraoriatervalos a direita e a esquerda

de 2, estudou limites laterais;

c) Conceituar e definir Limite de funcdes:as Questdes (3.p) a (3.r) tratam da definicdo

formal do limite de uma funcéo real de variavel;rea

d) Construir uma primeira ideia sobre Convergéncia:os termos “tendem”, “tendéncia”,
“convergem” e “convergéncia”’ foram usados durao@oto tempo, quando os alunos
puderam se familiarizar com essa linguagem e erdgeede forma segura. Com isso, a

Questéao (3.s) perguntou ao aluno:

Qual é agora a sua ideia sobre Convergéncia desaquencia numerica, baseando-se no|que

vocé estudou nesta atividade?

Fonte: Atividade 1.

Uma vez que a Atividade O Primeiras Experimentacdes— foi apenas para rever
alguns conteudos necessarios para o entendimestdesaais, um estudo aprofundado de
seus objetivos com as possiveis competéncias e smitquiridas ndo sera mostrado aqui.
Sendo assim, na Atividade 1 é que sera feita at@lmpd® da ideia e da definigcdo de Limites.

5.2.2. Atividade 2: Das Taxas de Variacdo as Derivadas

A segunda parte da sequéncia didatica € sobrasragdo do conceito de derivada a
partir do estudo de Taxas de Variacdo. A turmalb&tzopara aplicar esta atividade foram os
10 alunos voluntarios do 1° periodo do curso déee®@s de Informacdo, sob a forma de
oficinas extraclasse, uma vez que nao foi posapletar a atividade para toda a turma (os 52
alunos). A carga horaria necessaria foi de aprodameente 250 minutos, com inicio em parte
do dia 27 de outubro e término em 09 de novembr2088, no horéario de 16h as 18h30min.

A Atividade 2 é apresentada na integra, paréittead acompanhamento:
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Atividade 2

1. Vamos estudar agora o limite de uma funcao rehlosenfoque de Taxas de Variacao! Para isso,

vamos estudar a fungao refx) = -x* + 4x, através de sua visualizacao gréafica e estudo mconé

As proximas questdes devem ser feitas @eogebra

Parte 2 — Compreenséo da ideia de tangentes a umaa, e da importancia dos coeficientes
angular e linear.

a) Faca a representacao gréafica da furfcao

b) Agora, clique na ferramenta “novo ponto” e insirgpanto (1, 3). Depois busque a ferramenta
“tangentes” e clique no ponto e na fungéo, pararina tangente.
c) Observe a equacdo da reta na parte algébricaad&tadreva a equacao dessa reta.
d) Quais séo os coeficientes angular e linear dessacaq? Essa reta é crescente ou decrescente?
e) Qual a relacdo que pode ser observada entre @wieped linear da funcéo e a reta?
f) Qual é o limite dessa fung¢édo quando x1?
g) Clique na ferramenta “mover” e, em seguida, no @oktova o ponto pela funcdo e observe as
mudancas na equacdo. Fixe a reta em outro pontigupnague esteja a direita do vértice, por
exemplo, (3, 3) e escreva a equacéo resultante.
h) Quais sdo o coeficiente angular e o linear da égualessa nova reta? Ela é crescente ou
decrescente?
i) Agora, encontre uma equagéo da reta tangente Babarde f (x) = —-x* +4x no ponto (2, 4). Qual
€ a equacao dessa reta tangente? Justifique adazd@®o podermos afirmar que ela é crescente ou
decrescente.
i) Vamos entdo formalizar essa ideia: qual a relagéie e coeficiente angular da equacéo e a
posicdo da reta tangente no plano cartesiano?
Obs.: Se vocé tiver alguma davida se a reta é méangente a curva, entdo vocé pode “ampliar” ou
“reduzir” muitas vezes préximo ao ponto para caastque a reta apenas “toca” a curva nesse ponto.
Parte 2 — Construcéo da ideia de derivada

k) Observe a operacdo que € feita a seguir, consiteraa fungdo f(x)=-x*+4x:

fO)-f@ _-x*+4x-3 _ —(x-1)(x~3)

x—-1 x-1 x—-1
e a simplificacao da expressiéx)"—lf(l) :
X —

= -x+3. Neste caso, foi feita a substituicédo, a fatoracéo

l) Orientacdo: a expressa f)-f@) gue é 0 mesmo qUM, € simbolizada po@fy e é
X—a X, = % X

chamada deaxa média de variacadey em relacdo & No caso, € claro que= X, X, = a,f(X) =y, e

f(a) = y». Entdo, temos quél: Yo= W _ f(x)- f(a) .
AV X—a
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X)—f @
x-1

m) Considerando a express = -x+3, qual é o limite da fun¢c&p= - x+ 3 quandx tende

a 1, ou seja, quanto valen(—x+3) ?
X-1

n) Agora, deixe s6 a parabola y =*+ 4x e insira novamente o ponto (1, 3). Busque a fezraa
“tangentes”, cligue na pardbola e no ponto (1,(3)serve o resultado!! Qual é a equacgdo da reta
tangente a curva no ponto (1, 3)?

0) E qual é o coeficiente angular dessa reta?

p) Orientacdo:a reta tangente a uma curf@&m um pontd®(a, f(a))é a reta que passa e que

tem a inclinagdom = lim fx-1(@)
X-a X—a

. Assim também ¢é obtidataxa instantaneade variagdo em

certas situacdes, comwelocidade instantanea

g) Com a ferramenta “mover” da 12 caixa do menu, moy@onto (1, 3) até cada um dos pontos
abaixo. Para cada ponto, vocé devera anotar quabéficiente angular da reta tangente nesse ponto:
i. (3,3)=

i. (2,4)=

iii. (4,0) =

) Vocé devera agora calcular os limites seguintes digem respeito aos pontos acima:

-— — 2 —
.mf(x) f(3)=lim X°+4x-3

ii =lim(-x+1) =
X-3 X—3 X-3 X—3 X-3
— — 2 —
i im0 =@ oX HAx=4 lim(-x+2) =
X—2 X—2 X—2 X—2 X=2
- — 2 -
i IimM = |imw =lim(-x) =
x-4  x-4 x-4  x—4 x-4

s) Compare as questdes (q) e (r) acima. O que vocé pfidnar ao analisar respectivamente as
respostas acima?
t) Como vocé pdde comprovar, o coeficiente angularetiatangente € igual ao limite da expressao

f(x)- f(a)

X—a

nesse ponto!

As proximas questbes devem ser feitas MLCN.
Parte 1 — Construcédo do conceito de derivada por nedas taxas de variagéo.

2. (Miranda, 1982, p. 132 — adaptada) Seja a funcalrgticay = f (X) = x> e o pontox, = 4.
Tomando valores a direita de 4 (quatro) e valoeesizinhanca a esquerda, vamos descobrir qual é a
derivada da funcao no ponto citado, por meio datcocéo de tabelas.

a) V4 em “Utilitarios — Tabelar uma Funcao”; comdeasejo € trabalhar com pontos préoximos a 4 (a

direita e a esquerda), entdo vamos supor o inteiaadial [4,1; 4] com passh = — 0,001, funcdo
y = x*. Clique em “Calcula”.

b) Observe a fungéo tabelada. Para qual vedsté tendendo? E para qual vgleende?
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c¢) Atencao! A funcgéo foi tabelada apenas com valores a didgtd. A mesma analise pode ser feita

para valores a esquerda, por exemplo, [3,9; 4].
d) Considerando agorAx=X-4 e Ay =y-16, sendox e y cada um dos pontos da tabela e

observando os dados obtidos com@N, preencha a tabela abaixo com alguns valores sumgest

Tabela 1
Ax 0,1 0,01 | 0,001 -0
Ay
&y .
Ax -

A
e) Entdo, quandax - 0, para qual vaIO{A—i esta tendendo?
f) Logo, a taxa de variacdo instantanea da fung&®x® no ponto x = 4 é igual a . E

importante destacar que em outro ponto, a taxad#fer&nte!

~ . A ) . A .
g) Atencao! A taxa de variagdo instantanea, que é a derividd®) = leoA—y, mede a rapidez com o
-0 AX

qual crescem os valores yggortanto, a funcéo.

h) Ao considerar outros pontos, comg = 5, 6, 7 ou 8, teremos:f'(5) =10,

f'(6) =12 f'(7) =14, f '(8) =16 e assim sucessivamente; portanto, a derivada-te* € y'= 2X.

As préoximas questdes devem ser feitas no Geogebra.

Parte 2 — Visualizacdo gréfica.

i) Na caixa “Entrada”, digite a expressé@ e dé “enter”.

i) Agora, também na caixa “Entrada” digite o conafiderivada[ ]’ e dentro dos colchetes, digite a
expressao”™2. Enter.

k) Observe as duas representagfes graficas ob@dasdox = 4, as imagens pelos dois gréaficos sdo
iguais? Justifique sua resposta.

[) Quais sdo os pontos de interseccdo entre osgdlicos? Substitua as abscissas desses pontos em

cada funcdo e comprove os resultados encontrados.

3. Vamos considerar novamente a funcitx) = -x* + 4x. Vamos agora visualizar a variagdo que
pode ocorrer com essa funcdo! Para isso, obterdvaagam parabola que representa essa fungédo no
Geogebra

Parte 1 — Uso ddGeogebra

a) Orientacéo: a derivada de uma fun¢db em um nudmeroa, simbolizada por f'(a), €

f(a+h)-f(a)
> :

f'(a)= Igryo

b) Considere a funcéioque estamos estudando e 0s pontos que marcareasm@nente, ou seja,
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(1, 2), (2, 4) e (3, 3). Retome as equagOes das r@ngentes a curfgue passam por cada um desses
pontos e escreva-as separadamente em um papel.
c) Agora, na caixa “Entrada” digite derivadaf*2 + 4*x, 1], o que indica que serd calculada a 12

derivada da fungéd (x) = -x* + 4x e registre o resultado encontrado (na parte atgbr

d) Agora, ainda na caixa Entrada, substitua o ponta@2)1na derivada da func&oe observe o
resultado na parte algébrica. Qual é a resposta?

e) Agora, compare o resultado com a equacado. O quegmdbservado?

f) Faca o mesmo agora com os pontos (2, 4) e (3,aBserve os resultados.

g) Quando temos um pontoXP§) e uma curvd, podemos encontrar a inclinacdo da reta tangente a

essa curvéno ponto P, por meio da derivadafdEscreva como isso deve entéo ser feito.

Fixando a ideia acima...

4. Para as questfes a seguir, vocé devera enconteta tangente a curva no ponto P citado, dizer
gual é o coeficiente angular e relacionar o cosfild angular com a posi¢cdo da reta (crescente,
decrescente ou constante):

a)y =x’ ~4x* +5R (2-3),R,(-10)

b)y = sin(x).cos), P (L045)

)y =1In(x),P (2,069

2X
=— P
d)y=—"".P@

e)y =sed(x) +tg?(x),P (03141

As proximas questfes devem ser feitas no VCN

5. (STEWART, p. 138, 2009 - adaptada) O custo (emrdéjade produzix unidades de certa
mercadoria 6C(X) = 5000+ 10x + 005x>.

a) Vamos encontrar a taxa média de variacdddem relacdo & quando os niveis de producao
estiverem variando de= 100 ax = 1057 Para isso, entre em “Utilitarios — Tabelaa Funcao”, e em
seguida, digite a funcéo acimainicial = 105 ex final = 100, ndo preencha o nimero de pontosa fag
h=- 1. Clique em “Calcula”.

b) Observe a tabela que foi montada. O que podemusaafsobre o custo com relacdo ao valoxle

c) Agora, sera realizada a mesma analise feita oastQo 2. Entdo, considere novamente

Ax=x-100 e Ay = y -6500, sendox ey cada um dos pontos da tabela e observando os dados

obtidos com &/CN, preencha a tabela abaixo com alguns valores slageri
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Tabela 2
AX 5 4 3 2 1 -0
Ay
Ly .
AX -

A
d) Entdo, quandax - 0, para qual vanrA—:: esta tendendo?

e) Logo, a taxa de variacdo instantanea da fuf@@g = 5000+ 10x + 005x> no pontox = 100 é
igual a

f) Para obter a taxa média, subtraia as imagemespmndentes de 105 e 100, e divida o resultado por
105 — 100. Qual é o resultado encontrado? Esci@wa podemos interpretar esse valor.

g) Agora, vamos encontrar a taxa instantanea dagzar deC em relacdo & quandax = 100, ou seja,
vamos encontrar ocusto marging? Para isso, calcule a derivada da furfgéieubstitua = 100. Qual

€ 0 custo marginal para 100 unidades dessa meiaador

h) Calcule o custo marginal para outros valoremyac® = 1, 50, 110 e 500. Monte uma tabela com
esses valores e seus resultados, para melhor cagépaO que pode ser afirmado entdo sobre o custo

marginal para essas quantidades de mercadorias?

A Atividade 2 explorou principalmente a relacaorentaxa de Variagdo e Derivada,

0s temas, objetivos e competéncias da atividadgt@onno Quadro 7:
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Temas Objetivos Competéncias
Coeficientes angular e * Reconhecer os * Descobrir a relacéo entre
linear de uma equacéo da| coeficientes angular e a posicao de uma reta e
reta. linear de uma equacéo da| seus coeficientes angular e

reta. linear.
Taxa média e taxa * Relacionar o significado | * Perceber que o

instantanea de variagcdo. | de taxa instantanea com | coeficiente angular de uma

derivada. reta tangente a uma curya
= f(X) é a taxa instantanea
def quandax - a, sendma
a abscissa de tangéncia.

* Compreender que a
derivada é uma taxa
instantanea de variacgao.

Estudo da Convergéncia * Relacionar a derivada| * Compreender que a
com a Convergéncia da | derivada € o valor de
Taxa de Variacéo. Convergéncia da Taxa de
Variagao.

Quadro 7: Conteudos explorados na realizacao dmdagparte da sequéncia. Fonte: arquivo da pestuiaga

2009.

a)

b)

Cada objetivo pode ser relacionado com as quedtb@sividade 2:

Reconhecer os coeficientes angular e linear de ureguacao da reta:a Questao 1
leva 0 aluno a estudar a equagdo de uma reta tengema curva especifica, através
da movimentacdo do ponto de interseccio canoosedo computador. A medida que
movimenta a reta, a sua equacado é modificada aqiese dado para os coeficientes
angular e linear, em que o aluno deve também fitmrtise a funcdo é crescente,

decrescente ou constante;

Relacionar o significado de taxa instantanea com deada: ainda na Questdo 1, o

aluno relaciona a expressa{%{: =% _ 19-1(3)
A X, =X X—a

, que € a taxa de variacdo

- ~ . ~ A
média com a equacéao da reta. Ao calcular o IlrratexpressaeA—y guandx - a, ele
X

entdo chega ao conceito de taxa de variacao iaskate recebe a orientacdo de que

se trata de derivada. Em seguida, com a Questao estudante trabalha com o

tabelamento da funciy = x*> e o pontox = 4; ao lidar com a variacéo dee dey,

preencheu a tabela com vanres%% e concluiu que os resultados tendiam para o
X
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valor que era a derivada da funcdo no ponto especihs Questdes 3, 4 e 5

confirmam essa ideia, fazendo o aluno fixar e aplicconhecimento construido;

c) Relacionar a derivada com a Convergéncia da Taxa de€ariacdo: ao analisar as
tabelas construidas e a movimentacdo da reta tgngecurva, o aluno se depara o
tempo todo com ideias de *“aproximagdo”, “tendéncm” “comparacdo entre
intervalos”, o que faz com que relacione a convaigéda taxa de variagdo com a

derivada.

5.2.3. Atividade 3: Métodos numéricos de resolu¢ate uma integral

Esta atividade foi aplicada para duas turmas deu@aNumérico: a primeira foi o 3°
periodo de Engenharia de Producdo — Matutino, c8naldnos. O estudo numérico de
integrais era o quinto topico do programa e fobathado do fim do més de setembro ao
inicio de outubro de 2009. Todos os alunos resaluetodas as questdes em 200 minutos,
divididos entre os dias 14 e 28 de outubro de 280%orario de 08h50min as 10h30min,
para a turma da Engenharia de Produc&o.

A turma de Engenharia de Producéo tinha a dis@plidlculo Numérico dividida em
duas partes: aproximadamente 67% da carga horarig@@ica e o restante era de pratica no
laboratério de informética, ou seja, a turma tirdemga horaria prevista para estudar o
conteudo com o uso de computadores, o que facilitmatante. Assim, no momento de
estudar o topico Integracdo Numérica Simples, fosspvel trabalhar no laboratério a
Atividade 3 como fixagdo. As aulas tedricas eramas®is e as praticas eram quinzenais.

A segunda turma foi a do curso de Matemética ldiz¢ara — Noturno com 20 alunos,
sendo que 50% da carga horaria era tedrica e 58ftarDurante a aplicacdo, foi destacada
a importancia de se tratar de uma atividade inyatia com o uso de computadores, de
modo que eles estavam estudando o conteddo prewisimda vivenciando uma nova
experiéncia didatica, uma vez que a formacdo dowalé a docéncia. Tanto as aulas tedricas
como as de pratica eram semanais, sendo que tedaarms conseguiram terminar todas as
questdes em 200 minutos, divididos entre os dias 06 de outubro de 2009, no horario de
20h50min as 22h30min.

A Atividade 3 é mostrada, na integra, para faxilit acompanhamento do raciocinio:
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Atividade 3

Questdo 1:Vamos estudar a regido que esta destacada abaixo?

Figura 1: representacdo grafica da funcdo com alaskeogebra

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.

Parte 1

senx+2)

Observando a regido destacada, podemos percebefegaedefinida pela fungée(x) = Lo
+X

com -2< x<1, determinando uma area aproximada de w’dtom E; < 10 sendo assim, faca o
gue se pede abaixo, primeiramente usando o progeogebra para que possamos trabalhar a area
dessa regido:

a) Digite as func¢des na caixa “Entrada”; para isligife “funcao[ ]” sendo que dentro dos colchetes
vocé devera escrever a funcao, o intervalo em lguesta definidax(inicial e x final), tudo separado
por virgula, ou seja, funcao[férmula matematicaicial, x final].

b) Uma forma de obter a area da regido é quadriouirreno todo, com quadrados de area unitaria e
verificar qual é a area aproximada. Seogebra é possivel quadricular todo o plano cartesiano de
forma bem simples: clique com o botéo direitonttmusena janela de visualizagcéo e va em “malha”.

c) Usando esse método, é possivel estimar a anemida de acordo com um nimero aproximado de
guadradinhos. Entdo, estime qual seria a area iagada da regido. O que é possivel dizer sobre a
precisdodeste método?

d) Agora, usando o comando “Soma Inferior”, obteah@&rea de outra forma: com a construcéo de
retdngulos de base unitaria e altura igual a imagemontox; pela funcdo, no intervalo considerado.
Entéo, digite somainferior[ ] na Caixa de Entraddentro dos colchetes digite a funcéo, o interealo

0 numero de retangulos desejado, ou seja, somaitfiencdo, origem do intervalo, extremo do
intervalo, n° de retangulos]. Fique atento quan& da funcdo e o intervalo a serem usados.

e) Use quantidades diferentes de retangulos, e aproximacdes mais precisas da area. Registre
alguns resultados obtidos, atentando-se para telida nimero de particdes (0 nUmero maximo de
particdes).
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g) Para qual valor a soma etstadend®

h) Agora, use o comando “Soma Superior”, da mesmmadg que foi feito com a “Soma Inferior”, com

as mesmas quantidades de retangulos usadas an&rier Registre também esses resultados em uma
tabela.

1) Compare os resultados obtidos com a ferrame®wana Superior” e “Soma Inferior”. Abaixo temos

uma figura que ilustra a situacdo que foi criada!d@gbservando a figura abaixo, o que ela sugere?

Figura 2: destaque de uma parte do grafico, atrded¢sogramaeogebra

14

0.2

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.

j) Qual é a provavel medida da area sob a cuiyg = selrix+22) ?
X

Para as questbesk) a (n) seguintes, vocé devera usar o programéCN:
k) Agora, estude a regido e calcule a area usgnitogiramente, a Regra dos Trapézios. Anote o
resultado encontrado, explicando o que vocé fez isao (passo utilizado, nimero de pontos, etc.).
[) Calcule agora a area do terreno usando a 1328URegra de Simpson, conforme as exigéncias das
regras. Escreva os resultados, explicando quabecedimento que vocé adotou (passo, nimero de
pontos, etc.).
m) Calcule o erro absoluto e o relativo dos métaups utilizados para obter a area. Considere como
real o resultado encontrado através da Regra des8ith
n) Analisando os resultados anteriores e os comegtos que vocé obteve na sua vivéncia escolar, o

que vocé entende pela pala@Ganvergéncia

Parte 2:Estas questdes deverao ser resolvidas no prograi@aogebra
1) Agora, utilizando a ferramenta “Seletor”, qedacaliza em uma das caixas do menu, vocé devera

obter a area da regido, movendo o seleterobservando o que acontece a medidancuementa de
valor. Para isto, siga 0s passos abaixo:
a) Insira um seletor, chamando a variavehdescolhendo valores convenientes paraembre-sen

€ 0 numero de particbes que sao feitas sob a amté@g precisa ser um nimero natural.
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b) Entre com a fungéo aqui mencionada, fazendo ageptacdo grafica. Atencdo para o intervalo
definido!

c) Obtenha a “Soma Inferior”, deixando o numero dangtilos comory”.

d) Mova o cursor do seletor para a direita e esquelgservando o que acontece com a regiao que
estamos estudando. Monte uma tabela e registre emlores diferentes de e da &rea, para esta
analise. Modifique o valor maximo ou o minimordeaso julgue necessario.

e) Qual deve ser a melhor particdo dessa regiao péeentos um valor mais proximo da area?

f) Para qual valor a area estinvergind@

2) Estabeleca a relacdo entre as formas que vocépasalcalcular a area da regido. Para qual limite

essa area esténdend® Qual é, entdo, a area dessa regido?

Questéao 2:Parte 1
Imagine que uma parte de um terreno esta sendorcittaapara ser vendida. O desenho desta regido

€ como abaixo se apresenta, considerando uma és2atacm:

Figura 3: desenho feito néeogebrae colorido ndPaint Brush

Suponha que esta representacdo foi obtida cono @desumGPS, que também fornece a
medida da area, mas o proprietario — que é engenhgreferiu conferir se a area € mesmo a que foi
obtida com o aparelho. Entéo, solicitou a um toafiggue apresentasse a representacdo grafica da
regido, para que pudessem calcular a area precisa.

Ao colocar essa regidao num plano cartesiano el@asts pontos extremos, pdde-se perceber
gue h& fungbes que a delimitam. Eis a representaédioa, cuja regido destacada € a do terreno:

Figura 4: representacéo grafica do terreno, usar@eogebra
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e
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~1em em Tem Zem 3dm dem

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal =Konte: Site do Geogebra, 2010.

O engenheiro e o topégrafo apresentaram o craguégido do terreno a ser vendida, como

mostra a figura 2, e descobriram que as curvasiglimitam o terreno podem ser representadas pelas

1
fungdesf(x) = x eg(x) = NI pelas retas y = 0 e x = 3. Agora, com o uscsdtisvaresGeogebrae

VCN vocé devera descobrir a area da regido a seideedd terreno, de acordo com 0s passos a
seguir. As primeiras questdes deverao ser resglidian 0 program@&eogebra

a) Digite as funcbes na caixa Entrada; para isgfitedfuncao[ ]° sendo que dentro dos colchetes
vocé devera escrever a funcdo (uma de cada véadervalo em que ela estd definidaificial e x
final), tudo separado por virgula, ou seja, funfg&ojula matematicax inicial, x final]. Fique atento

ao intervalo para cada funcéao!!

b) Uma forma de obter a area da regido é quadrioukrreno todo, com quadrados de area unitaria e
verificar qual é a area aproximada. Beogebra € possivel quadricular todo o plano cartesiano de
forma bem simples; para isso, cligue com o botégitdido mouse na janela de visualizacdo e va em
“malha”. Apos fazer isso, quantos quadrados intefomam obtidos? E quantas partes de quadrados
sobraram?

¢) Usando esse método, é possivel estimar a anemida de acordo com um ndmero aproximado de
quadradinhos. Entdo, qual seria a area aproximadagldo? O que é possivel constatar com este
método?

d) Agora, usando o comando “Soma Inferior”, obteah@rea de outra forma: com a constru¢do de
retangulos de base unitaria e altura igual a imagemontox, pela funcdo, no intervalo considerado.
Entéo, digite somainferior[ ] na Caixa de Entragdentro dos colchetes digite a funcéo, o interealo

0 numero de retangulos desejado, ou seja, somaitfiencdo, origem do intervalo, extremo do
intervalo, n° de retangulos]. Fique atento quan& da funcdo e o intervalo a serem usados.

e) O que vocé fez para obter a area do terrenaie@ognecessario fazer para usar o comando acima?
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f) Use quantidades diferentes de retangulos, pater aproximacdes mais precisas da area. Registre
alguns resultados obtidos, atentando-se para teloi nimero de parti¢cées.

g) Para qual valor a soma esté tendendo?

h) Agora, use o comando “Soma Superior”, da mesmmad que foi feito com a “Soma Inferior”, com

as mesmas quantidades de retangulos usadas anerier Registre também esses resultados em uma
tabela.

i) Compare os resultados obtidos com a ferrame8tana Superior” e “Soma Inferior”. Qual é a
provavel medida da area da regido? Explique o qde per observado.

Para as questbes ) e (k) seguintes, vocé devera usar o prograi@at

i) Agora, estude a regido e calcule a area usgmitoegiramente, a Regra dos Trapézios. Anote 0
resultado encontrado, explicando o que vocé fez pamprir a exigéncia da regra.

k) Calcule agora a area do terreno usando a 12 2 Regra de Simpson. Escreva o resultado,
explicando qual o procedimento que vocé adotou.

[) Considerando a escala inicialmente apresentadarea do “desenho” que foi aqui encontrada, qual

€ a area real do terreno?

Parte 2:Estas questbes deverao ser resolvidas no prograi@aogebra

1) Use a ferramenta “Seletor”, para obter a dseedido. Para isto, siga 0s passos abaixo:

a) Insira um seletor, chamando a variavehge escolhendo ® minimo = 0 e maximo = 250.

b) Entre com as func¢des aqui mencionadas, separadarfezendo a representacao grafica.

c) Obtenha a “Soma Inferior”, deixando o numero dangtilos comory”.

d) Mova o cursor do seletor para a direita e esquelgservando o que acontece com a regiao que
estamos estudando. Monte uma tabela e registre vmlores diferentes de e da area, para esta
andlise. Modifique o valor maximo ou 0 minimordeaso julgue necessario.

e) Para qual valor a area estinvergind@

2) Estabeleca a relagéo entre as formas que vocépasalcalcular a area da regido. Para qual limite

essa area estandend® Qual é, entdo, a area dessa regiao?

Os objetivos e competéncias pretendidos para eus#io da Atividade 3 constam no
Quadro 8:



Temas

Objetivos

Competéncias

Somas de Riemann

* Calcular a integral
através das Somas
Inferiores e Somas
Superiores.

* Descobrir que a area rea
€ a média aritmética das
Soma Inferior e Soma
Superior.

* Compreender que as
Somas de Riemann s&o n
verdade a Convergéncia
para o valor da area.

Regra dos Trapézios

* Calcular a mesma
integral anterior através dé
Regra dos Trapézios.

* Perceber que a Regra d¢

A Trapézios d& uma
aproximacado boa da area
real.

Regras de Simpson

* Verificar qual das duas
regras de Simpson pode s
utilizada e calcular a area
sob a mesma curva anteri
por esse método.

5 * Constatar que as Regras
ede Simpson ddo uma
aproximagéo melhor da
parea real do que a Regra
dos Trapézios.
* Perceber que a Regra d¢
Trapézios e as Regras de
Simpson convergem para
valor real da area.

Todas as regras acima

* Obter o valor de uma
integral numérica através
de diferentes métodos.

* Comparar e analisar os
resultados obtidos através|
dos diferentes métodos
NUMETricos.

* Perceber que ha vérias
formas de se chegar a um
mesmo resultado.

Todas as regras acima

* Visualizar a convergé
dos métodos numéricos d¢
integracdo para a area reg
observando se a
convergéncia é lenta ou
nao.

nEiAo calcular a &rea com

> diferentes valores de n, pg
Imeio dos métodos
numericos propostos, o
aluno devera perceber a
tendéncia de todos para o
valor da area real.

Quadro 8: Conteuidos explorados na realizagéo deitaparte da sequéncia.

Fonte: dados da pesquisa.
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A analise de cada objetivo a partir da Atividadgu&ifica a importancia de cada

questao:

a) Calcular a integral através das Somas Inferiores €Somas Superiores:nas

Questdes 1 e 2, o aluno deve calcular a area puar das Somas Inferiores e das

Somas Superiores, visualizando graficamente o qagequando divide a regidao em

diferentes particdes. Ao montar tabelas com osrggalencontrados, pode perceber que
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tanto as Somas Inferiores como as Somas Supet@rdem ao valor da area real, e
qgue esse valor é, na verdade, a média aritmétita ea valores da Soma Inferior e

Soma Superior para mesmo valonle

b) Calcular a mesma integral anterior através da Regrados Trapézios:com 0s
mesmos valores de utilizados para as Somas de Riemann, é pedidmbigmha a
area por meio da Regra dos Trapézios, para efeitmthparacdo e conhecimento de

outro método numeérico;

c) Verificar qual das duas regras de Simpson pode settilizada e calcular a area
sob a mesma curva anterior por esse metodoticialmente o aluno deve conhecer as
condicdes para uso da Primeira e da Segunda Regfingpson, para que possa
calcular a area das regides propostas nas Quest@éels Nesse caso, COmMO 0 passo
nao foi dado, foi pedido que ele explicasse o mimeento necessario para usar a
regra escolhida. Foi sugerido que utilizassem ascpas ja usadas antes, para que

pudessem ter melhor parametro de comparacéo enteswtados;

d) Obter o valor de uma integral numérica através de iferentes métodos:.com 0s
valores das areas obtidas com os métodos numéprmmostos, o aluno pbde
compreender e concluir qual é o método que propoeacmelhor aproximacéo da area
real. Ao montar uma tabela com esses valores,rginiza as informagcdes e melhor

as compara;,

e) Visualizar a convergénciados métodos numéricos de integracédo para a areaatg
observando se a convergéncia é lenta ou ndem todas as questfes, 0s termos
“tendem”, “tendendo”, “aproximacdo” e “convergindedo bastante explorados, de
modo que a linguagem leva naturalmente a compreetisddeia deConvergéncia

Terd, por fim, condicBes de responder a Questa (1.

Analisando os resultados anteriores e os conhetisigane vocé obteve na sua vivéncia escolar, g que

vocé entende pela palavCanvergéncia

Fonte: Atividade 3.
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Esta atividade envolveu os métodos Somas de RiemRAegra dos Trapézios,
Primeira e Segunda Regras de Simpson, com o objétal de compreender a ideia de
Convergéncia. Neste caso, houve a opcdo por novadoiegia: primeiramente, foram
explicados os métodos Regra dos Trapézios, Primefagunda Regras de Simpson em sala
de aula e a atividade no laboratério foi aplicadaedlida que o contetudo progredia. Nas duas
turmas, a atividade foi aplicada logo que se imiaoestudo sobre Integracdo Numérica: na
aula pratica em que a atividade investigativa (geenicia com Somas de Riemann) foi
apresentada, nas aulas tedricas o estudo numeéricdegjrais estava comecando (com breve

comentario sobre Somas de Riemann e em seguidzgra Ros Trapézios).

5.2.4. Atividade 4: Resolucéo de Equacbes Algébrica Transcendentes

Esta atividade foi aplicada para trés grupos éifers: o grupo de alunos voluntarios
das oficinas extraclasse, a turma do curso de Hagende Producéo e os alunos do curso de

Matematica. A aplicacdo para cada grupo acontessma

a) Grupo Voluntario: dia 09 de novembro de 2009, noatio de 16h as 18h30min,
sendo que para esta atividade foram utilizadosxapemlamente 90 minutos do tempo
mencionado pelos 08 alunos presentes;

b) Turma do curso de Matematica: dia 06 de novembr2008, no horario de 20h50min
as 22h30min, todo o tempo foi utilizado pelos 2thak presentes;

c) Turma do curso de Engenharia de Producédo: 11 demmao de 2009, no horario de
08h50min as 10h30min, quando a maioria dos 43 algoaseguiu resolver todas as

guestoes.

Para facilitar o acompanhamento, a Atividade 4 étrada na integra:

Atividade 4
1. Seja a equacde x* + 7x—10.6875= 0. Buscaremos uma aproximacdo para as suas raizes po
meio do tabelamento da fun¢go= -x? +7x—-10.6875, com precisdo de 2 casas decimais; para isso,

basta seguir as orienta¢gdes abaixo:
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Parte 1 — As questdes a seguir devem ser resolviddsaves doVCN

a) V& em “Utilitarios — Tabelar uma Funcdo”. Vanmmsnecar com um intervalo qualquer, mas ndo
muito grande, por exemplo, [- 4, 4]. Insira a fumg&ima,x inicial = - 4,x final = 4 e passo =1, e
cligue em “Calcular”. Observe a tabela e verifigaeha alguma imagem nula (zero). Se houver, qual é
o valor correspondente d@

b) Agora, apague o numero de pontos e mude o pasad.l. E agora ha alguma raiz?

¢) Vamos entdo encontrar a raiz que pertence angstealo? Para isso, observe as imagens na fabela
verifique quais sdo os valores consecutivog gee cujo produto das imagens € negativo.

d) Monte uma nova tabela com esses valores d&o se esquecendo de apagar o numero de pontos e
mudar o passo para 0.01.

e) Ha algum valor de cuja imagem é 0 (zero)? Essa € a raiz da equeg@dioyma precisao de 2 casas

decimais!

Parte 2

a) Vamos encontrar agora a outra raiz da equagia?i$3o, apague o niumero de pontos e modifique
o intervalo, para outro diferente do que foi usadd? parte. Por exemplo, considere o interval8][4,
com passo 0.1.

b) Novamente busque na tabela os valores@gas imagens tenham sinais opostos, e constora ag
uma nova tabela, mas com esses valores M&o se esqueca de apagar o numero de pontosae mud
passo para 0.01.

c) Ja é possivel conhecer alguma raiz dessa equasi® intervalo? Se sim, qual é ele? Se néo,
continue com esse procedimento até obter um valeicdja imagem é O (zero).

d) Quais séo, entdo, as raizes dessa equagao?

Parte 3 — As proximas questdes devem ser feitas Geogebra

a)Abra o programa&eogebrae na caixa “Entrada”, digite a expresséa2+7* x—10.6875e dé
enter.

b) Agora, busque a ferramenta “Interseccéo de doetadij e clique no gréafico e no eixoOs pontos
gue surgirdo sdo as raizes da fungéo.

¢)Quais sdo, entdo, as raizes dessa equagao?

2. Considere a equagéo algébrica- 4x® + 2x* + 4x-1=0. Como é um polindémio de 4° grau, é fato

que possui pelo menos uma raiz real, coms 10™. Sendo assim, tentaremos encontrar uma das
raizes via método numérico através do progre@hl e, em seguida, analisaremos sua representacao

grafica, com o uso dGeogebra
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Parte 1 — As primeiras questdes devem ser feitas pmgrama VCN.

a) Entdo, a partir dessa ideia, vamos encontrar ramafazendo o tabelamento da equagdo. V4 em
“Tabelar uma Funcdo” e digite a equacdo acima, reipam intervalo inicial, por exemplo, [0, 1]
com passo 0,1.

b) Observe a tabela com as imagens da equacdouddnsgtabela os dois valores consecutivog de
gue tenham imagens cujo produto seja menor quer0)(z

c) Na mesma tela, apague o numero de pontos @ iosinovos valores deque vocé observou na
tabela obtida na questéo (b), mantendo a equat¢iere novamente a nova tabela construida.

d) Busque novamente os dois valores consecutivos @go produto das imagens seja negativo.
Construa nova tabela com esses valores e facaraaraasilise.

e) Faca as mesmas constru¢cdes acima (com os vdixeaté obter uma imagem que seja menor do
que o erro exigide <107, ou seja, até qud (X, )| <& .

f) O valor dex correspondente a essa imagem é a aproximacd@daceurada. Neste caso, qual € a
aproximacao da raiz que vocé encontrou para egtgéq?

g) Quantas iteracfes foram necessérias?

Parte 2
O VCNtem uma ferramenta especifica para calculo desaie equacdes algébricas e transcendentes.
Entdo, vamos obter a raiz da equacao anterior par dessa ferramenta?

a) Va em “Célculo de Raizes — Método da BissecBtdtque a primeira opcdo em “Critério de
Parada”, ou seja, maqu||é (X, )| < Precisaqg e considere o0 mesmo intervalo da questdo (b)aacim

ou seja, [0, 1] e preciséo (ou passo) 0,1. Quasoltado que vocé encontrou?
b) Agora, modifique apenas a precisdo para 0,04l Quesultado encontrado? Observe a diferenca
que deu da questéo anterior (a) para esta (b).

¢) Quantas iteracdes foram feitas?

Parte 3 — As proximas questdes devem ser feitas prmgrama Geogebra

a) Agora, insira a equacao acima na caixa Entradzedgebrae faca a construcéo grafica.

b) Encontre as raizes da equacao, explicando osgirentos adotados, e escreva esses resultados.
¢) Compare os resultados que vocé encontrou nacgrébm a raiz encontrada na questédo (f) da

primeira parte. Ha melhor aproximacao entre qualrdizes?

Parte 4
Para encontrar as outras raizes da equacdo abyélgiina através ddgCN, basta considerar outros

intervalos par& (x inicial ex final) e fazer as mesmas observacdes e constrdegaémeira parte.
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3. Considere a equacéao transcend -2-tg(x) =0, com £<10™. Vamos procurar pelo
4-x

menos uma raiz para esta equacdo, inicialmente oftvase VCN e depois analisaremos seu

comportamento grafico néeogebra

Parte 1 — As primeiras questdes devem ser feitas W&N.

a)Vamos comegar com um intervalo qualquer, por exenf@) 1]. Entdo, va em “Utilitarios — Tabelar
uma Funcado”, e insira os dados necessarios, coso@ad. Pode ndo haver nenhuma raiz neste
intervalo! Por qué?

b) Agora, modifiqguemos o intervalo para [3, 4], tambéom passo 0.1. Aparece uma mensagem de
erro! Por qué?

c)H& pelo menos uma raiz neste intervalo! Vamos dr@d@? Siga 0os mesmos procedimentos
anteriores para encontra-la, usando a ferramemtiael@r uma Funcao”.

d) Para encontrar a raiz, considerando 4 casas deciamite todos os intervalos adotados.

e)Qual é a raiz da equacao acima no intervalo [3, 4]?

f) Quantas iteracBes foram necessarias?

Parte 2

a) Agora, abra a caixa “Calculo de Raizes”, e éscol “Método da Bissecado”. Insira a equagédo, o
intervalo [3, 4] e com a precisdo 0.0001. Aparecena mensagem de erro! O que devemos fazer para
resolver esse problema?

b) Apoés fazer a modificacdo necessaéria, encontag ala equacao nesse intervalo. Qual é essa raiz?

¢) Quantas iteracdes foram feitas?

Parte 3 — Vocé devera usar o programé&eogebrgpara as proximas questoes.

a) Primeiramente faga a representacao gréficaniﬁmi -2-tg(X) = y-
- X

—

b) Busque agora a interseccdo do grafico com oxilRara isso, vocé deverd clicar em cada uma das
curvas e o eixa.
¢) Qual é a raiz apresentada p€leogebramais se aproxima da que vocé encontrou nas aliedda

acima (Partes 1 e 21)?

Os alunos em geral conseguiram compreender aedpig@ssa pelas questdes e alguns
alegaram que ndo compreendiam muito bem o sigddice “raiz de uma equacao”. Foi

possivel perceber que a maioria s estava acostusw@d equacdes do tipp=ax+b e
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y = ax’* + bx+ ¢, usando férmulas decoradas (nem sempre!!) paeodes essas raizes. No
momento em que houve a proposta de encontrar a daizuma equacao do tipo

x* —4x® +2x* +4x-1=0, houve o comentario de um aluno da turma de Eragenlle

Producéao:
“Eu me lembro de ter estudado isso no 3° ano! M&s $ei mais como resolver.”

Se com essa equacgdo houve um claro desconforamdqua proposta foi para a

equagéoi—z—tg(x) =0 entdo, houve um “burburinho” geral, indicando ceptavor’.

Va-x

Os alunos (de todas as turmas pesquisadas) fizemar@ntarios do tipo:

“Professora, vocé vai pedir pra gente resolver is$® Eu ndo sei, nao!”

“Eu ndo tenho nem ideia do que é pra fazer.”

Para a aplicacdo dessa atividade, antes foi exjglina aula tedrica o significado da
raiz ou zero de uma equacado, primeiramente comg¢égaado 1° e 2° graus, depois com
outras equacdes como aquelas citadas acima. Reaedeg quaisquer, o Método da Bissecéo
foi apresentado em sala com alguns exemplos. Ent@lunos foram para o laboratério
resolver essa atividade no computador apols ja té@nnocdo do que era o Método da
Bissecdo, inclusive com relagdo aos seus critéiosondicdes. Dentre outros meétodos
existentes, este foi escolhido por ser bastantplegnenvolvendo apenas as quatro operacoes
aritméticas; inclusive, € um método facil que p@leser ensinado também no Ensino
Fundamental e Ensino Médio.

Nesta atividade, os conteldos explorados nasd@pseststao apresentados no Quadro
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Temas Objetivos Competéncias
Célculo da raiz de umga* Tabelar uma equacao e | * Aprender a tabelar uma
equacgao. buscar a raiz pertencente afungédo, em um intervalo
esse intervalo. especifico.
* Relacionar a * Descobrir a raiz de uma

Convergéncia dos valores| equacao por meio da
tabelados com araiz da | andlise de sua tabela.
equacéao. * Compreender que 0s

* Calcular araizem um | valores tabelados
intervalo dado por meio dg convergem para a raiz da
Método da Bissecéo. equacgao.

* Conhecer outra forma de
obter a raiz de uma
equacéo.

* Comparar e analisar os
dois resultados obtidos.

Quadro 9: Conteudos explorados na Atividade 4.
Fonte: dados da pesquisa.

a)

b)

c)

A partir dos objetivos, as questdes da Atividaddegm ser assim relacionadas:

Tabelar uma equacédo e buscar a raiz pertencente &% intervalo:em todas as
questdes da Atividade 4, o tabelamento das equacdagande enfoque; € pedido ao
aluno que tabele uma mesma equacado com diferemtexvalos, mas o primeiro
intervalo contém todos os demais, com a nocao dterlialos encaixados”. Ao
analisar todas essas tabelas, o aluno percebesqguéenvalos estdo se restringindo e

se fechando em torno da raiz da equacao;

Relacionar a Convergéncia dos valores tabelados com raiz da equacéo:os
intervalos em que a equacao é tabelada giram e t& raiz, de modo que o aluno
percebe que os valores tendem para a raiz, tafdapeita como pela esquerda. Essa

analise é feita em todas as questdes da Atividade 4

Calcular a raiz em um intervalo dado por meio do Mé&do da Bissecaoo trabalho
com o Método da Bissecédo € proposto nas Questée de modo que o aluno passa
a conhecer uma forma bastante simples (apesants de obter a raiz de qualquer

equacgao.
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5.3. Andlise de resultados

A partir das atividades do material didatico quer@posto nesta pesquisa, a andlise
dos resultados obtidos é feita de acordo com awesiestudados na fundamentacao teodrica.
Para cada etapa, a analise é mostrada conformestigacdo matematica de Ponte (2006) e

da sequéncia didatica de Zabala (2007).

5.3.1. Exploragéo e formulagéo de questdes

Na Atividade 1, a situacdo problematica apresentaol® alunos foi o estudo

2
numeérico e grafico das fungoegx) = e g(x) =2 "24, exatamente nos seus pontos de

2X—-5 X

restricdo, ou sejx, = 5/2 para a funcée x = 2 para a funcag. Através da primeira questao,
que deve ser resolvida com o softwaeogebra nos itens de (a) até (j) os alunos

reconheceram e exploraram o problema apresentagldazer a representacdo grafica da
3

fungao f(x) = > e estudar o grafico com as ferramentas “amplidifeduzir’ na regido

proxima ao ponto de restricdo= % h& a possibilidade de fazer experimentactes eularm

guestdes.
Dois alunos, que serdo denominados de C e D,ahdstressas primeiras ideias, quanto
ao que ja foi comentado. E possivel perceber ges @baram uma linguagem particular,

indicando que foi exatamente da forma como entanater
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Figura 34: Resolugéo do aluno C para a QuestaocAtiddade 1.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.
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Figura 35: Resolucéo do aluno D para a QuestédoAtididade 1.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Algumas perguntas e as respectivas respostas peldssalunos serdo destacadas:
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1.b) Qual é o comportamento da funcéo proximo 20X E com relacdo ao eix@ Use as
ferramentas “ampliar” e “reduzir” para ampliar nagitvezes o grafico para essa observagcao.
Puxe o eixaox com a ferramenta “deslocar eixos” e observe o cotapento préximo ao

eixox.

Fonte: Atividade 1.

Para a pergunta (1.b), serdo citadas as respdssaglunos C e D, de acordo com o

entendimento de cada um:

Resposta do aluno C*A funcdo passa negativamente pelo eixo y, mascaypassa
positivamente. Eles quase encostam no eixo x.”

Resposta do aluno DO x nunca podera ser 5/2, essa € a condi¢do déncia.”

Como podemos, entdo, encontrar a assintota dedamadionais como esta?

Fonte: Atividade 1.

Para a pergunta (1.e), os mesmos alunos acimaionados registraram suas

respostas sobre como entenderam que a assintotahge uma funcédo pode ser encontrada:

Resposta do aluno Cfazendo a reta com o ponto que devera ser exaliesdominio.”
Resposta do aluno D'Pegando o denominador da fungéo e achando o demfnio’.”

Cada um dos alunos interpretou do seu modo a Gas®y mesmo que muitas vezes
nao tenham conseguido se expressar da melhor fétrpeeocupagcdo nesse momento foi se
os educandos realmente estavam entendendo a jq®meaesso, diante de algumas respostas
observadas, eles as explicaram verbalmente, pdhemmeterpretacado da sua realidade.

Com relacdo a Atividade 2, a primeira situacao l@mitica apresentada foi o estudo
da fungéo f (x) = -x? +4x no que diz respeito a construcéo de retas tangemeum ponto
especifico. Neste momento, outras situacdes formesantadas para que a generalizagcao do
conceito de derivada acontecesse. A segunda sityagiblematica apresentada foi uma

aplicacéo das derivadas, que trata do custo patug#o de certa quantidade de mercadorias.
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O tabelamento das fun¢des com enfoque nos valer&s elAy fizeram os alunos perceberem
que a taxa de variacao instantanea €, na verdageivada da fungéo no ponto especifico.

Os alunos deveriam reconhecer que a derivada @@duf(x) = -x? +4x num ponto
especificoP(xo, Yo) € 0 coeficiente angular da reta tangente a assa €0 pontd?, e com
relacdo a expressa€(x) =5000+10x+ 005x°que define o custo para producédo xle
unidades de certa mercadoria (22 situacéo), dewenpreender que a sua derivada em um
nameroxo, € 0 custo instantaneo para a producdo dessa da@®ty definida.

Com relacéo a essa atividade, os educandos pudalorar cada situacao, fazendo
experiéncias numéricas e de visualizacdo. Na prims&tuacdo proposta, a partir de cada
passo indicado, eles puderam relacionar a ide@efciente angular da reta tangente a curva

num ponto especifico com a posicao da reta, candtylessa ideia a partir das investigacoes;

, , - A A ,
também construiram a nog¢ao de que a taxa de vanasmmaneaA—i num dado ponto, € a

. A ~ . , ~
derivada f'(x) :AllmoA—y. Os alunos entdo eram convidados a formalizalagde entre o
x-0 AX

coeficiente angular da equacao da reta tangent@sigéo dessa reta no plano cartesiano. As
respostas de dois alunos exemplificam a situacid-igairas 36 e 37:

j) Vamos entfio formalizar essa idéia: qual a relagdo entre o coeficiente angular da equacgio € a posicdo da reta
tangente no plano cartesiano? Lol 0ues Jeo fone e e B Host L

Obs.: Se vocé tiver alguma diivida se a reta é mesmo tangente 4 curva, entfio voc€ pode “ampliar” ou “reduzir” |

muitas vezes proximo ao ponto para constatar que a reta apenas “toca” a curva nesse ponto.

Figura 36: Resposta do aluno A para a questao (1.j)
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno A respondeu a pergunta com a frase:

“Coeficiente angular mostra se a reta é crescentalecrescente.”
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Figura 37: Resposta do aluno M para a questédo (1.j)
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno M teve mais facilidade em redigir a resposxplicando com mais detalhes. E
possivel perceber que cada um dos alunos acimaewlanodo, compreendeu e conseguiu
registrar a ideia. Neste primeiro momento da Aade 2, a atividade inicidlPrimeiras
Experimentacdes...teve grande importancia, pois explorou bastarda escdo da equacéao
da reta.

Quanto as questdes seguinte®arte 2: Construcdo da ideia de derivada- os
alunos investigaram a relacdo entre o coeficientglar da reta tangente a curf{g) num
ponto especifico e o limite da funcf&) nesse mesmo ponto. Como é possivel constatar na

Figura 38, o aluno em destaque percebeu a relagfidep

i q) Com a ferramenta “mover” da 1° caixa do menu, mova o ponto (1, 3) até cada um dos pontos abaixo. Para cada

ponto, vocé devera anpt%qual ¢ o coeficiente angular da reta tangente nesse ponto:

i G,3)= ~p+s
ii. @ H=0+"
i,  @0= (= 'in « [

1) Vocé devera agora calcular os limites seguintes, que dizem respeito aos pontos acima:

. 4
g A AR L e L
253 x-3 T x-3 A i

ii.mnf(x)’f(z)zmn*xz”"_“=1j§§(—x+2)= 0 il

2 x—2 X2 x—2 Ak {)[..
o fE-F@) . X +4x-0 . e iy S

s) Compare as questdes (q) e (r) acima. O que vocé pode afirmar ao analisar respectivamente as respostas acima?

t) Como vocé pdde comprovar, o coeficiente angular da reta tangente ¢ igual ao limite da expressdo ‘

nesse ponto!
x—a

Figura 38: Resolu@éo do aluno A para as questdgy (1.r) e (1.s).
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

A primeira situacao proposta se finaliza com anfalizacdo do conceito de derivada.
Sobre isso, serd mostrada novamente a resolucdlomio A:
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2. Vamos ainda considerar a mesma fungdo anterior, ou seja, f(x) =-x? +4x. Vamos agora visualizar a variagdo

que pode ocorrer com essa funcdo! Para isso, deixe apenas a parabola que representa essa fungao.

Parte 1 — Uso do Geogebra

a) Orientagio: a derivada de uma fungio f em um nomero o, simbolizada por f'(a), e;

fl(a.):]jm f(a+h)_f(a).

h—>0 h 2,

i
b) Considere a fungdo f que estamos estudando e os pontos que marcamos anteriormente, ou seja, (1, 2), (2, 4) e
(3, 3). Retome as equagdes das retas tangentes a curva f que passam por cada um desses pontos € escreva-as
separadamentc em um papel. ~ -4t % [0k a S el

c) Agora, na caixa “Entrada” digite derivada[- x"2 + 4*x, 1], o que indica que sera cal’culada a 1* derivada da
NHE

fungdo f(x)=—x" +4x e registre o resultado encontrado (na parte algébrica): =

d) Agora, ainda na caixa Entrada, substitua o ponto (1,-2) na derivada da fungfo f e observe o resultado na parte
algébrica. Qual € a resposta?

e) Agora, compare o resultado com a equacdo. O gue pode ser observado?

f) Faga o mesmo agora com os pontos (2, 4) e (3, 3), e observe os resultados.

2) Quando temos um ponto P(x, ¥) € uma curva f, podemos encontrar a inclinacio da reta tangente a essa curva f
no ponto P, por meio da derivada de /. Escreva como isso deve entdo ser feito.

TP o

Figura 39: Resolucéo da questdo 2 da Atividadeld, gluno A.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno A s6 nao respondeu as perguntas (2.dgg (Bas conseguiu formalizar o que
era pedido na questédo (2.g), com a seguinte resp@pse serd aqui transcrita para facilitar a

leitura):

“Deriva-se f e substitui o valor do ponto x na dexda que dara a inclinacao da reta.”

A segunda situacdo proposta trata do custd(x), definido por
C(x) =5000+10x + 005x*. Foi pedido o custo médio e o instantaneo da m@oiwex
unidades de certa mercadoria. Nesse momento, e®salutilizaram os conhecimentos

adquiridos nas primeiras questdes. A Figura 40sapite a resolugcdo de um aluno para essas
guestoes:
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a) Vamos encontrar a taxa média de variagio de C em relago a x quando os niveis de produgdo estiveren
variando de x = 100 a x = 1057 Para isso, entre em “Utilitarios — Tabelar uma Fungdo”, e em seguida, digite a
fungio acima, x inicial = 100 ¢ x final = 1035, ndo preencha o nimero de pont?s e faga h = 1. (_jlique em
“Calcula”. ppmeosit) L Ol g

b) Observe a tabela que foi montada. O que podemos afirmar sobre o custo/ com relagio ao valor de x?

¢) Para obter a taxa média, subtraia as imagens correspondentes de 105 e 100, e divida o resultado por 105 - 100.
Qual é o resultado encontrado? Escreva como podemos interpretar esse valor. /€'« )5

d) Agora, vamos encontrar a taxa instantinea da variagio de C em relagdo a x quando x = 100, ou seja, vamos
encontrar o custo marginal? Para isso, calcule a derivada da funcio f ¢ substitna x = 100. Qual € o custo

| marginal para 100 unidades dessa mercadoria? 2 (7
e) Calcule o custo marginal para outros valores, como x = 1, 50, 110 e 500. Monte uma tabela com esses valores ¢
seus resultados, para melhor comparagiio. O que pode ser afirmado entdo sobre o custo marginal para essas

quantidades de mercadorias?
’CC ‘ CLL f[/\
& -
005 % | [0l
4 T 0+ | 7 e I | y
Mt ) COC \ 2 —r ‘ e
0 ‘ /2 5
20 Sl e
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Figura 40: Resolucéo das questbes (4.a) a (4.gludo A.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno A montou a tabela pedida na questdo @ .epos analisar os resultados,

concluiu que o‘custo diminui a medida que a producdo aumentaide Figura 40). No

momento em que a pesquisadora acompanhava asgi@Esoklviu essa resposta, questionou o

aluno sobre a afirmacgéo, pedindo que a justificdSigerespondeu em voz alta que:

“Se a gente dividir $ 10,1 por 1 unidade, o readtt da 10,1; $ 20 por 100 da 0,20 e se
dividir $ 60 por 500 unidades, o resultado € 0ERtd0, quanto maior a quantidade de

unidades produzidas, menor € o custo de cada uma.”

O aluno deixou registradas as expresspeg = 5000+ 10x + 005x* e 01x+10= 20,

de modo que é possivel constatar que ele calculiauieada deC(x) = 5000+10x + 005x* e

substituiu o valorx = 100, encontrando $ 20 como resultado. Neste, aasduno estava
resolvendo a questao (4.d).
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Na Atividade 3, duas situac6es foram propostasho®s — estudar a 4rea sob a curva

f(X) =s,irU<J;2)' com -2<x<1, cujo valor real é de aproximadamente 14le a de um
+X

terreno que tem sua area definida pelas funff&pes x eg(x) :%, e pelas retag= 0 ex = 3.
A primeira questdo tem uma resolucdo bastante ssnplpenas para que o aluno consiga
compreender a ideia das Somas Inferiores e Supsrierainda comparar os resultados com
aqueles obtidos com os métodos Regra dos TrapéziBegras de Simpson; a segunda
questdo exige um raciocinio mais elaborado, nadaeglin que o aluno precisa perceber que
para calcular a &rea da regido € necessario dividitervalo em duas partes, sob cada fungéo
em patrticular.

As situacBes probleméticas que os alunos devenmhiecer dizem respeito a essas
duas questbes. A atividade consiste em uma sérigedpintas cujas respostas levardo a
construcdo do conceito de integral; as perguntesrfcelaboradas de modo que haja bom
entendimento sobre o uso dos recursos dos prograt@adse Geogebra para que nao
acontecesse perda de tempo por falta de conhecroent o programa.

Ambas as situacdes foram bem compreendidas pelososal que interpretaram
corretamente o que era pra fazer. Como a atividgidedo tipo passo-a-passo, a maioria
respondeu as perguntas de forma clara e analisasd@spostas; aqueles que sentiram
dificuldades no desenvolvimento da atividade chamapela professora quando necessario
ou recorriam aos colegas em busca de auxilio, ddgongoie, ao final, todos conseguiram
terminar as questoes.

Com relacao as primeiras questdes (1.a-c), o satavaer usado é®eogebrae eles

sen(x+2)

deveriam fazer uma estimativa para o valor da &mma curvaf (x) = Ty
+ X

, com

—-2< x<1, apés quadricular a regido e efetuar uma contagigples dos quadradinhos ali
demarcados; a maioria dos alunos estimou a ared,®muadradinhos, como mostrado na

Figura 41:
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Figura 41: Resolugéo das primeiras questdes dédate 3, do aluno H.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

As perguntas e as respectivas respostas que o Hlurgistrou sdo transcritas para

melhor acompanhamento:

1. b) Uma forma de obter a &rea da regido € quaddrio terreno todo e verificar qual é a
area aproximada. NGeogebra é possivel quadricular todo o plano cartesianfodea
bem simples: clique com o botdo direito shwusena janela de visualizacdo e va em
“malha”.
1. ¢) Usando esse método, é possivel estimar adareegido de acordo com um namero
aproximado de quadradinhos. Entdo, estime qual aefirea aproximada da regido. O gque

é possivel dizer sobrepaecisdodeste método?

Fonte: Atividade 3.

A questdo (1.b) da Atividade 3 contém uma origiagobre quanto aos comandos
gue serdo usados, de modo que a questado (1.c) gedios alunos estimassem a area da
regido por meio da regido quadriculada, atravégudatidade aproximada de quadradinhos.
O aluno H dividiu o intervalo em 3 (trés) partegds e considerou que a curva determinava

1,5 quadrados, como pode ser observado:

Resposta do aluno Hiapds um breve raciocinio expresso, finalizou corasposta) A =

1,5. Porém nao € um método muito preciso.
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Para o calculo da area, ainda®eogebrafoi pedido que primeiramente utilizassem o
comando Soma Inferior com diferentes valores déigi@s, e montassem uma tabela com
esses valores. As respostas dos alunos foram jguaiorme a Figura 42, em que também é

mostrada a pergunta para facilitar a leitura:

1.e) Use quantidades diferentes de retangulos,qides aproximacdes mais precisas| da
area. Registre alguns resultados obtidos, atertsmdpara o limite do namero de

particdes (0 nimero méaximo de particées).

1.f/g) Para qual valor a soma ettadend®

Fonte: Atividade 3.

o =

) otinectivg. db dixeo =1 gpodiode ¢ errelo =t 1§ |
J\ g&c-ﬁ-g&:_z deafe rctech IenErEcAaD.

: 6’ JL F(L”‘}-(::\ ‘@Y (r"\—)‘) vy Afeo. - j\l'.}g
)

18 xedx iteo-= 3
f Jreres
Hitec }

NE ot ") 4 |

JAG - 0 7'.-'*!;) ) o @ LI |
3650 tdargules W freen - 3G -/

£ ¢ | A = i3] ,(\E}\\“\‘\ L‘\U: \ LK o

3) H ezrro. « jE’“ Yeroe rop ot 3.4

Figura 42: Resolugéo das questdes (1.e) e (1dgluho I.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Conforme a Figura 42, o aluno | fez varias tengatipara se chegar a conclusédo que o
limite da soma das areas dos subintervalos (coenettifes particdes) converge para 1,4.
Do mesmo modo, com relacdo a Soma Superior, arifia as mesmas quantidades de

retangulos da Soma Inferior, ainda o aluno | obte/eesultados, conforme a Figura 43:

h) Agora, use o comando “Soma Superior”’, da mesmad que foi feito com a “Soma
Inferior”, com as mesmas quantidades de retangukslas anteriormente. Registre
também esses resultados em uma tabela.
1) Compare os resultados obtidos com a ferrame®tana Superior” e “Soma Inferiorf.
Abaixo temos uma figurgvide Apéndice 4jjue ilustra a situacédo que foi criada aqui!

Observando a figura abaixo, o que ela sugere?

Fonte: Atividade 3.
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Figura 43: Resolucéo das questdes (1.h) e (1w .
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

De acordo com a Figura 43, o aluno | conseguiughencque a area real é a média
aritmética entre cada resultado da Soma Inferaga S&oma Superior, para mesmo numero de

particbes (quantidades de retangulos). No que elpeito a questdo (1.i), em que lhe é

perguntado o que a figura e a tabela dos resultadyere, a sua resposta foi objetiva:

“O que sobra na superior completa o que falta nifior”.

Os préximos exercicios da primeira questdo dizespeio ao calculo da area por
outros métodos, principalmente por meio do prograt@dl Os alunos deveriam calcular a
mesma darea anterior utilizando a Regra dos Trapéziwma das Regras de Simpson,
conforme a conveniéncia. Para cada regra, elesidevgustificar o uso com passo utilizado,
namero de pontos, etc., comparando os resultadosngados. A Figura 44 mostra a
resolucédo do aluno J para as questdes (1.k))e (1.

2] Vot - st e eias e 1500 o 1 0587435131046 22

)

L) P

0G 1 219 ,'! __?: 10 2 1244

Figura 44: Resolugéo das questdes (1.k)I¢ g&lo aluno J.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

De acordo com o aluno J, o valor da area considera®0 pontos pela Regra dos
Trapézios € igual a 1,41058743513104622 e tambdém1&® pontos pela 12 e 22 Regras de
Simpson (o aluno testou as duas regras e encomtrenesmo resultado), o valor é

1,41061329497031244. Ao copiar os resultados calast@as casas decimais, o aluno J nao
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analisou o que estava fazendo, no sentido de usamosenso para arredondar ou truncar 0s
nameros para 4 ou 5 casas decimais (era a sugdatgmofessora sempre que alguém
guestionava quanto a isso). Aproveitando essetaelsutjue alguns registraram (houve mais
alunos que fizeram isso), a professora entdo passmi a fase da discussao dos valores
encontrados, interpretando o significado de cadamias isso ser4 mais comentado em outro
momento.

Ja outro aluno, que serd chamado de K, explicofomea mais detalhada o uso da
Regra dos Trapézios, Primeira e Segunda Regra mdps8n. Outros alunos que também
conseguiram se expressar claramente deixaram auipadgra euforica, pois estavam
comprovando o caminho que seguiam com sua linhadiecinio. Ao escrever o pensamento
empregado, o educando refina seu conhecimentdfeggmamdo cada vez mais a sua técnica
de aprendizagem. A Figura 45 apresenta a respesia pelo aluno K a mesma questao

anteriormente explicitada:

K

o)

] 100
4124

Figura 45: Resposta do aluno K a questéo (1.k)Ie (1
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Quanto a segunda questdo, a sequéncia do raciamimiwegado era a mesma da
primeira questdo. Houve davidas somente no iniaigukstdo, quando era necessario dividir
a regido em duas considerando intervalos espesifmoucos alunos conseguiram analisar
sozinhos e concluir que cada funcéo era definidauemntervalo diferente, de modo que a
area total seria a soma das duas areas assimbtida

Para exemplificar essa observacdo, sdo apresentmlgserguntas e respectivas

respostas (vide Figura 46) que o aluno L elabosora ps perguntas (2.d) e (2.e):
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2. d) Agora, usando o comando “Soma Inferior”, ohtea area de outra forma: com a
construcao de retangulos de base unitaria e agjued a imagem do pontg pela funcao
no intervalo considerado. Entéao, digite somainféffima Caixa de Entrada e, dentro dos
colchetes digite a funcéo, o intervalo e 0 numeeoretangulos desejado, ou seja,

somainferior[fungéo, origem do intervalo, extrenwidtervalo, n° de retangulos]. Fiq

—_

e
atento quanto a lei da funcéo e o intervalo a sersados.
2. e) O que vocé fez para obter a area do terrénq@e foi necessario fazer para usar o

comando acima?

Fonte: Atividade 3.
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Figura 46: Resposta do aluno L para as questoa®)2.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno K conseguiu se expressar de forma bastéaree explicando com detalhes as
decisGes tomadas; ele conseguiu inclusive usargadgem matematica correta, ao afirmar
que “dividimos a area em duas partes, calculandonaa inferior de [0, 1] para a funcéo
f(X) = x e calculamos a soma inferior de [1, 3] para adorgx) = 1X". Esse foi um dos
alunos que conseguiu deduzir o que era necessao; foutros que também tiveram a ideia
fizeram isso apenas verbalmente, ndo deixandoi@ciam registrado.

O raciocinio empregado para a Soma Inferior foetiep para o célculo da Soma
Superior e para a obten¢do da area total da regiéo.

Sobre a Atividade 4, que trata da Resolucdo de¢fips Algébricas e Transcendentes,

O proposto era encontrar as raizes das equacGes? +7x-10.6875=0,

x* —4x®+2x* +4x-1=0 e -2-tg(x) =0, por meio dos comportamentos grafico e

1
v4-x

numeérico, e por meio do Método da Bissecao.
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Diante, primeiramente, de uma equacido do 2° graxf ¢ 7x-10.6875=0), um
intervalo para estudo foi sugerido. A partir dotbede apresentacédo e das aulas tedricas, 0s
alunos adquiriram conhecimentos suficientes paguissm o0s passos indicados, como
perceber se ha alguma raiz no intervalo dado, e basvesse, concluir qual € essa raiz.
Depois foi pedido que o aluno modificasse o intlerymra outro determinado e procurasse a
raiz ali existente. Com as outras equacdes dadassoficitado o mesmo: que o aluno
descobrisse a raiz usando o tabelamento da equabé&tpodo da Bissecao e a andlise grafica.

Os alunos diante da primeira questdo conseguiramtifctar rapidamente a raiz: o
intervalo sugerido foi [- 4, 4] com paska= 1, de modo que ndo ha raiz ai definida, mas isso

porque a raiz ndo era um numero inteiro.

1. Seja a equacde x* +7x-10.6875=0. Buscaremos uma aproximacdo para as suas
raizes por meio do tabelamento da fungéo-x> + 7x - 10. 680t precisdo de 2 casas

decimais; para isso, basta seguir as orientac@saab
Fonte: Atividade 4.

Ao mudar o passo pate= 0,01 no mesmo intervalo, a raiz péde ser enadatrcomo
comprova o exemplo de resolugcdo do aluno W, nar&igd, da turma de Engenharia de
Producédo, mas antes serdo mostradas as respg@eigasitas para facilitar a leitura:

l.a) Va em “Utilitrios — Tabelar uma Funcdo”. Vamoomecar com um intervalo
gualquer, mas ndo muito grande, por exemplo, 4].4nsira a fungdo acima,inicial = - 4,
x final = 4 e passo = 1, e clique em “Calcular”. &g a tabela e verifique se ha alguma
imagem nula (zero). Se houver, qual é o valor spordente dg?

1.b) Agora, apague o numero de pontos e mude o pasa 0.1. E agora ha alguma raiz?
1.c) Vamos entdo encontrar a raiz que pertenceleaietervalo? Para isso, observe|as
imagens na tabela; verifigue quais s&o os valosesecutivos de que cujo produto das
imagens € negativo.
1.d) Monte uma nova tabela com esses valores W&o se esquecendo de apagar o numero
de pontos e mudar o passo para 0.01.

1.e) Ha algum valor d& cuja imagem € 0 (zero)? Essa € a raiz da equagao,uma
precisdo de 2 casas decimais!

Fonte: Atividade 4.
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Figura 47: Resolucéo da questdo (1.a — e) pelmain
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno W afirmou que, com passo 1 ou 0,1 nao iaxrnhum valor dex com
imagem nula, mas entre 2,2 e 2,3 havia uma rag @eses valores detém imagens com
sinais contrarios. Entdo, ao mudar o passo pafig 0,0alor de 2,25 tem imagem nula, sendo
entdo a raiz da equacao. Nas outras questbes,uossakxploraram a ideia, fazendo
experiéncias com gréaficos e tabelas, para conqgluat era o valor da raiz de cada equagéo
também em intervalos diferentes. Graficamentepessivel constatar que havia mais raizes,
mas numericamente somente se podia afirmar alguisidp verificar a validade do Teorema
de Bolzano.

Outro aluno Y mostra a sua resolucdo para outraagdgs (vide Figura 48), com o

uso doVCN e Geogebra por exemplo, para a equag%g;l: -2-tg(x) =0, com £ <107
4-x '

mostrado logo apds os enunciados das devidas pasgun

3.a) Vamos comecar com um intervalo qualquer, pemgplo, [0, 1]. Entdo, v em
“Utilitarios — Tabelar uma Funcao”, e insira os daghecessarios, com passo 0.1. Fode
nao haver nenhuma raiz neste intervalo! Por qué?
3.b) Agora, modifiguemos o intervalo para [3, 4inbém com passo 0.1. Aparece uma
mensagem de erro! Por qué?
3.c) Ha pelo menos uma raiz neste intervalo! Vamosontra-la? Siga os mesmos
procedimentos anteriores para encontra-la, usafelveanenta “Tabelar uma Funcao’].
3.d) Para encontrar a raiz, considerando 4 casamais, anote todos os intervalps
adotados.

3.e) Qual é a raiz da equacdo acima no intervald]f3
3.f) Quantas iteracBes foram necessérias?

Fonte: Atividade 4.
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Figura 48: Resolucéo do aluno Y para as questdas-(B, da Atividade 4.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

A primeira questéo afirma que pode ndo haver raimtervalo de 0 a 1, e pede que o
aluno justifique essa afirmacéo. O aluno Y respande

“Porgque nao ‘houveram’ valores de x cujas imagestshtam sinais opostos”.

No que diz respeito a raiz pertencente entdo &o mtervalo sugerido [3, 4], o aluno

Y conseguiu encontrar como raiz o valor 3,8822 ¢éniteracoes.

5.3.2. Conjecturas

Quanto a Atividade 1, a segunda questdo deve sevida no softwar& CNe tem o
objetivo de realizar verificagdes numéricas. Samp@stos varios intervalos, partindo de um
maior (mais amplo) até chegar a subintervalos aueuées que estejam a direita e a esquerda

do pontox = % Nesse momento, os alunos tém a oportunidadegdmiaar as informacdes

e fazer afirmacdes sobre o fato estudado, comparasdabelas montadas e respondendo a
perguntas como: “Modifique o intervalo deusando agora valores entre 2,51 e 2,6, também
com passo 0,01. E agora as imagens estao crescaradkrrescendo? E est@&mdendoagora

para qual valor?”
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No momento de estabelecer conjecturas, serdoost#ds as resolucdes dos alunos
para os comentarios. Por exemplo, diante das cpgeéid) e (1.g), dois alunos (vide Figuras

34 e 35) deram respostas diferentes, mas que tenqdiea 0 mesmo significado:

1.f) Pela representacgéo gréfica, ao se aproximaotto de restricdo vindo pela direita] o

gue ocorre com a curva?

Fonte: Atividade 1.

Resposta do aluno CEle cresce cada vez mais ascendente.”

Resposta do aluno D¥Vai para o infinito positivo.”

1.g) Ainda com relacdo aos valores proximos ao@adet restricdo da funcdo, mas agpra

vindo pela esquerda, o que ocorre com a curva?efFanuestdo (1.g) que consta |no
Apéndice 1.

Fonte: Atividade 1.

Resposta do aluno CEle cresce cada vez mais descendente.”

Resposta do aluno D¥Vai para o infinito negativo.”

Diante de tais respostas, pode-se constatar quaangge uma ou outra palavra néao
tenha sido empregada da forma mais correta, asstsptém o mesmo significado. No caso
do aluno C, ao dizéfcresce cada vez mais ascendent@halisando o significado de cada
palavra, ele quis dizer que existe uma tendénciageen os valores aumentam de forma
crescente, ou seja, € o que o aluno D chamotvalepara o infinito positivo”. O mesmo
pode ser verificado com as respostas para a quidstgo

O didlogo é o mais importante ponto nesta atividpdés é o momento em que 0s
alunos tém a oportunidade de expor suas duvidasnelusées. A pesquisadora procurou
deixar os alunos bastante a vontade para falaregpgosavam; para isso, muita diplomacia,
respeito e atengcdo para com todos foram usadogiaetto quando obtinham sucesso e
provocando com sugestdes quando surgia algum Arrmomparacdo entre os diferentes
pontos de vista e 0 estabelecimento de concluséestexeram também com o dialogo,
envolvendo toda a turma, quando as questfes teatzdforam novamente levantadas, dando
destaque para o0s conceitos e termos descobertom €sta € uma atividade que foi aplicada

na introducéo ao estudo dos Limites, entdo foi ss&éa uma socializagédo ao final, com as
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conclusfes sobre as experiéncias e descobertas, fgitando a professora protagonizou o
fechamento da discusséo, firmando a concluséa final

Apos as discussbes que fecharam a introducao, aegisiro dos principais conceitos
construidos, outros exemplos de funcBes foram tescrio quadro em sala de aula, e
resolvidos os limites propostos junto com a turomsgndo a mesma linguagem proposta na
atividade.

Sobre a Atividade 2, que trabalhou as Taxas dea¥ao e constru¢ao do conceito das
Derivadas, o dialogo aconteceu do momento da @gglicaté o fechamento do assunto.
Durante a aplicacdo da atividade no laboratérimftemética, houve grande interacdo entre a
pesquisadora e os alunos. Os alunos se sentiragiantes vontade para perguntar e expor
suas conclusfes. Alguns momentos foram muito issarges, especialmente quando surgiam
comentérios de satisfacdo por parte dos alunos;grmeguirem entender o que era proposto.
Durante as discussfes no laboratério, os alunafegaravam com opinides diferentes das
suas, e era necessario entao, que analisassenr pathse chegar a concluséo sobre qual era
0 ponto correto, com a devida intervencao da psofas

Apoés a aplicacdo das atividades, a professora fech@ontetdo com as devidas
conclusdes a respeito do assunto, firmando os wosceorretos e as definicoes,
estabelecendo as generalizagbes. Ao resolMearte 1 da atividade, o aluno j& alcangou
condicbes de organizar as informagbes e compreeadileia expressa nRarte 2 —
Construcéo da ideia de derivadae generalizar o raciocinio na pdfigando a ideia acima

As conjecturas foram firmadas durante toda a reSoludas questbes, quando os
alunos discutiram entre si e com a professora, iroafhdo os meios e fins de seus
pensamentos. Eles se sentiram livres para expeamdéastante, usando a dinamica do
softwareGeogebrapara verificar as varias posi¢cdes possiveis panasama reta, observando
as mudancas nas equacfes. E quanto a questdo pdragxemplo, foi interessante a
experiéncia que alguns alunos realizaram coWCd, como usar um passo nao-inteiro no
tabelamento da funcéo, estudando o que ocorria.

Também na Atividade 3, houve muita interacdo eagr@lunos e a pesquisadora, e
pode-se considerar que isso foi fundamental padesenvolvimento dos estudantes. Os
alunos expunham suas dividas e comentarios conofaspora € com 0s colegas, e se
sentiram muito & vontade nessa situacao. Devidanrosamento ja existente entre os alunos
(cada um em sua turma), uma vez que ja estudavatosjihd alguns periodos, houve um
pouco mais de liberdade para o didlogo tanto néicprdno laboratério como nas aulas

tedricas. Alguns alunos da turma de Matematicardime comentarios interessantes que
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relacionavam o conteuddo que ali estavam estudarmo os conteddos do Ensino
Fundamental e do Médio.

Apoés cada aula préatica, a professora fazia, na #afleca, uma revisdo sobre o
assunto, reescrevendo a teoria e mais exemplosseNewmento, os alunos entdo
comparavam as conclusfes que tiraram na aula @it a explicacdo da professora e era,
entdo, o momento de expor suas duvidas e afirmag®eoutros colegas intervinham
ajudando a professora e isso ocorria de formaalattomo um dialogo sobre o assunto.

Por fim, a professora protagonizou o fechamento diasussfes, destacando as
definigdes, conceitos e condi¢cdes de cada um ddsdo® Apos as conclusdes finais, os
alunos em conjunto com a professora, estabelecasadevidas generalizacdes definindo os
limites necessarios no entendimento.

Na Questdo 1 — Parte 1 da Atividade 3, item (dalumo foi convidado a realizar
experiéncias com 0s recursos “Soma Inferior” e “8dBuperior”, por meio de diferentes
quantidades de retangulos (particdes), e em seguadpedido que comparasse 0s resultados.
Nesse momento, o estudante organizou as informagetabelas, para melhor estudar os
resultados encontrados, e acabou concluindo gaah émelhor” aproximacao da area real.
Essas experimentagdes sao confirmadas nas quékides(1m), em que o uso de diferentes
métodos de resolucao permite que o raciociniorsaja trabalhado.

Esse foi um importante momento da pesquisa, poisqimndo a professora-
pesquisadora teve a oportunidade de dialogar coatuo®s sobre os resultados encontrados.
Alguns alunos leram suas respostas ou apenas amitguas opinides, contestando,
justificando ou concordando com as falas dos po§pcolegas. Por exemplo, no que diz
respeito a resposta do aluno J (vide Figura 44 parquestdes (1.k) eljl.ao registrar os
resultados com todas as casas decimais, a praefezoos seguintes questionamentos para a

turma:

“Em que situagBes do mundo real ndés precisariamesuch resultado com muitas casas
decimais? Faz sentido dizer que a &rea de um terraede 1,4105874351310462% por

exemplo?”

Com o cuidado de ndo provocar constrangimento mooatjue deu essa resposta no
exercicio, eles proprios tiveram liberdade parachkdrem. Inclusive, houve até um

comentario interessante de outro aluno que ajudmakzar o assunto:
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“N&o faz sentido! E a mesma coisa de falar que emeno tem lado medindd2 metros, por

exemplo! Ninguém entenderia!”

A Atividade 4 foi a que gerou mais discussdes, couitos comentarios positivos e
também varios negativos, de modo que o dialogonfaito importante também nessa
atividade. Durante todo o tempo no laboratérioahmos questionavam o comportamento
numérico das equacdes, o critério de parada e as@iceescolhida. Nesses momentos, 0s
alunos interagiram entre si e com a professora,paoamdo seus resultados e conclusdes.
Apés as devidas discussofes, a professora fechema firmando as definicbes e conceitos,
generalizando as questdes em geral.

Muitos alunos gostaram da ideia depois que a canperam. Houve comentarios

positivos em todas as turmas como:

“Agora eu entendi o que é raiz.”

“Gostei de calcular a raiz com essa tabela. E tdomes! Mas é trabalhoso!”

Mas nem todos os alunos gostaram da atividade!dglitacharam cansativa e sem

sentido. Uma aluna do grupo de voluntarios comegtmu

“Eu entendi a ideia. Mas da muito trabalho! Essatpade ficar ‘mexendo’ no intervalo é

chata!”

A medida que a resolucdo das questdes e o dialogatexiam era notdrio que o
aprendizado também ocorria. Por exemplo, atravémédbse dos tabelamentos das equacdes,
0s alunos constataram que o ‘fechamento’ do inkerfigaia com que os dados convergissem
para a raiz. Assim, era 0 momento de organizara®sle de se fazer afirmacgfes sobre o
conteudo.

A Figura 49 apresenta a resolucdo de um aluno pafuestdo 2, quando as
conjecturas foram firmadas. Os alunos experimemtagaorganizaram as informacbes de

modo que conseguiram estabelecer conclusdes saorgelido.
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Figura 49: Respostas para a questdo 2, do aluno G.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Neste caso, 0 aluno G utilizou os intervalos [0,23] e [0,23; 0,24] para descobrir que
a raiz € 0,2346. Na verdade, o aluno nao registidto intervalo necessario, que € o de

[0,234; 0,235] como se pode comprovar pela respizseEduno H mostrado na Figura 50:
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Figura 50: Respostas da Questao (2.d), do aluno H.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno H registrou também as imagens encontrgdas cada valor de,
comprovando que o Teorema de Bolzano foi satisfBiesse modo, péde buscar a raiz entre
0S respectivos valores dex; concluiu por fim que a raiz da equagao
x* —4x® +2x* +4x-1=0 pertencente ao intervalo [0, 1] é 0,2346, atrad@snétodo do
tabelamento da equacado. Pelo método da Bissecd@lono encontrou o valor de 0,234375

com 6 iteracoes.

Para a ultima questdo, os alunos encontraram egatando mesmo valor tanto pelo
método do tabelamento como pelo da Bissecdo, sepmo pelo tabelamento foram
necessarias 5 iteracdes e pelo método da Bisse§80N utilizou 14 iteracbes. Na Figura 51

consta um aluno que deixou registrados todos essekados:



146

D oK P g = :
© o« ® [24] . [3%, 3 T EE TR e I e

=
| 3,882 ygga3 | ‘ 3 OP 93 ;
’ = @ Raiz = 5'22‘.\' @ 5 Jnfa-/c‘.;p::

® &2 417 g -238 g5 -

I~
>
ok

Q Kiiens) 515

Figura 51: Resolugéo do aluno W para a Questéo 3.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno W, como muitos outros, explorou a atividadguanto pbéde, resolvendo as
guestdes com atencao e interesse. Outro alunoidd Brgura 52), utilizou uma linguagem
diferenciada; ele relacionou corretamente as infginas, e de forma organizada, fez até mais
do que era pedido na questdo. Por exemplo, pamguestdes (2.a — c¢), quando foram
mencionadas as palavras “precisao” e “diferenda’apresentou o erro observado para cada

passdh, dando a entender que era essa também uma preaouge.
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Figura 52: Resolugéo do aluno N, para a Questatiddade 4.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

5.3.3. Testes e reformulacéo

Depois das conclusdes e generalizacdo, os alunebeam listas de exercicios para
fixacdo do contetudo. Os alunos (considerando tedaatividades desse material didatico)
resolveram as listas de exercicios em casa, coosslilidade de pesquisar em livros e nas
anotacdes feitas em sala.

Com relacao a Atividade 1, Estudo dos Limites,azprpara a resolucao das questdes
extraclasse foi de 5 dias (o tempo entre uma aalpréxima: as aulas eram na quinta e sexta-
feira). ApGs o prazo determinado, os alunos levgpam a sala as resolucdes e a professora
resolveu as questbes no quadro, com a ajuda codeedis alunos, de modo que estes
puderam corrigir seus erros ou confirmar seus esert

Particularmente mencionando a terceira questdo tdladade 1, por exemplo, uma
funcéo diferente foi enfocada, cujo limite ndo tenab infinito como as duas primeiras, mas
tinha como resultado um valor numérico. Porém, aliss ndo foi tdo direta assim, pois
exigiu que se fizesse a fatoracdo do numeradosimplificagdo com o denominador, para

que este limite fosse encontrado. Mas, para seacla§ esse momento, o aluno primeiro foi
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. . s ~ 2 -—
convidado a construir o grafico da funcgey) =X 4 x#2 no Geogebrae observar a
X—=2

curva obtida, que era uma reta, da qual foi extraidoonto (2, 4) devido ao dominio da
funcédo; ao responder e analisar a questéo, eppdeocado a pensar que algum procedimento
foi aplicado a funcdo. Em seguida, entdo, foi dade orientacdo quanto a fatoracdo e

simplificacdo da expressao.

(c) De acordo com o grafico, qual é a imagenxde 2? Orientacao: Existe uma
contradicdo entre o0 que vocé encontrou na quesjacima e o grafico nesta questao!
Esse é um problema que as ferramentas computaziapegsentam: ndo estudam a

funcéo!

Fonte: Atividade 1.

Para melhor observar as respostas de alguns alsémsnostradas as resolucdes dos
alunos C (Figura 53) e E (Figura 54):

!
1

@/ 5 e
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A

Figura 53: Resolugéo da questdo 3, Atividade Jgldoo C.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

3-0) D= {verl xy 2

c) tm: 4

d) x+d4

Figura 54: Resolugéo da questéo 3, Atividade Jgldoo E.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Com base na Figura 53, o aluno C respondeu a @uéstd com uma interrogacao,
afirmando que néo sabia a resposta ou ndo entendeastdo. Ja o aluno E respondeu que a

imagem dex = 2 pela funcao é 4, estando correto.
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Os testes que o estudante precisou fazer com &rwgds de varios intervalos a direita
e a esquerda, até que tivesse um intervalo beninpodote 2, permitiram que ele refinasse as
afirmacfes que fez na questdo anterior, sé queaaggtabelecendo as devidas diferencas
entre uma situacao e outra.

Sobre a Atividade 2, ap6s a aplicacdo das ativaladeprofessora iniciou uma
discussédo em sala de aula fazendo uma revisaooteositos e definicdes, e solicitou que os
alunos resolvessem listas de exercicios extradgsam fixar o conteludo estudado. Neste
momento, os alunos puderam generalizar as ideiédaske praticar o que aprenderam, uma
vez que, para fixar um conteltdo matematico, é séces que muitos exercicios sejam
resolvidos.

Através das listas de exercicios de fixacdo, osaaluconfirmaram se realmente
compreenderam o proposto. As listas de exercicim® pesolucdo extraclasse foram
corrigidas em sala de aula em um periodo que @mneleu a 4 (quatro) aulas ou 200 minutos
totais, com a participagédo dos alunos. Durantesalugdo feita pela professora, houve muito
didlogo sobre cada resultado e varios alunos pediais exemplos, usando sempre a
linguagem empregada na Atividade 2.

Especificamente na Questdo 4 — Fixando a ideia a&cios alunos tiveram a
oportunidade de realizar testes e confirmaram agecturas construidas anteriormente. A
Questdo 5 foi uma aplicacdo de Taxas de Variagde Berivadas, e permitiu que o aluno
aplicasse os conhecimentos adquiridos nas quemtdesores.

Sobre a Atividade 3, com a Questdo 2, o aluno dwaado diante de uma situacao
particular — o célculo da area de um terreno qradicgmente, foi definido por duas fungbes
em um Uunico intervalo; para que se encontrasseea, & aluno precisou primeiramente
perceber que a é&rea tinha que ser dividida separasd funcbes em cada intervalo
conveniente. Entdo, como os recursos utilizadossdnesmos da Questdo 1, o aluno teve a
possibilidade de testar os conhecimentos obtideiarmente, e confirmaram as afirmacdes
gue realizou para si mesmo diante das questdes. feasebesse que algum raciocinio sobre
0 contetdo nao ficou muito claro diante da primejugstdo, pdde corrigir esse raciocinio
através das discussfes em sala de aula e dosce®de fixacdo extraclasse.

E importante destacar que, como a Atividade foicagh com os alunos em duplas,
todos puderam interagir uns com 0s outros, refiicaou confirmando uma linha de
raciocinio. Ap6s o devido dialogo firmado, os alsirentdo resolveram listas de exercicios

extraclasses, com pesquisa em livros didaticosideram entéo fixar e assimilar o conteudo.
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Tais exercicios foram corrigidos em sala de aua @ulas tedricas) pela professora, mas com
a participagao oral dos alunos, em um tempo t@&ad minutos (6 aulas).

A Atividade 4 permitiu através das Questdes 2 qug os alunos confirmassem as
ideias adquiridas na primeira. Com a confirmacé® idaias, foi possivel entdo refinar os
conceitos e definicbes que eles se explicaram. Apgs, com as atividades de fixagéo
extraclasse, os alunos confirmaram se realmentgegoram colocar no papel o que lhes foi
explicado oralmente e por meio da atividade ingesitia.

As listas de exercicios para a fixagdo do contdaclon passadas para os alunos apés
0 momento da socializagdo. Os exercicios foramigidos em sala, com a ajuda oral dos
alunos (eles até foram convidados a irem ao quadas, por timidez ninguém aceitou). O
tempo total que a professora precisou para cordgir questbes sobre o assunto foi

aproximadamente 200 minutos, ou 4 aulas.

5.3.4. Justificacao e avaliacao

Com a Atividade 1, ao chegar até as ultimas qusdifens () até §)), o aluno se
deparou entdo com a formalizacdo dos conceitosirddiog anteriormente. Neste caso, ele
deveria compreender, explicar os significados domads e obter a necessaria linguagem
matematica para a solidificacdo do aprendizadoav&s da socializacdo ao final e das
atividades de fixagdo extraclasse, ele se autoeavatoncluindo se conseguiu realmente
compreender o contetdo estudado ou se as informadiiridas foram apenas superficiais.

No que diz respeito a interpretacdo das informagbéisias, houve sucesso com esse
objetivo. Os alunos ndo s6 entenderam o conceitbimiée como também se sentiram a

vontade para usar esse significado, como é possimstatar com a Figura 55:
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Figura 55: Resolucéo das ultimas questdes da AtilédL, do aluno E.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Diante da questdo (3.q), em que os alunos reesarave significado de limite, a
resposta do aluno E foi muito bem escrita:

“Seja g(x) definida em um intervalo aberto em tod®x = 2, exceto talvez emy x 2. Se
g(x) fica arbitrariamente proximo de L, para todos valores de x suficientemente proximos

de % = 2, dizemos que f tem limite 4 quando x tendg=aXe escrevemok'srr; g2 =4

Uma vez que esta foi uma atividade investigativaf@xcionada com base também na
Engenharia Didatica, entdo a estrutura organizatidai a de um projeto estrutural
arquitetdbnico, em que quatro principais etapas rilaveser bem demarcadas: o planejamento,
a execugao, a avaliacdo e a correcao. Neste seatigiividade investigativa sobre Limites
exigiu da professora muitos momentos de reflex@od& no momento do seu planejamento,
para que ndo houvesse perdas por caminhos desimzgspois € um momento Unico de

construcado mutua: professor-“eu”, professor-alahmo-“eu” e aluno-aluno.
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No momento em que uma atividade como esta é aplicagrofessor assume o carater
de “professor pesquisador”, como bem colocou Ceyng008), com a oportunidade de
estreitar seus lagcos docentes com o aprendizaddisgente, no momento em que pode
observar mais atentamente o raciocinio que estaeg@mpao resolver uma questdo. Foi
possivel perceber inclusive que, diante do compuiad aluno se mostrou muito mais
empolgado e interessado no que estava sendo prppiesnonstrando uma curiosidade
afinada em cada situacao.

Reconstruir conceitos e definicbes a partir de maonaa visdo experimental fez com
gue a pesquisadora adquirisse uma nova postufeasamento de que o uso de ferramentas
computacionais é uma boa metodologia para trabablitarcontetdo, pois 0 entusiasmo que o
aluno demonstrou a cada descoberta era como umaaonimho aberto e a confianca de que
esse era 0 caminho certo.

Ao falar em entusiasmo do aluno, empolgacéo, issde pser confirmado com

comentarios feitos pelos préprios alunos, como:

“Mas isso € muito legal! A funcéo vai mesmo ‘prafimito, né?!”

“Aprender Matematica assim é bem mais interesséante!

“Esta € a terceira vez que faco essa disciplin&® @gora fui entender esse ‘neg6cio’
dos Limites Laterais!”

“Num curso de Sistemas de Informacado, tomara qumadoas disciplinas sejam

trabalhadas desse modo.”

Apés a correcado dos exercicios de fixacdo extrselafi aplicada uma atividade
avaliativa para comprovar se houve o aprendizadoodteudo. A avaliacéo foi individual e
teve a duracdo de um horario de 100 minutos. Aepsafra corrigiu as avaliacdes em casa e
apresentou o resultado aos alunos, fazendo a é&orrdg prova no quadro. Os alunos
puderam, entdo, tirar duvidas e conclusfes a tespe alguma coisa que ndo tenham
percebido antes. Por fim, aconteceu uma convefsarial sobre a Investigacdo Matematica,
guando os alunos puderam expor suas opinides ait@spsta nova atividade foi interessante
para o aprendizado ou ndao? Até que ponto ela bondrpara a construgdo dos conceitos e
formalizacdo do tema?

O sucesso com o aprendizado nao foi obtido comst@doalunos, uma vez que as
notas da avaliacdo aplicada sobre o assunto namftwdas excelentes ou razoaveis, mas €

possivel constatar que muitos alunos aprenderaomtei@do a partir dessa proposta, e essa



153

informacéo sera ratificada no momento em que ser@stradas aqui algumas das provas
feitas. Como esta pesquisadora também era a poodeda turma, entdo foi possivel coletar
informacbes a partir de conversas e observacOediara-dia da sala de aula; durante a

aplicacdo da prova houve um comentario interessante

“Professora, se minha nota nessa prova for boa,eptat certeza que foi por causa
da atividade no laboratorio, porque estou consedaimisualizar direitinho a tabela do VCN

para essas fungbes aqui da ultima questédo.”

De fato, o aluno que fez esse comentario durapte\aa acertou 100% das questdes e,
especificamente sobre essa questdo mencionadaokkg®o feita por ele é mostrada na

Figura 56:
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Figura 56: Questdo 6 da prova do aluno C — 1° gerile Sistemas de Informagéo.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Ao elaborar a prova, houve o cuidado de usar a mdamguagem proposta na
Atividade 1 (a linguagem matematica formal paraiteés) e, em geral, ndo houve davidas
quanto a interpretacao dos enunciados. O mesmo altado na Figura 56 alegou ainda que

em todas as questfes da prova ele conseguiu igti@rr partir das experiéncias vivenciadas
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no laboratério de informatica, tanto € que resolgease todas utilizando tabelas ou andlise
de graficos, como € possivel observar a resolugd@udstdo 5 da mesma prova, Figura 57:
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Figura 57: Questdo 5 da prova do aluno C — 1° gerile Sistemas de Informagéo.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Durante a aplicagdo da atividade para a turmaps&iunos participaram de forma
bastante interessante, contribuindo com sugestdegaatando questionamentos que foram
muito proveitosos para a confeccdo final desteatrb Diante de varios comentarios sobre
0S enunciados das questfes, a pesquisadora sectssidade de corrigir o texto, excluir
alguma pergunta repetida ou sem sentido, incluigipeas importantes, melhorar a ideia de
alguma outra questdo, melhorar a apresentacaogdmalfigura, etc. Essas foram algumas
das modificac@es feitas na atividade original &ggar a que hoje é apresentada.

Com a Atividade 2, também ap6s o momento dos eiescile fixacdo, a professora
aplicou uma avaliacdo escrita para os alunos, quagstes puderam expor o que
compreenderam sobre o assunto. Os resultados shtidicaram que houve entendimento do
que foi proposto por uma parte dos alunos, de mqgde para aqueles que nao
compreenderam a ideia, a pesquisadora sentiu mdmessie intervir com comentarios diante
das atividades no computador e com exemplos fatoguadro. No momento de entregar as
avaliacdes, a pesquisadora fez a divulgacédo ddtadey quando houve também a discussao
sobre a Atividade 2, levantando questdes comossebfetivos foram cumpridos, se houve
realmente contribuicdo para o aprendizado.

Com a Questdo 4 (que tratou do custo para a proddeacerta quantidade de
mercadorias) da Atividade 2, ja era possivel quduao se autoavaliasse, uma vez que foi

pedido que se calculasse o custo marginal e o ouéstiio, e ele deveria interpretar a situacao.
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Durante a aplicagdo desta atividade, os alunosegoimam alcancar os objetivos
inicialmente propostos. Além disso, outros reswisadoram obtidos, como uma melhor
compreensao de conceitos da Geometria Analitiedoecaram a ideia sobre Limites que foi
apresentada na Atividade 1.

O momento que mais chamou a atencédo dos alunoguerales se expressaram com
mais empolgacéo, foi diante da possibilidade deificad a reta tangente com mousee
ainda observar as alteracfes que surgiram na glyd#brica decorrentes das mudancas na

reta. Para melhor compreenséo do leitor, as guegtielevaram a esse raciocinio foram:

g) Clique na ferramenta “mover” e, em seguida, no @okitova o ponto pela funcdo e observe
as mudancas na equacado. Fixe a reta em outro goalquer que esteja a direita do vértice,
por exemplo, (3, 3) e escreva a equacgao resultante.

h) Quais sdo o coeficiente angular e o linear da équaessa nova reta? Ela é crescente ou
decrescente?

i) Agora, encontre uma equagéo da reta tangente Bopade f (x) = -x* + 4x no ponto (2, 4)
Qual é a equacgédo dessa reta tangente? Justifitari@ de ndo podermos afirmar que ela é
crescente ou decrescente.

j) Vamos entdo formalizar essa ideia: qual a relagfi® @ coeficiente angular da equacéo|e a
posicdo da reta tangente no plano cartesiano?

Obs.: Se voceé tiver alguma davida se a reta € mésngente a curva, entdo vocé pode “ampliar”

ou “reduzir’ muitas vezes préximo ao ponto parastatar que a reta apenas “toca” a curva nesse

ponto.

Fonte: Atividade 2.

Alguns comentérios que os alunos fizeram enquaesmlviam essas questdes

mostraram o quanto gostaram da experiéncia:

“Que legal!”

“Mas isso é muito bacana... da pra enxergar dirdii!”

Neste momento, a pesquisadora fez uma brincad@m @s alunos, dizendo:
“Cuidado, hein! Isso ndo é pra brincar, ndo!” Masih a confianca na seriedade com que os
alunos tratavam o momento, uma vez que todos oscipantes demonstravam muito

interesse nas atividades propostas.
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Com a Atividade 3, também depois que os alunosdimeos exercicios de fixagao,
eles foram submetidos a uma avaliacdo escrita,dgupnderam expor seu pensamento sobre
o conteudo. Os resultados ndo foram excelentesiitwsralunos que julgavam ter aprendido
o0 conteudo, perceberam diante da prova que essareensdo ndo estava devidamente
solidificada. Mas varios outros alunos se sairamm,béeixando inclusive resolu¢des que
indicavam o raciocinio obtido na aula pratica. @suttados das avalia¢des foram divulgados
pela professora para os alunos e houve uma discgssal a respeito de motivos que tenham
levado a tais notas. Uma possibilidade de recuperdg conteudo foi dada aos alunos, na
medida em que a professora tirou as diavidas quia aestaram e resolveu mais questdes
como fixacao.

A prova que os alunos fizeram aconteceu no Laboatie Informatica, da mesma
forma que a Atividade 2. A Figura 58 mostra um eplende uma das provas em que um

aluno obteve bom resultado:

1. (3,0) A fungio y = x*, 0 < x <3, esti representada graficamente a EDGH A area spb a curva estd Hésta <
faga o que se pede abalxo k

a) Qual é o valor da 4rea por meio da Regra dos Trapézios no VCN? __ A\ &

b) Calcule o valor da 4rea usando a Soma de Riemann no Geogebra. Qual é o valor? L OOO

¢) Qual € o erro relativo que ocorre entre os dois valores de areas obtidos acima? Con51 valor encontrado na

- questdo (b) como valor real, e lembre-se de que o erro relativo deve ser expresso em‘“/j%-(\pg/
= 0,
Resposta: _ Ea=12,000-8,125)= Oy2.5 - 139/
d) Qual dos métodos acima vocé acha mais interessante? Justifique sua resposta.
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Figura 58: Questdo 1 da prova do aluno F — cursdsndienharia de Producéo e de Matemética Licemaiatu
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Outro aluno, que serd chamado de G, deu uma respass elaborada para a questao
(1.b), ndo apresentando apenas o resultado endont#aFigura 59 apresenta a resposta do
aluno G:

Figura 59: Resposta do aluno G para a questdo-{Ebynciado: vide Figura 47.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.
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Mesmo nao tendo pedido justificativa na questab)(&lguns alunos se sentiram a
vontade para fazé-lo, demonstrando confianca cem & Figura 49 mostra outro exemplo

gue comprova essa afirmacao:
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Figura 60: Resposta do aluno H para a questéa (1.b)
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Analisando tais respostas, verifica-se que os tadosd encontrados sdo aproximados,
pois os alunos tiveram liberdade de utilizar o pdsgjue quisessem, dentro do intervalo
pedido. Como a questdo (1.a) pediu que a area sotva fosse calculada utilizando a Regra
dos Trapézios, em que o padsadambém foi de escolha do aluno, entdo os resudtado
encontrados foram diferentes. Esses diferentedtades encontrados nas questdes (1.a) e
(1.b) provocaram erros absoluto e relativo difegenta questdo (1.c); no momento em que a
professora entregou as provas corrigidas, houvehoaaliscusséo a cerca desses resultados,
guando os alunos quiseram citar suas respostdsrena como resolveram. Todos os alunos
que fizeram a prova tiveram resultados muito bgméximos a 100%, sendo que a nota
minima foi 70%.

Durante a resolucdo das questdes da Atividade Bbaratério de informética, os
alunos nao encontraram dificuldades na primeirgep&orém, um aluno em um total de 20
do curso de Matematica e 5 em um total de 43 dsocde Engenharia de Producgéo
conseguiram entender rapidamente o que era propas@uestdo 2A maioria ndo teve a
ideia de dividir a regido em duas partes: cada defsmida em um intervalo e pela funcao

conveniente. Como esse era 0 raciocinio inicich pare se resolvesse o restante da questao,
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entdo até que descobriram o que deveria ser faiguém conseguiu sair da questaal)(2.
mas depois que os primeiros descobriram e comemtara voz alta, o restante ouviu e
comentou:“Ah, € isso?”. Houve até alguns alunos que disseram ‘jamais teriam essa

ideia”. Um exemplo de resolucdo desta questédo por olutno & ilustrado pela Figura 61:

Figura 61: Questao 2 — Atividade 3, do aluno Gscute Engenharia de Producéo.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Em geral, a aplicacdo da atividade foi satisfattuima vez que a grande maioria
conseguiu entender o conteludo e a ideia propostatuNna de Engenharia de Producéo,
varios alunos disseram que ndo haviam estudadgrag@o ainda, pois s6 haviam feito a
disciplina Célculo | e estavam cursando Calculfgllando esse contetudo € iniciado). Neste
caso, foi explicado aos alunos que seria até melssim, pois eles teriam a oportunidade de
visualizar numérica e graficamente o que acontepeuma Integral, e depois aprenderiam da
forma algébrica na devida disciplina. Durante o repto das discussdes em sala (na aula
tedrica), os alunos foram interrogados se acharano@osta cansativa, interessante, etc.; 0s

comentarios foram bastante positivos, como:
“Eu ndo achei cansativa, porque prendeu minha adeng tempo todo”.

“Eu gostei! Acho até que todas as disciplinas derarser ensinadas assim”.
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Mas nem todos os comentarios foram positivos adsarverdade, muitos alunos tém
grande dificuldade com leitura e interpretacéo eldos e como a atividade exigiu muita
leitura, varios alunos ndo entendiam os enunciadagas vezes por nem terem lido,
querendo antecipar ou mesmo adivinhar o que erfapea. Isso pode ser comprovado atraves

do comentério de alguns alunos:

“Eu achei um pouco cansativa, porque era muita@gs ler”

Mencionando a interpretacdo, alguns alunos, ingysido entenderam realmente o
objetivo das aulas tedricas e praticas, pois dissaue ndao entendiam o porqué de terem
aulas tedricas, em que eram avaliados com relagz@pr@ndizado tedrico do tema, alegando

que s6 as aulas praticas eram suficientes. Uma &aro seguinte comentario:

“Se tem o computador que faz tudo, por que temedaper conta? Basta saber como que 0s

calculos acontecem e entender a resolucao, senisprate aulas tedricas”.

Com esse comentério, houve a necessidade de escldaés duvidas. Para isso, o
projeto do curso e o plano de ensino da discigbnam importantes, pois 0s objetivos foram
novamente mostrados para os alunos (isso ja hia\idesto no inicio do semestre letivo).

Os alunos do curso de Matematica estabeleceragbesia@ntre essas atividades e 0s
conteudos dos Ensinos Fundamental e Médio; ao cerdra o0s recursos graficos do
Geogebra em que puderam visualizar a aplicacdo das Somi@sidres e das Somas

Superiores, surgiram comentarios do tipo:

“Mas isso é muito legal!”

“A gente tinha que ter aprendido Calculo assim!”

“Acredito que todos os professores deveriam apriesea ideia de Integral dessa
forma.”
“Aprender Matemética assim é bem mais interessante.

“Acabei de ter uma ideia bacana pra trabalhar nosiro Médio.”

Com relacado especificamente ao ultimo comentasgse @luno optou por desenvolver
seu trabalho de fim de curso (TCC) com uma ativedapirada neste material didatico.

Inclusive, a pesquisadora foi convidada por ele g&r sua orientadora da monografia, pois
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ele queria desenvolver uma atividade investigatwhre Teoria de Func¢bes. ApOs 0 seu
comentario, surgiram outros dois alunos com o mesomvite: um optou por falar sobre o
ensino de Conicas com o uso de ferramentas conmpuigég (preferiu dVinplof) e o outro
solicitou que esta pesquisadora sugerisse algomastepara que entdo definisse sua escolha.
Apoés varias sugestdes, o ultimo aluno escolhelalinab com Limites de Funcgdes, fazendo
um estudo histérico e gréfico.

Em geral, a atividade alcancou os objetivos pragsstlém de outros que ndo foram
antecipadamente previstos, como confirma o paraguatierior. Na prova escrita, o aluno foi
questionado em uma questdo quanto ao método nund&icesolucdo de integrais que mais
Ihe agradou. A maioria optou pelo uso das SomaRidmann noGeogebra justificando a
resposta, mas houve também quem preferiu a Regrardpézios ou Regras de Simpson no

VCN, como mostram as Figuras 62 e 63:

T | 0
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Figura 62: Resposta para a questéo (1.d) na psarée do aluno X.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

d) Qual dos métodos acima vocé acha mais interéssante? Justifique sua resposta.
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Figura 63: Resposta para a questao (i.d) na pmwiiée do aluno Z.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

O aluno Z achou o método proposto cord@N mais pratico — era s6 entrar com 0s
valores nos campos certos que o programa calctuaea dando néo so6 a resposta final como
a resolucdo também — mas achoG@&ogebramais interessante, diante da possibilidade de
visualizacao grafica. Inclusive, essa opinido ddiniccom a do estudante X, que afirmou que
a visualizacao grafica torna o entendimento mait. fa

Por fim, considerando agora a Atividade 4, os auteammbém fizeram uma prova
escrita para avaliar o que aprenderam sobre o tassuvavaliacdo foi individual e constou de
duas etapas: uma parte tedrica, em sala de aoldraepratica, com o uso dos computadores.
Apés corrigir as provas, a professora apresentoa @& alunos os resultados, e iniciou uma
discussédo sobre isso; na prova do laboratériootasrforam boas, porém as notas da parte

tedrica foram razoaveis. Todos chegaram a conclgsé&amais exercicios deveriam ter sido
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passados pela professora para fixar o conteluds, a®iduas listas que totalizavam 24
questdes ndo foram suficientes. Para resolvepesibdema, o assunto foi mais reforcado com
exercicios resolvidos em sala, e o conteudo foiammnte cobrado em outra atividade
avaliativa, cujo resultado foi satisfatorio.

Com relacdo a prova escrita, havia uma perguntee solpreferéncia de cada um por
um dos métodos trabalhados: Método da Bissecatabetamento das equacdes. A maioria
conseguiu resolver a questao sem grandes problamdévidas, mas ao utilizar o Método da
Bissecdo nd/CN, houve quem sentiu dificuldades em escolher céflwitde Parada. Nesse
momento, alguns perguntaram a professora e egfan@su as perguntas sem pestanejar. As
Figuras 64 e 65 mostram dois exemplos de resoldgéguestdo da prova que cobrou

conhecimentos sobre Resolucao de Equacdes Naorkmea

2. (3.0) Scja a equagdo 3 = sen’(x) — X° +2x, sendo que x € [Wo de 0,001, calcule a raiz pelos métodos

abaixo: s :
a) MeétododaBisseciono VCN: _ = () DOOH S o o V1 idox Xl
b) Meétodo do Tabelamento da Fungiio no VCN: _ 7y - @) pm: oy "")-r r/-' AN

c) Faca o grafico da fungio no Geogebra e amphe muitas vi proximos 7_ escobnr qual dos dois valores acima é
uma melhor aproximagao. Qual € esse valor? /7
d) Suponha que vocé nio tenha um oomputador em mios\e necessite d¢€ resolver essa equagdo com uma calculadora. Qual dos

métodos acima vocé achou mais simples? Justifique.
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Figura 64: Questao 2 da prova do aluno P.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

2. (3.,0) Seja a equagdo y = sen’(x)—x° +2x , sendo que x € [0, 1] n??la iso de 0,001, calcule a raiz pelos métodos

a) :‘ib:t]xogodanssa;aonoVCN: O, OOO ‘\Q 35 .'-J) Vod

b) Método do Tabelamento da Fungdo no VCN: @) J

c) Faca o gréfico da fungiio no Geogebra e amplie muitas vezes proxunos a mﬁu’a descobrir qual dos dois valores acima é

uma melhor aproximag#o. Qual é esse valor? ( i

d) Suponha que vocé ndo tenha um computador em mios ¢ necessite de resolver essa equagdo com uma cmlmzladora. Qual dos

metodos acuna vocé achou mais simples? Justifique. /M,( po)  ANLfann AN ﬂ E (
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Figura 65: Questédo 2 da prova do aluno Q.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Conforme as Figuras 64 e 65, os dois alunos aeerntarquestdo, como a maioria da
turma (houve quem néo resolveu a questdo, deixanddranco). O aluno P (Figura 64)
ofereceu mais detalhes nas respostas que o alyfig@a 65); quanto a preferéncia pelos
métodos, ambos tém opinides diferentes: o aluncefeniu o método do tabelamento ao da

Bissecdo, por considerar o fato de que a raiz t@ageém nula. JA o aluno Q tem sua
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preferéncia pelo método da Bisse¢do por ser maiples. Mas € importante salientar que
talvez o aluno Q n&o tenha compreendido ou lidaorieém a pergunta (Suponha que vocé
nao tenha um computador...), pois afirmou que “o tesid sai de imediato” e, na realidade,
nao é bem assim.

Ao final da atividade, o comentario geral foi deecqgla era cansativa. Por mais que
tenha havido o consenso de que o aprendizado acaueseja, 0os alunos compreenderam o
conceito de raiz, de forma numérica e grafica, mrhacansativa a construcdo das tabelas,

mesmo sendo NGCN. Os comentérios a esse respeito foram:

“E muito chata essa parte de construir um monteatkelas e ficar procurando em cada uma
araiz.”
“Gostei de entender a raiz da funcao vendo no Gbmgeampliando ou reduzindo proximo
da raiz. E gostei também de entender o Método dseBéo no VCN, mas essa coisa de ficar
montando tabelas eu ndo gostei.”

Diante disso, uma vez que o procedimento sugermloegse material didatico é
justamente a construcdo de tabelas para o estu@omaergéncia, uma boa alternativa para
esse problema detectado € ndo aplicar a Atividamel@ num mesmo momento. De acordo
com essa ideia, um cronograma foi elaborado, qde per seguido para melhor adequacgéo,

em 10 horas-aulas, e que é mostrado no Quadro 10:

Tempo de aula (em Local Programacao
minutos)
02 h/a (100 minutos Sala de aula Apresentacéo do contetdo, com

revisdo do conceito de raizes e
exposi¢cao do Método da Bissecéo.

02 h/a (100 minutos)) Laboratério de Informatica Aplicacdo desta atividade
investigativa, especificamente das
guestdes 1 e 2.

02 h/a (100 minutos Sala de aula Resolucao de exercicios de fixacao,
em duplas ou grupos.

02 h/a (100 minutos)) Laboratério de Informatica Aplicacdo da questdo 3 desta atividade
investigativa, em conjunto com outrgs
exemplos tirados na lista de exercicios
de fixacao, feitos em sala de aula,
guando estes poderao ser corrigidos
também pela professora.

02 h/a (100 minutos Sala de aula Avaliacao.

Quadro 10: Sugestdo de aulas para o contBédolucdo Numérica de Equacgdes Algébricas e Tradscges
com o uso de atividades investigativas. Fonte:igoqia pesquisadora, 2009.
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Ao subdividir as questfes dessa investigagdo ers mamentos, é possivel que as
questbes da Atividade 4 possibilitem que os olpstigejam alcancados e os problemas

encontrados serdo amenizados.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

6.1. Reac0Oes observadas

As turmas que participaram desta pesquisa se aypaesm inicialmente como varios
outros alunos da area de exatas: pensavam queemnitata era um conjunto de férmulas a
serem decoradas, para serem trabalhadas em eserqie® o professor apresentava como
exemplos na sala de aula. A pesquisadora teveta der ter tido professores que nao
pensavam assim! Tanto no curso de graduacdo comamestrado, varios docentes
provocaram-na a pensar de outra forma: que a Matanéra um campo fascinante a ser
explorado com paciéncia, determinacdo e paixdo,ue para ensinar Matematica era
necessario harmonizar a emogéo com a razao.

Quanto a isso, a pesquisadora entende que o assfimido como docente deve ser
claro e objetivo. E o perfil aqui assumido € de @w&ra pessoa simpatica com o0s alunos,
exigente, mas que respeita 0 momento de cada usmdrMatematica é muito mais do que
simplesmente transmitir um conteldo, pois é prebisecar significado em cada atitude e
olhar. Assim foi construido o seu perfil de educadbaseado em uma metodologia que seja
sempre atraente para os alunos, que possa despéntaresse daqueles que mais se isolam
na sala de aula.

O trabalho com os program@&sogebrae VCN se mostrou mais significativo do que o
previsto em todas as turmas. Foi undnime a opidié&aue aprender Matematica com o
computador é tdo mais prazeroso quanto eficients, &@unos sempre comentavam que nos
cursos da area de exatas, parte da carga horaeddealisciplina deveria ser dedicada ao uso
do computador, interagindo o contelldo com softwaaegrea.

Particularmente sobre os softwares aqui pesquisataosedida que as atividades
transcorriam surgiam alguns comentérios por pasteadunos que diziam respeito a outras
disciplinas que poderiam aproveitar um e/ou outfivere em seu programa curricular.
Diante da atracdo que sentiram pelos programaspsvdstudantes (das trés turmas
participantes) incentivaram a pesquisadora a thabaempre com esse perfil, independente
da disciplina que atuasse.

As atividades incentivaram o didlogo constante pivilegiou as constantes trocas,

entre alunos - alunos e alunos - professor. Copwsquisadora era a professora da turma, foi



165

possivel observar atentamente todos os momentoemtdue apos a aplicacdo das atividades,
coletando informagfes no dia-a-dia da sala de guiacipalmente quanto ao aspecto

emocional no que diz respeito as ansiedades, ireggas, inquietacdes, entusiasmo,

satisfacao e confianca.

Com relagdo a esses sentimentos mencionados, &sdades, insegurancas e
inquietagbes observadas dizem respeito principadbn@nforma como o conteddo seria
cobrado nas avaliagcbes, uma vez que esta propstiade lado oposto dos métodos
tradicionais de ensino de matematica. Nao queméiedos ndo tenham méritos, tanto € que
essa proposta envolve um pouco da disciplina argarinal do sistema tradicional de ensino,
no momento em que ha o momento de exposi¢édo orabmtetdo pelo docente (com auxilio
de quadro e giz/pincel), também exige dedicacdo alosos na resolucdo de exercicios
extraclasse que sado corrigidos em sala pela potess ainda ha a fase de avaliacdo do
aprendizado, mas nao ha enfoque na ideia de quefespor explica/apresenta o contetdo em
sala com exemplos ou modelaso aluno repete a ideia exposta pelo professorxarcieios
de fixacdo— o professor corrige exercicios em sala de aula aluno faz uma prova escrita
elaborada pelo professor sobre o conteudo explicado professor corrige as provas e
entrega aos alunos, muitas vezes sem discutisaiiados.

Mesmo diante dos exercicios extraclasse, atravégjdais a professora possibilitou
que os alunos relembrassem a linguagem empregasainvastigacdes mateméaticas
realizadas, alguns ainda se sentiram um poucounsggara a avaliacdo escrita que fariam.
A partir desse fato, pode-se notar a existénciardemito por tras da Matematica, gerado
pelas afirmacdes de muitos professores de que dgresse assunto seria tarefa para poucos
talentosos. Nesse sentido, foi preciso tranquiliaaralunos mostrando que esse é um
aprendizado acessivel a todos que precisem e seesaem realmente, desde que haja
dedicacéo e boa vontade.

Ainda foi possivel perceber a inseguranca em alglunsos nos momentos em que
eles eram convidados a resolver algum exercicisaade aula, para posterior correcdo pela
professora. Enquanto tentavam resolver, a pesqusad observava circulando pelo recinto,
analisando as resolugdes, confirmando o que fizenasugerindo algum passo para corrigir
o raciocinio. Nesse momento, tendo respeito e atepelo desenvolvimento de cada um,
houve contribuicdo para a melhora da autoestinia,fpagalecimento da autoconfianca e para
a certeza da busca pelo aprendizado, além é daraumento da interacdo entre alunos e

professora.
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Quanto aos sentimentos de entusiasmo, satisfagéanfeanca, isso foi percebido
principalmente naqueles alunos que estavam comsaicompanhar o desenvolvimento do
conteudo. Mas esse fato chamou a atencdo porgee gago havia alunos que alegaram no
inicio do semestre que ndo tinham muita afinidam® @ Matematica, pois tinham grande
dificuldade em compreender e colocar no papel mecato necessario. Nesses casos, muito
mais do que com os alunos que afirmaram sempne tgostado do assunto, a pesquisadora
sentiu grande satisfacdo e a crenca de ter cumpn@pel de educadora.

Os didlogos em sala de aula e as observacfes deitaada turma confirmaram que o
computador (particularmente falando dos prograM@ e Geogebra é uma ferramenta
muito eficiente no processo ensino-aprendizagerMa@matica. Isso pode ser confirmado
por meio de alguns comentarios dos alunos feitds aptrabalho com Geogebrae 0 VCN
(referente as trés turmas), algumas registradasneo de respostas a um questionario
aplicado (vide Apéndice 4) e outras foram falas @bsnos durante o momento de

socializagéo.

1. Acredito que a atividade investigativa sobre ités1 contribuiu muito para meu

aprendizado, porque através dela entendi a matéria mais facilidade, além de sair

daquela coisa de sala aula, tornou a aula interessa

2. A visualizacao grafica principalmente em temeal tornou a cogni¢cdo mais l6gicg e

rapida.

3. Consegui aprender o conceito de derivadas deafeatisfatéria.

4. Acredito que a atividade no laboratdrio em cotgucom a explicacdo da professora

contribuiram para meu aprendizado.

5. Gostei muito das atividades no laboratério d®rinatica e penso que todas| as

disciplinas deveriam ser assim.

6. Como ponto positivo para a atividade sobre lemie Taxas de Variacdo vejo a
visualizacdo numérica e gréfica, com modificacacempo real, e como ponto negativo é

que necessita de um bom laboratério e mais temi@ogpeio.
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7. Uma maior carga horéria e a utilizacdo de mé&ddalio visuais em tempo real como o
proposto aumenta a capacidade de aprendizado.

8. Ponto positivo para a atividade sobre Limiteaxas de Variacdo e Resolucédo de
Equacdes Algébricas e Transcendentes: sairmos tola e sempre sala de aula, Uma
forma de complementar o ensino mostrando na pra&raputacional como realizar
exercicios matematicos. Ponto negativo: é maisiddé memorizarmos férmulas, devido

elas ja estarem anexadas no programa.

9. Aprender integral dessa forma é muito mais @s®ainte, porque a gente consegue Ver o

que esta acontecendo.

10. Eu ndo vou conseguir mais ensinar Matemagcaulra forma, pois percebo que as
atividades investigativas prendem muito mais acgéerdo aluno, fazendo com que|ele

tenha mesmo que pensar.

11. Adorei aprender calculo com o computador, espeue hoje em dia ja ndo da para ser

de outra forma.

I~

12. As atividades foram um pouco cansativas poegigeem muita leitura e interpretac

o
o

mas depois que a gente entendia o que era pra figaga facil.

13. A atividade que senti mais dificuldade foi resalucdo de equagbes porque [nao
conseguia entender quando era pra parar de contstb@las e achar a raiz. Mas depois

gostei porque ainda aprendi a tabelar melhor umeéai

Quadro 11: Comentarios de alguns alunos a respagi@tividades investigativas e do uso dos saodsvar
Geogebrae VCN Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

As afirmagbes acima foram dadas como respostas yrarauestionario sobre as
atividades investigativas que fizeram e em momedtoante a aplicacdo das atividades no
laboratorio.

E importante frisar que as atividades cons@ogebrae o VCN criaram nos alunos
uma maior confianga e entusiasmo com a Matemd4iia, passaram a encara-la como mais

agradavel e importante.
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6.2. Sugestdes e comentarios

Através das ideias expostas nos capitulos antsriarenduzir o aprendizado da
Matematica adotando como ferramenta metodolégicaomputador € um fato real e
importante. Diante do grande avanco tecnolégicogama cada dia surgem mais novidades
principalmente na area da informética (e essa é wgakdade vivenciada por essa nova
geracdo de estudantes), ndo é possivel que awiigis de ensino figuem para tras. E
preciso acompanhar o ritmo do desenvolvimento coanmontade e atencao!

O trabalho com atividades investigativas em Mateaaiferece muitas possibilidades
de crescimento para todos: enquanto o estudantstréprseu aprendizado, o professor
melhora seus métodos de ensino e cresce profissiente. Na medida em que os alunos
experimentam novas possibilidades de aprendizadeagem positivamente, o docente,
sujeito observador e sempre pesquisador, tem atumpdede de desenvolver novas
metodologias e aperfeicoar suas técnicas de ensgialiorando assim o seu desempenho
profissional.

No momento em que o docente acredita no que fazledica ao trabalho, entéo ele ja
tem grandes chances de obter sucesso com seuss.akista pesquisadora € realmente
apaixonada pela docéncia e se empolga a cada Mosmod® satisfacdo que observa em seus
alunos; perceber que a maioria aprendeu o contediltka uma sensacao de dever cumprido e
a vontade de fazer algo por aqueles que ficarafardalesse grupo.

Neste sentido, os resultados obtidos com o matdiddtico foram de grande valia
para nosso desenvolvimento profissional. Cada palpesitiva vinda dos alunos dava a
certeza de estar no caminho certo, e cada palaurexpresséo) negativa gerava a vontade de
corrigir o erro detectado.

Uma das principais constatacdes foi quanto a cégaria das disciplinas. A
pesquisadora ja lecionou (também em outras ingliGés) com varias outras disciplinas na
area de exatas, e dentre todas, apenas a de Cdloumiérico tinha carga horéaria definida para

pratica no laboratdrio de informatica.
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Tabela 6: Carga horaria de algumas disciplinas emug esta pesquisadora ja atuou.

S o Carga horéria Carga horéria,d_e pratica
Disciplina (em ordem alfabética) total no'labora:[o_rlo de
) informatica
Algebra Linear 80ha | 0 e
Célculo com Geometria Analitica 64hla | = -
Célculo | 80hla | = e
Calculo 1 80h/a | 0 e
Célculo Il 80h/a | = e
Célculo Numérico 48 h/a 16 h/a
Espacos Métricos 72h/fa | e
Estatistica 80h/la | = e
Fundamentos da Matematica 80h/fa | -
Geometria Euclidiana 72hla | e

Fonte: dados da pesquisadora.

As disciplinas acima foram trabalhadas nos cursesMatematica Licenciatura,
Engenharia de Producdo, Sistemas de Informacdo endlbgo em Andlise e
Desenvolvimento de Sistemas, em cinco instituig@iésrentes. As cargas horarias totais
mencionadas dizem respeito as aulas teoricas eandsabula, sendo que os momentos de
pratica no laboratério ocorreram como programagéurd dessa carga horaria. Ao iniciar o
curso de Mestrado, novos recursos didaticos foranhecidos, dentre eles as atividades
investigativas e os softwar€seogebrae VCN, e a partir dai, foi possivel perceber que o
computador pode ser um grande aliado do professoaulas de Matematica; assim, houve a
busca por inserir em cada introducdo de novo cdoteima atividade que tivesse um desses
softwares como apoio. Depois desses novos conhetms)efoi possivel inserir nas
disciplinas uma carga horaria especifica, como radstna Tabela 7:

Tabela 7: Disciplinas que esta pesquisadora ja trathou com pratica de laboratério, com planejamento

pessoal.
Disciplina Carga horaria total Carga horaria d,e _pratlca
de laboratério
Célculo | 80 h/a 10 h/a
Céalculo conj_Geometrla 64 h/a 04 h/a
Analitica
Estatistica 80 h/a 15 h/a
Fundamentos da 80 h/a 10 h/a
Matematica

Fonte: arquivos da pesquisadora.



170

Os resultados obtidos com esta pesquisa posmiaith a formulagcdo de algumas
ideias que poderiam contribuir para a melhoria deir® de Calculo e varias outras
disciplinas, tais como Fundamentos da Matematiemn@tria Analitica, Algebra Linear e

Geometria Euclidiana:

a) Que cada disciplina tenha parte da carga horasandela a atividades no laboratorio
de informatica, assim como acontece com Calculo &fiom;

b) Como a carga horaria de laboratério sera previstaptano de ensino, entdo o
professor deverd também avaliar os alunos nesseentos. Podera, por exemplo,
passar a eles uma atividade avaliativa que deeen@solvida no computador;

c) Que o professor de matematica use sempre em slass aividades investigativas,
para que os conceitos e definicbes sejam construédodo decorados. Assim, o
conhecimento matematico sera assimilado de formm&ralae como consequéncia de

um processo de construcao.

As sugestdes acima foram elaboradas a partir gegiércias vivenciadas através dos
resultados desta pesquisa. Como informacbes palabaracdo de tais sugestbes, foram
considerados 0os materiais constantes no arquiyuesiguisa que, apés os devidos estudos e
analises, possibilitaram que se chegasse a taifusdes.

Outra consideracdo importante a ser feita € comcdel ao ensino do contetdo
Resolucdo de Equacdes. O Método da Bissecdo énteastmples e poderia ser incluido nos
livros didaticos do Ensino Fundamental e Ensino ibléB do conhecimento de todos os
professores que lecionam em cursos de graduacacedade Ciéncias Exatas que a grande
maioria dos alunos s6 consegue resolver equac@Esale2° graus, e quando muito, algumas
equacdes exponenciais e trigonométricas simpleanduha a necessidade de se enfocar uma
equacgao nao-linear, a maioria afirma nunca teovisnhum exemplo do tipo. Sendo assim,
esse método simples de resolucdo de equacdesnguieeeapenas o calculo de ponto médio
entre dois pontos, poderia ser ensinado durantduad€do Basica, claro que com exemplos
que estivessem a altura da maturidade de cada série

Com isso, os alunos que pretendem seguir carraidren de exatas ndo se sentiriam
tdo surpresos ao chegar no Ensino Superior e sgadepm as equacdes algébricas (de grau
maior do que 3) e transcendentes, uma vez queicagid destas na vida real é bastante

ampla.
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6.3. Outras pesquisas possiveis

Essa pesquisa trata de quatro atividades investigatjue envolvem conteudos do
Célculo Diferencial, Integral e Numérico. Cada iatade foi elaborada com o objetivo
principal de fazer com que o aluno construisse mhecimento sobre o assunto a partir de
investigacoes realizadas nos softwaengebrae VCN O conjunto das atividades faz parte
do produto final, mas existe a consciéncia de gleescada uma das atividades poderia ser
desenvolvida uma pesquisa a parte.

Assim, analisando essa proposta de material dajdéionedida que o estudo sobre
cada atividade era desenvolvido, percebeu-se qie waa poderia ser aberta num grande

leque:

a) Construcédo da ideia e da definicdo de limitesuma nova pesquisa poderia ser
desenvolvida se esse assunto fosse mais aprofundadexemplo, uma pesquisa s6
com funcdes com a variavel tendendo ao infinitotfraotsomente com funcdes
racionais, outra com fungdes trigonométricas, estlelimites laterais, etc.;

b) Taxas de Variagdo:na Atividade 2, o enfoque foram as taxas médis®manea de
variagado com a construgao do conceito de derivatssim, esse pode ser um tema de
pesquisa, com o estudo da aplicacdo das derivad@évendo maximos e minimos,
pontos criticos, equacgdes diferenciais, etc.;

c) Métodos numéricos de resolucdo de uma integrakssa pesquisa privilegiou a
resolugdo de integrais por métodos numéricos, nmmsatvidades elaboradas
envolveram apenas o calculo de areas. Novos espafteriam ser desenvolvidos
com o uso doGeogebrae VCN envolvendo também o célculo de volumes,
comprimento de arcos, etc., além é claro do deseémento das formulas algébricas
de resolucédo de integrais, partindo do Teorema&muedtal do Calculo;

d) Resolucdo de equacdes algébricas e transcendentastros métodos de resolucao
poderdo ser explorados, como o método de Newtoa Seatante. Além destes, a
resolucdo por meio do tabelamento das equacfesrdpede mais estudado e o
método, aperfeicoado;

e) Outros temas:o estudo dos softward4CN e Geogebrageraria, cada um, uma vasta
pesquisa. Estudos sobre as varias funcdes, com cemogortamentos numeérico e

grafico; o estudo da geometria analitica; a exgliwade fracdes e numeros decimais;
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o0 estudo dos teoremas e propriedades da geometiaiana plana; o estudo da
geometria taxi; enfim, estes sdo apenas algunyd@iss assuntos que poderiam ser

desenvolvidos com atividades investigativas teratoabase estes softwares.

6.4. ldeias finais

Diante de toda a pesquisa, ficou a grata conse@é&heique os resultados alcancados
foram superiores ao esperado. No que diz respeitmnapreensdo inicial da ideia de
Convergéncia de fun¢des continuas e discretaspalgunos demonstraram terem alcancado

esse entendimento, como mostram as Figuras 66 a 69:

Figura 66: Resposta de um aluno sobre o que enfrdeéonvergéncia de funcdes continuas e discretas.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.
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Figura 67: Resposta de um aluno sobre o que enfrdéonvergéncia de fungdes continuas e discretas.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.
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Figura 68: Resposta de um aluno sobre o que enfrdeéonvergéncia de funcdes continuas e discretas.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.
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Figura 69: Resposta de um aluno sobre o que enfrdéonvergéncia de fungdes continuas e discretas.
Fonte: arquivo da pesquisadora, 2009.

Considerando a sequéncia didatica proposta, goengosta pelas Atividades 1, 2, 3 e
4, de acordo com a organizacdo da Engenharia Di&jaé possivel fazer as seguintes

observacoes:



a)

b)

d)
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Para que uma pesquisa deste tipo alcance o sutess®us objetivos, é essencial que o
pesquisador acredite realmente na proposta, paiec¢sao de adotar uma estratégia de

mudanca precede o desenvolvimento da compreensaw afirma Zabala (2007, p. 15);

O computador de fato atuou como importante ferramero que diz respeito a
experimentacdo para os alunos, conforme acentudaBdas atividades, além de
naturalmente trazerem a visualizacdo para o ced&roaprendizagem matematica,
enfatizam um aspecto fundamental na proposta pegdagdda disciplina: a
experimentacdo” (BORBA, 2001, p. 304)

Estas atividades proporcionaram a professora e afio®s intensos momentos de
aprendizado, favorecendo nao apenas o ensino-apaged do contelldo como também
contribuiu para o estreitamento da relacdo de ataieaconfianca entre todos. Os alunos
adquiriram mais autoconfianga, interesse em aprem@eitonomia, e esta pesquisadora
ganhou seguranca e autodesenvolvimento ndo apares@ntinuar com essa pesquisa,
como também com sua carreira profissional. Nestéidge foi confirmada a fala de
Lachini, sobre o fato de professor e alunos seatem “construtores e re-construtores do
conhecimento” (LACHINI, 2001, p. 179);

Ainda de acordo com Lachini (2001, p. 147), “é peaue o estudante pense sobre o
significado geométrico e numérico do que esta fdgénCom estas atividades,
constatou-se que houve sucesso com o aprendizadcotbeldos propostos, pois ao
longo deste trabalho, esse foi um dos principaistqso positivos identificados pelos
proprios sujeitos da pesquisa. A visualizacdo gaafiem conjunto com o estudo
numérico (principalmente por meio do tabelaments figc¢ées), foram os elementos

principais na experimentagao que aconteceu,

Algumas fases da Engenharia Didatica foram obses/at se considerar as atividades

desta sequéncia:

i. Analise preliminar: a professora-pesquisadora esteve atenta a todoneento nao
apenas a resolucdo das atividades, mas também rapodamento dos sujeitos
envolvidos. As opinides de todos foram de fundaalentportancia, como pode ser
verificado ao longo do trabalh@ houve também a busca pela compreensédo da

realidade de cada turma com relacéo a respectiivdaate, ou seja, compreender se a
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atividade que seria aplicada tinha sentido paraadidade em que o aluno estava

inserido;

ii. Concepcéao e analisa priori: as variaveis de comando identificadas ao longtedes
trabalho sao:

a. Importancia da leitura e interpretagéo correta;

b. Desenvolvimento da autonomia;

c. Facilidade para trabalhar em grupo;

d. Desenvolvimento da expressao oral,

e. Desenvolvimento do raciocinio l6gico-dedutivo, pmeio da experimentacéo,
seguida da generalizacdo, abstracéo e producagrdicados (LINS; GIMENEZ,
2006);

f. Aprendizagem do conteddo proposto, por meio darerpeatacao e visualizagao,
numeérica e grafica.

iii. Aplicacdo da sequéncia didaticap momento da execuc¢do do projeto foi valorizado
ao maximo a partir da observacdo atenta das résmsduclas atividades e do
comportamento individual e em grupo de cada suj€li@as informacdes foram
registradas por meio de gravacdes e anotacOes,ocmim que se considera ser um
‘relatorio informal de pesquisa’ (que foi utilizadeste trabalho ao longo do texto);

iv. Andlise a posteriori por fim, o material obtido com a aplicacdo da gegia foi
estudado, com atencédo aos detalhes e informac@esals julgadas imprescindiveis
para a conclusdo desta pesquisa. O tratamentoataohdormacdes foi qualitativo, a
medida que cada sujeito foi considerado como umaeiéo particular dentro do
universo que compunha o cendrio aqui apresentapartizipacdo de cada sujeito foi

registrada e analisada formando o resultado final.

Novamente sera citada a fala de Pais (2001, p.ql@)afirma que “aalidacédo dos
resultados € obtida pela confrontacdo entre ossdabliiddos na analise priori e a posteriorj
verificando as hipéteses feitas no inicio da pesjuisendo assim, € importante agora frisar
que, diante da analisepriori e das informacdes obtidas na an&igesteriori ha condi¢bes

de responder a pergunta inicialmente proposta pesiguisa:
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Os softwares livresVCN e Geogebrgpodem contribuir para o aprendizado dos conceitos
de Limites, Taxas de Variacdo, Integracdo Numéricae Resolucdo de Equaces
Algébricas e Transcendentes, de modo que ao fina¢ dodas estas atividades o estudante

tenha compreendido a ideia inicial sobre Convergéimede funcdes continuas e discretas?

Diante das informacdes aqui coletadas e regigtradastradas ao longo do capitulo
referente a andlise das atividades, pode-se afiguathouve sucesso com o aprendizado dos
conceitos de Limites, Taxas de Variacdo, Integhtsnéricas e Resolucdo de Equacbes
Algébricas e Transcendentes; cada uma em seu denadtento e na turma conveniente, ao
final, os alunos conseguiram demonstrar uma compé&e da ideia inicial sobre a
Convergéncia de funcdes continuas e discretas.uémgue esse é um assunto que fara parte
de estudos futuros dos alunos, entdo essa comgceansial podera contribuir para que o0s

estudantes utilizem tal conhecimento no momentaetopo.



176

REFERENCIAS

BARROSO, Leb6nidas Conceicao. et &alculo Numérico com Aplica¢cdes.Sdo Paulo:
Editora Harbra, 1987.

BORBA, Marcelo de CarvalhoPesquisa qualitativa em educacdo matematicaBelo
Horizonte: Auténtica, 2006.

BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Miriam Godadwnformética e Educacgéo
Matematica. Belo Horizonte: Auténtica, 2001.

BRASIL. Ministério da Educacaddistoria. Disponivel em: <http://pde.mec.gov.br/index
Acesso em: 07 dez. 20009.

CAJORI, FlorianUma Histéria da Matematica. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna, 2007.

CARNEIRO, Vera Clotildes GarciaContribuicbes para a formacdo do professor de
matematica pesquisador nos mestrados profissiamédiz na area de ensinBevista
BOLEMA: Boletim de Educacdo Matemética,v. 21, n. 29, p. 199-222, 2008.

EDWARDS JR., C.H.; PENNEY, DCalculo com geometria analitica4. ed. Rio de Janeiro:
Prentice-Hall do Brasil. 1997. v. 1.

FERREIRA, Aurélio Buarque de Holand@. minidicionario da lingua portuguesa.4. ed.
rev. Ampliada. Rio de Janeiro: Nova Fronteira, 2001

FINNEY, Ross L.Calculo de George B Thomas Jrl10. ed. Sdo Paulo: Pearson Addison
Wesley, 2002. v. 1.

FIORENTINI, Dario (Org.).Formacédo de professores de matematicaxplorando novos
caminhos com outros olhares. Sdo Paulo: Mercadetias, 2003.

FIORENTINI, Dario. Alguns modos de ver e concebeensino da mateméatica no Brasil.
Zetetiké, Campinas, Ano 3, n. 4, p. 1-37, 1995.

FIORENTINI, Dario; LORENZATO, Sérgidnvestigacdo em educagdo matematica. ed.
Sao Paulo: Autores Associados, 2007.

FROTA, Maria Clara Rezende, BORGES, OtoRé¢rfis de Entendimento sobre o Uso de
Tecnologias na Educagio Matematican: ENCONTRO DA ASSOCIACAO NACIONAL
DE POS-GRADUACAO E PESQUISA EM EDUCACAO, 27, CaxambMG, 2004.
Sociedade, Democracia e EducacaRio de Janeiro: ANPED, 2004.

FROTA, Maria Clara Rezende. Estilos de aprendizageatematica e autocontrole do
processo de aprendizagem. In: FROTA, Maria ClaraeRaée; NASSER, Lilian (Org.)
Educacdo Matemética no Ensino SuperiorRecife: SBEM, 2009, p. 63-84.

GEOGEBRA.Wikipédia. Disponivel em: <http://pt.wiki@ia.org/wiki/Geogebra>. Acesso
em: 13 ago. 2009.



177

GONCALVES, Horténcia de AbretManual de metodologia da pesquisa cientificaSao
Paulo: Avercamp, 2005.

HUGHES-HALLETT, Deborah. et aCalculo. Rio de Janeiro: LTC, 1997. v. 1.

INDICE DE DESENVOLVIMENTO DA EDUCACAO BASICA Apresentacdo.Disponivel
em: <http://portal.mec.gov.br/idebAcesso em: 21 ago. 20009.

LACHINI, Jonas. Subsidios para explicafracassode alunos em Calculin: LAUDARES,
Jodo Bosco; LACHINI, Jonas (OrgBducacdo matemética a pratica educativa sob o
olhar de professores de calculo. Belo HorizonteMRRC, 2001. p. 146-189.

LAUDARES, Joao Bosco; MIRANDA, Dimas Felipe. Infoatizacdo no ensino da
matematica: investindo no ambiente de aprendizagetetikeé, Campinas, v. 15, n. 27, p.
71-88, 2007.

LIMA, Elon Lages.Analise real.Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos, 200

LINS, Romulo Campos; GIMENEZ, Joaquiferspectivas da aritmética e algebra para o
século XXI. Sdo Paulo: Papirus, 2001.

LORENZATO, Sérgio (Org.)O Laboratério de ensino de matematica na formacéo el
professores.Sao Paulo: Autores Associados, 2006.

MATUCK, Fadua. Pisa 2006: resultado do Brasil destecomparado ao de paises com
realidade semelhant®. Globo, 04 dez. 2007. Disponivel em: <http://moglobo.glabm/
integra.asp?txtUrl=/educacao/mat/2007/12/04/32728&&p>. 2007. Acesso em: 21 ago
2009.

MIRANDA, Dimas Felipe; LAUDARES, Joao Bosco; ALMER) Trajano Coutinho de.
Matematica aplicada as ciéncias gerenciaiBelo Horizonte: FUMARC, 1987.

PAIS, Luiz Carlos.Didatica da matematica: uma analise da influénciaréncesa. Belo
Horizonte: Auténtica, 2001. (Colecédo Tendénciaselucacdo Matematica).

PONTE, Jodo Pedro da; BROCARDO, Joana; OLIVEIRA, liddé Investigacdes
matematicas na sala de aulaBelo Horizonte: Auténtica, 2006.

SANT'ANA, Marilaine de Fraga; TEDESCO, Priscila. dussbes das nocdes de limite e
infinito. Educacdo Matematica em RevistaAno 11, n. 17, p. 47-51, 2004.

SANTOS, Vitoriano Ruas de Barro€urso de calculo numérico.Rio de Janeiro: Livros
Técnicos e Cientificos, 1974.

STEWART, Jame<Calculo. 6.ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2009. v. 1.

ZABALA, Antonio. A pratica educativa: como ensinarSao Paulo: Artmed, 2007.



178

APENDICES

APENDICE A: Atividade 0 — Primeiras Experimentacdes...

Esta atividade tem o objetivo de fazer com queuaakexplore a representacdo gréafica de Funcoes.
Para isso, utilizaremos o software Geogebra cona dista de exercicios que tem o carater de
sequéncia didatica. Vocé devera ler com atencaquastdes e, apds resolvé-las, faca uma andlise
geral dos conteudos apresentados, para que acont@gamelhor assimilacdo. Bom trabalho!

Prof? Yara.

1. Digite na caixa Entrada os pontos (0, 3) e ( -)3,Hn seguida, cligue na 32 caixa do menu e
escolha a ferrament®&eta definida por dois pontos”. Qual € a equacao que é representada por esta
reta? Escreva-a riarma geral e também néorma reduzida.
Equacéo:
Forma geral:
Forma reduzida:
Essa funcéo é crescente ou decrescente?

2. Clique na 12 caixa do menu, ou seja, em “Moverligue no ponto A. Mova esse ponto com 0

mouse, levando-o até o ponto (0, 4).
Qual é a nova equacdo da reta?
Essa funcdo continua crescente? () Sim ) Nao

3. Agora, cliqgue novamente no ponto A e mova-o atésicfo (3, 0) — observe na Parte Algébrica o
ponto mudando de valor!
O que aconteceu com a reta?

Qual é a nova equacdo da reta?
O que podemos afirmar agora sobre a situagdoscente” ou “decrescente”?

4. Mova agora o ponto A até um ponto qualquer qugaeat®ixo do eixo X.
Escreva as coordenadas do ponto em que vocé parou
Qual é a equacéo dessa reta?

s

Essa funcdo agora ¢é crescente ou decrescente®ifigies sua resposta.

5. Abra nova janela. Digite na caixa Entrada as fusg@i®ixo. Para cada uma vocé devera anotar as
raizes e o ponto de intersec¢cdo com 0 gixo
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1)y =3x*-5x+9
2)y = =2x° +5x
3)y=-x*—2x+3

----------------------------------------------------------------

________________________________________________________________

anterior, responda as questdes abaixo:

a) Encontre as coordenadas do vértice de cada ung dela

b) Chamamos de Concavidade da Parabola, o lado paral a parabola esta voltada. O que podemos
afirmar entdo sobre a concavidade das pardbolas etpsacoes de 1 a 3 acima?

c) E observe as equacdes acima. Qual a relacdo qeespodstabelecida entre a concavidade e as
equacbes?

d) Consideremos, por exemplo, as equacfes 1 e 3 guamea essa analise. Para cada uma das
equacdes, 0 que as raizes tém a ver com as codadetha vértice? Analise e escreva a sua conclusao.

7. Encerre essa tela e abra outra. Faca a construgficagdas funcBes abaixo, se atentando para as
questdes a seguir:

a)y=5"
* Essa funcdo admite raizes? Justifique.

* Ela é crescente ou decrescente?
* Qual é: D(f) =

i) =
by y= @

* Essa funcdo admite raizes? Justifique.

* Ela é crescente ou decrescente?
* Qual é: D(f) =
Im(f) =

c) y =1g(x) (logaritmo de x na base 10).
* Essa funcdo admite raizes? Justifique.

* Ela é crescente ou decrescente?
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* Qual é: D(f) =
Im(f) =

d) y =1g(x)/1g(1/2)
* Essa funcdo admite raizes? Justifique.

* Ela é crescente ou decrescente?
* Qual é: D(f) =
Im(f) =

Orientacdo 2:A funcdo y = 1g(x)/lg(1/2) é uma outra forma de escrever o logaritma de base Y2

. Para isso, usamos a propriedddaedanca de Baseem logaritmos, porque o Geogebra soé
compreende logaritmos na base 10. Entdo, vamasirdessa propriedade:

Mudanca de Base: o logaritmo dea na base b pode ser escrito também como
log(a)/log(b) desde quea# 0,b# 0,a> 0 eb > 0. Em linguagem matematica, escrevemos assim:

log,a=

8. Agora, represente graficamente as funcdes trigotiaragé abaixo, observando bem a diferencga
entre as suas representacfalsserve raizes, pontos de maximo e minimo, dominionagens)
Sugestdo: deixe as funcdes numa mesma tela (nummanpkno cartesiano), colocando cores
diferentes nas fung@es, para que vocé possa cottagara

a)y = sern(x)
)y = cos)
0y =19(x)
ii) Cliqgue em “Mover” e em uma das fun¢des. Mavluncao um pouco para cima e observe a

mudanca na equacao; em seguida, mova para bax@eg lados, sempre observando as mudancas
ocorridas na equacéao.

Orientacdo 3:0 Geogebra s6 compreende as fung¢des trigonongs@&®, cosseno e tangente. Mas
h& outras: secante, cossecante e cotangente.dspoepessas sao transformacbes das funcdes seno,
cosseno e tangente. Entéo, saiba que:

1 1 cos
! cosseck) = cotang(x) =—— = cosk)
cos(x) senx) tg(x) senx)

secf) =

9. Vamos estudar agora outras fungfes transcendetéesdas citadas acima e, para cada uma delas,
vocé devera fazer o mesmo que foi pedido na quésa&oma:

a,)seck) a,) cosh)
b,) cossec() b,)senl{x)

c,)cotg(x) C,)tgh(x)




181

APENDICE B — Provas aplicadas as turmas de Engenhiarde Producéo e Matematica
Licenciatura

Curso: — Disciplinalé@do Numérico — Prof® Yara
Nomes:

Data: 25/11/2009 — 10 pontos — Prova A

1. (3,0) A funcdoy = x*, 0< X < 3, esta representada graficamente abaixo. A area sabva estéa

destacada; faga o que se pede abaixo:
a) Qual é o valor da é&rea por meio da Regra dospéfmas no VCN?

b) Calcule o valor da area usando Somas de RiemannGeogebra. Qual é o valor?

¢) Qual é o erro relativo que ocorre entre os daleres de areas obtidos acima? Considere o valor
encontrado na questdo (b) como valor real, e leisdbide que o erro relativo deve ser expresso em
%.

Resposta:

d) Qual dos métodos acima vocé acha mais interessanstifique sua resposta.

2. (3,0) Seja a equacay = x* —3x + ser(x), sendo quex 0 [0, 1] e com uma precisdo de 0,001,
calcule a raiz pelos métodos abaixo:

a) Método da Bissecao no VCN:

b) Método do Tabelamento da Funcao no VCN:

¢) Faca o gréfico da funcdo no Geogebra e amplie mudaes proximos a raiz, para descobrir qual
dos dois valores acima €é uma melhor aproximacdo.al Q& esse valor?

5% —2%x, =3
3. (1,0) Resolva o siste X% pelo método de Jacobi, com< 0,001. Quantas iteracdes
X +3x, =4
foram feitas e qual e 0 resultado encontrado?

4. (3,0) Considere a funcdo= (x — 2,5). No entanto, ao buscar a raiz pelo método dadfisseom a
precisdo de 0,0001 no intervalo [0, 3] encontraapenas uma aproximacao.
a) Qual é o valor dessa aproximacdo pelo método Riasecdo, no VCN?

b) Agora, faca o tabelamento da fungémmnecanda@omh = 0,1 e escreva qual € a raiz da fungéo
com a precisdo acima citada.
c) Observe que o valor encontrado € bem diferdsg@ele encontrado com o Método da Bissecao.
Entdo, vocé devera voltar ao Método da Bissecawmeéifitar 0 passo até obter o valorais
préximo possivedo resultado da questdo (b) acima. Qual é essg wahual foi a precisdo
necessaria para encontrar esse resultado?
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Curso: — Disciplina: CatctNumérico — Prof? Yara
Nomes:

Data: 25/11/2009 — 10 pontos — Prova B

1. (3,0) Para a fungay = Jx,0<x<3eh=05, faca o que se pede abaixo:
a) Qual é o wvalor da area por meio da Regra dospéZi@s no VCN?

b) Calcule o valor da area usando a Soma de RiemnmnnGeogebra. Qual é o valor?

c) Qual € o erro relativo que ocorre entre os daleres de areas obtidos acima? Considere o valor
encontrado na questdo (b) como valor real, e leisdbide que o erro relativo deve ser expresso em
%.

Resposta:

d) Qual dos métodos acima vocé acha mais interessaustifique sua resposta.

2. (3,0) Seja a equacdo= serf(x) — x* + 2x, sendo que O [0, 1] e uma precisdo de 0,001, calcule
a raiz pelos métodos abaixo:
a) Meétodo da Bisse¢do no VCN:
b) Método do Tabelamento da Funcéo no VCN:
c) Faca o grafico da funcdo no Geogebra e amplie séaes proximos a raiz, para descobrir
qual dos dois valores acima € wuma melhor aproximac®ual € esse valor?

d) Suponha que vocé ndo tenha um computador em end@sessite de resolver essa equagédo com
uma calculadora. Qual dos métodos acima vocé achmis simples? Justifique.

5% —2x, =1
3. (1,0) Resolva o sistem 1T pelo método de Jacobi, coma < 0,001. Quantas
-X% +3X,=5

iteracOes foram feitas e qual é o resultado enado®

4. (3,0) Considere a funcdo= (3,6 — 3xJ. No entanto, ao buscar a raiz pelo método daddisseom
a precisdo de 0,0001 no intervalo [0, 2] encontsapenas uma aproximagao.
a) Qual é o valor dessa aproximagdo pelo método Riase¢cdo, no VCN?

b) Agora, faca o tabelamento da fungémmnecanda@omh = 0,1 e escreva qual € a raiz da fungéo
com a precisdo acima citada.
c) Observe que o valor encontrado é bem difedan@ele encontrado com o Método da Bissecao.
Entdo, vocé devera voltar ao Método da Bissecawmdifitar o passo até obter o valorais
préximo possivedo resultado da questdo (b) acima. Qual é essg wahual foi a precisdo
necessaria para encontrar esse resultado?
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APENDICE C — Prova aplicada para a turma de Sistemsde Informacéo

Curso: Sistemas de Informacédo — Disciplina: Calculoom Geometria Analitica
Prof? Yara —22 Avaliacdo Semestral — Valor: 25,0 pos — Prova A
Nome: - Data: 05/11/2009

1. (3,0) Abaixo temos algumas expressdes e alguapassentacdes graficas. Vocé devera
relacionar cada uma a sua respectiva represengagfica, indicando abaixo de cada gréfico

(eixo vertical =y e eixo horizontal X) a expressao correspondente:
2 2

a)  y=-x*+7x-6  b)y=sen2x) c)%ﬂéz

d) x> +y* =16 e)y:(gJ f) y=x%-4x* +x

o
W/

f}!« ;u 1 2 /4\5 é/
IAVARY

1. (4,0) Para as expressfes acima, vocé deverd esdodmedelas para dizer quais sdo 0s
conjuntos dominio e imagem.
Expressdo:

Dominio:

Conjunto Imagem:
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Expressdo:
Dominio:
Conjunto Imagem:

2. (4,0) Analisando a funcao abaixo representadapreispas questdes:

1) Qual é o limite da fungdo quando x tende a -1 estperda?

2) Qual € o limite da funcdo quando x tende a -1 gietata?

3) Qual é o limite da func&o quando x tende a -1?

4) Obtenhaling+ f(x)= 'lin; f(x)= . O que podemos

dizer sobrelirr} f(x)?

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.

3. (5,0) Suponha quh’mk f(x)=-3 e Iirrll g(x) = 4. Determine:
a) Iirrll(3.f (X) —2.9(x)

b)Iin"Il f(x)?

C |inq___£1£§2___

k£ (%).9(x)
d)lim((f (9 +2.9())-f (%))

+
4, (5,0) Dada a fun¢ad (x) = X—l comx # 0, comprove quding f(X) = e
X X - 0+

lim f(X) = -, seguindo o que se pede abaixo:

X-0-
a) Construa uma tabela com valores proximos aer@)zpela direita e pela esquerda (use no minimo
4 pontos de cada lado).
b) A representacéo grafica da funcdo é a que sdzairo. Com base nesse gréafico e analisando a lei
de formacao da funcéo, ela tem alguma assintoti@al@rQual?
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Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.
c¢) Analisando a tabela que vocé montou, particidatmreferente ao O (zero) pela direita, o que vocé
pode dizer quanto a convergéncia dos valores?

5. (4,0) Calcule os limites abaixo:

a)limi:
X-2X—2

b)lirrcl) 2x—1:

c)IXiEnz(x2 —4x+2)=

2—
d)lim 229 -
x-3 X—3
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Curso: Sistemas de Informacao — Disciplina: Céalculeom Geometria Analitica
Prof2 Yara —22 Avaliacdo Semestral — Valor: 25,0 paos — Prova B
Nome: - Data: 05/11/2009

1. (3,0) Abaixo temos algumas expressoes e alguepassentacdes graficas. Vocé devera
relacionar cada uma a sua respectiva represengagfica, indicando abaixo de cada gréfico
(eixo vertical =y e eixo horizontal x) a expresséo correspondente:

X X2 y2
a =2x-7 b) y=cos — C)——+-=—=
) Y= )y {3) I
d) 4x*> +9y® = 36 e) y=log, x f) y=—3:L
2 X—=

N

ZERN

D
Y,

2. (4,0) Para as expressdes acima, vocé deverh@&sdaas delas para dizer quais sdo 0s
conjuntos dominio e imagem.
Expressao:
Dominio:

Conjunto Imagem:

Expressao:
Dominio:

Conjunto Imagem:
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3. (4,0) Analisando a funcdo abaixo representadponda as questdes:

a) Qual é o limite da funcéo quando x tende a -1 pstperda?

b) Qual é o limite da funcdo quando x tende a -1 gie&ta?

c) Qual é o limite da funcdo quando x tende a -17?

d) Obtenhalirrll+ f(x)= , Iirrll_ f(x) = . O que podemos dizer

X—

sobrelin} f(x)?

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.

4. (5,0) Suponha quh'rrll f(x)=-3 e Iimk g(x) = 4. Determine:
a) Iirrll B.f(x) +3.9(x))
b) lim g(x)?

Olim %
x=k 2.9(x)

d)lim((f (% - 3.9()9(x)

2x+1

5. (5,0) Dada a funcad(x) = , comx # 0, comprove quelirrol+ f(X) = e

Iino1_ f (x) = -, seguindo o0 que se pede abaixo:

a) Construa uma tabela com valores préximos aer@)zpela direita e pela esquerda (use no
minimo 4 pontos de cada lado).

b) A representacdo grafica da funcdo é a que sagairo. Com base nesse gréfico e
analisando a lei de formacédo da funcéo, ela teom@gassintota vertical? Qual?
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IS
-~

Obs.: eixo vertical = y e eixo horizontal = x.
c) Analisando a tabela que vocé montou, particitatenreferente ao 0 (zero) pela direita, o
gue vocé pode dizer quanto a convergéncia dosesior

6. (4,0) Calcule os limites abaixo:
. X—-3
a)lim——=
x-2 2
b) lim 3
x--4X+4
: X-95
c)lim =
)XﬂS( X —25]

d)lxi[r;(Bx—l) =
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APENDICE D — Questionario para os estudantes
Referente as Atividades 1 e 2

Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais PUC Minas
Mestrado em Ensino de Matematica

Esta € uma pesquisa para que nds possamos sabarapigido sobre as atividades que
aconteceram no Laboratorio de Informatica, paricukente aquelas sobre Limites e Taxas de
Variacdo/Derivadas. Pedimos que vocé respondaas @&l questdes com muita sinceridade,
pois sua opinido sera de grande importancia paangssa pesquisa tenha éxito. A partir de
sua opinido, saberemos se nossa proposta realmerdtanteressante para o objetivo que
almejamos: contribuir com uma nova metodologia tttdapara o ensino de Calculo
Diferencial e Integral, e Calculo Numérico.

Agradecemos desde ja por sua participacao!

Prof® Dr. Dimas Felipe de Miranda Profa. Yaraiea B. Q. Guimarais
1. Qual é sua faixa etaria?
( )17 a?21anos ( )22 a26anos ( a3Zanos ( )32a36anos
( )37 a4lanos () acima de 42 anos.

VocCé ja cursou ou comegou algum outro curso soeri
) Sim. Qual?
) Nao, este é o primeiro.

/\/\I\J

. Vocé ja fez a disciplina Céalculo Diferencial e & antes?
) Sim. Quantas vezes?
) Nao, esta foi a primeira vez.

/\/\w

. Quando vocé cursou Calculo I, o professor utilialguma ferramenta computacional?
) Sim, muito.
) Sim, em poucas aulas.
) Nao usou.

—~—~~ DN

5. Vocé acredita que a atividade sobre Limites ap#icad laboratério de informatica
contribuiu de alguma forma para seu aprendizadoesolronteiado? Justifique, por
favor, sua resposta.

6. E a atividade sobre Taxas de Variacdo? Vocé readmsonseguiu compreender o
conceito de derivadas por meio da atividade dor&boo?
() Sim, consegui compreender de forma safistat
() Sim, mas meu aprendizado por meio do labdcade informéatica foi razoavel.
() Nao consegui aprender por este meio.

7. Sobre Limites, o que ficou melhor fixado em sua t@mesobre esse assunto?
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8. Sobre Limites, vocé acredita que tenha aprendidbanpor meio de:
() possibilidade de visualizagcdo numeérica @WCN e grafica com o Geogebra.
() ndo consegui aprender com a atividade dordafwo, mas somente com a
explicacéo da professora.
() néo consegui aprender com a atividadeibdorhtorio, mas somente com a ajuda
dos colegas.
( ) consegui aprender com a atividade do labomté complementei com a
explicacéo da professora.
() consegui aprender com a atividade do Etidoio, mas ndo entendi a explicacdo
da professora.

9. Sobre as Taxas de Variacao e Derivada, vocé aargaié tenha aprendido melhor por
meio de:
() possibilidade de visualizagdo numérica @WCN e grafica com o Geogebra.
() ndo consegui aprender com a atividade dordafwo, mas somente com a
explicacéo da professora.
() néo consegui aprender com a atividadeborhtorio, mas somente com a ajuda
dos colegas.
() consegui aprender com a atividade do labomté complementei com a
explicacéo da professora.

10. Qual sua opinido sobre atividades como essas festéboratorio de informatica?
() Penso que é uma perda de tempo; o bom smmésaprender na sala de aula, com
a explicacéo do professor.
( ) Gostei muito e penso que deveria senasem todas as disciplinas possiveis.
( ) N&o gostei muito, mas contribuiu para raprendizado sobre o conteudo.
( ) Foi interessante e proveitoso, mas na&tagia de outras oportunidades como
esta.

11.Qual é o ponto positivo e o ponto negativo desteislades?
Ponto positivo:
Ponto negativo:

12.Qual nota vocé atribui para a atividade sobre lamapresentada por esta professora?
( )0a?2
( )3ab
( )6a8
( )9all

13.Qual nota vocé atribui para a atividade sobre TadasVariacdo e Derivadas
apresentada por esta professora?

( )0az2
( )3ab
( )6a8
( )9alo

14.Caso queira deixar algum comentario, critica catisit ou sugestéo, saiba que sera
muito bem-vindo!
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Obrigado por sua participacao e atengao!
Atenciosamente,

Prof. Dr. Dimas.
Profa. Yara.
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APENDICE E - Lista de presenca referente ao Grupoa Voluntarios

Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais PUC Minas
Mestrado em Ensino de Matematica

Aplicacdo das atividades referentes a dissertagéonéstranda¥yara Patricia Barral de
Queiroz Guimarais orientanda do profDr. Dimas Felipe de Mirandacujo tema é
“Explorando a ideia de Convergéncia no Célculo comuso dos softwares Geogebra e
VCN”.

Lista de presenca dos alunos participantes

Data: / /2009

Nome Matricula




