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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi investigar abordagens metodoldgicas que podem contribuir para
uma introducdo do conteldo de grafos na educagdo bésica, 3% série do Ensino Médio, de
forma a integrar os conteudos de matrizes e analise combinatdria. A pesquisa foi desenvolvida
em uma escola particular da cidade de Cachoeiro de Itapemirim, no estado do Espirito Santo,
onde os alunos ndo estudam o conteddo de grafos. Orientamo-nos pelo desenho da engenharia
didatica, organizando a pesquisa em quatro etapas: analises prévias ou preliminares; analises a
priori; execucdo e andlise a posteriori. Os referenciais tedricos que fundamentaram a pesquisa
foram: a teoria de registros de representacdo semidtica de Raymond Duval e as atividades
investigativas nos moldes propostos por Jodo Pedro da Ponte. Tomamos como base também
as etapas de resolucdo de problemas sugeridas por Polya para o desenvolvimento e resolugéo
das situacGes problemas. As atividades elaboradas foram desenvolvidas na forma de uma
oficina, através de um trabalho em grupos, favorecendo a interacdo entre os participantes na
socializagdo dos resultados obtidos e as diversas formas de representacdo dos problemas e sua
resolucdo. Os participantes responderam de forma positiva ao trabalho proposto, envolvendo-
se em investigar, argumentar e discutir os resultados. As quatro listas de atividades
desenvolvidas e um conjunto de atividades complementares foram agrupados em uma
proposta de oficina de investigacbes matematicas para introducdo ao estudo de grafos no
Ensino Médio, que constitui o produto desta dissertacdo e que podera servir de apoio

pedagdgico para o ensino e aprendizagem desse contetdo.

Palavras-chave: Grafos no Ensino de Matematica. Educacéo Basica. Investigacoes

matematicas. Registros de representacdo. Engenharia Didética.



ABSTRACT

This study aimed to investigate the methodological approaches which may contribute to
introduce graph contents in fundamental school, in the third grade in high school, in order to
integrate matrix contents and combinatorial analysis. The research has been developed in a
private school in the city of Cachoeiro de Itapemirim, in the state of Espirito Santo, where the
students do not study the graph contents. We were guided by the drawing of didactical
engineering, arranging the research in four stages: previous analysis, a priori analysis,
execution and a posteriori analysis. The theoretical references in which the research was
based on were: semiotic representation theory of registers, by Raymond Duval, and the
investigative activities into patterns proposed by Jodo Pedro da Ponte. As a basis we also
employed the stages of resolution of problems suggested by Polya for the development and
resolution of problematic situations. The arranged situations were developed as a workshop,
through work in groups, promoting the interaction among the participants in the socialization
of the obtained results and the diverse ways to represent the problems and their solution. The
participants had a positive response to the proposed work, being involved in investigating,
debating and discussing the results. The four lists of developed activities and a set of
complementary activities have been gathered in a workshop proposal for mathematics
investigations to introduce graphs into high school, which is the issue of this dissertation and

may be used as pedagogical support for the teaching and learning process of these contents.

Keywords: Graphs in Mathematics Teaching. Elementary Education. Math Investigations.

Records of representation. Engineering Curriculum.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa abordou o tema grafos na Educagdo Basica, um dos conteddos que vem
sendo discutido no curriculo basico das escolas estaduais do Espirito Santo.

Algumas ideias sobre Grafos vém sendo inseridas nos textos didaticos, no decorrer dos
capitulos. Além disso, ja existem livros paradidaticos que podem ser usados como apoio nas
aulas de matematica, de forma que os professores tenham recursos para abordarem tal tema.

Segundo Boaventura e Jurkiewicz (2009), o mundo em que vivemos é complicado
demais, e para interpretarmos as situacfes do cotidiano, construimos modelos utilizando
registros para representar e interpretar essas situacdes. Essas representacdes podem ser feitas
através da linguagem natural, ou através de uma representacao iconica, um tipo de diagrama,
denominado grafo.

Sabemos que, por vezes, 0s conteddos matematicos sdo ensinados de forma
fragmentada, o que, em geral, resulta em uma aprendizagem também fragmentada, sem que se
estabelecam relagdes entre suas diversas subareas. Assim, levantamos alguns questionamentos

iniciais:

a) o conceito de grafos vem sendo abordado nos livros de Ensino Médio? De que forma?
b) os livros didaticos buscam estabelecer relagfes entre os contelidos de matrizes, calculo

combinatorio e a Teoria de Grafos?

Desenvolver um trabalho que proporcione a discussdao de conteddos em rede,
conforme propde Pires (2000), ainda é um desafio, pois encontramos resisténcia por parte dos
professores e alunos, uma vez que estabelecer conexdes entre saberes e ideias matematicas,
exige atencdo, experiéncia e dedicacdo dos envolvidos no processo ensino-aprendizagem.
Porém, os professores ndo se sentem motivados para tal trabalho e para os alunos falta
incentivo para estudar fazendo uma conexao entre os contetdos.

A partir dos questionamentos levantados e do desafio de desenvolver um curriculo em

rede, definimos a questdo que norteou o desenvolvimento desta pesquisa:

a) é possivel ressignificar os conteddos como Matrizes e Calculo Combinatério através

de problemas envolvendo grafos?
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O desenvolvimento desta pesquisa partiu de motivagdes pessoais e de experiéncias
conduzidas no ensino de matematica para o Ensino Médio, objetivando buscar respostas sobre
como ressignificar alguns conteddos, ja estudados, como matrizes e analise combinatoria,
através da proposicao de um conjunto de situaces problematizadoras, de modo que os alunos
pudessem atribuir um novo sentido para a Matematica escolar.

O ensino de grafos vem despertando o interesse de alguns pesquisadores, que
desenvolveram pesquisas nessa area, como Bria (2008), Muniz (2007) e Malta (2008). A
pesquisa que desenvolvemos teve como um dos referenciais teoricos os registros de
representacdo semidticos de Duval (2003, 2009). Do ponto de vista metodoldgico a pesquisa
foi inspirada na engenharia didatica. Na elaboragdo, conducdo e andlise das atividades,
partimos das atividades de investigacdo sugeridas por Ponte (2006) e os processos de
interpretacdo e conducdo da resolucdo de problemas, propostos por Polya (1995).

Investigar é procurar conhecer o que ndo se sabe, segundo Ponte (2006). A oficina
proposta para alunos da terceira série do Ensino Médio compreendeu um conjunto de
atividades para aprendizagem através de investigacdes de conhecimentos sobre Grafos.

O significado curricular de cada disciplina resulta do modo como ela se articula com
as demais. De forma isolada, pode-se dizer que cada disciplina expressa relativamente pouco
e interessa apenas a especialistas. O que parece essencial para os educadores €, entdo, analisar
a interdependéncia entre as disciplinas, as formas como elas se articulam, que tipo de
hierarquia se estabelece, que influéncias essa hierarquizacdo desempenha nos curriculos. Para
isso uma ideia de curriculo em rede, segundo Pires (2000), é o que propomos atraves da
ressignificacdo dos contetudos de Matrizes e Calculo Combinatério através de estudos sobre
grafos. Apresentamos, assim, algumas estratégias de ensino que poderiam contribuir para o
entendimento da Teoria de Grafos no Ensino Médio de forma a desenvolver habilidades de
raciocinio envolvendo as ideias apresentadas.

Esta dissertagéo é estruturada em cinco capitulos, sendo o primeiro esta Introducéo.

No segundo capitulo discutimos como a Teoria dos Grafos vem sendo abordada nos
materiais didaticos para a Educacdo Bésica, as perspectivas, aplicacbes e metodologias usadas
para explorar tal conteddo. Apresentamos também algumas pesquisas que ja foram
conduzidas acerca do assunto discutido, buscando analisar como a teoria pode ser inserida na
Educacao Basica. Buscamos ainda, no segundo capitulo destacar a importancia dos registros
de representacédo para a resolucdo de um problema matemaético, tendo em vista que para Duval
(2003), os estudantes precisam conhecer mais de uma forma de registrar uma mesma ideia

matematica, pois so assim havera entendimento do conceito.
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No terceiro capitulo apresentamos o percurso da pesquisa. Destacamos o desenho
tedrico-metodoldgico da pesquisa, inspirada na engenharia didatica. Descrevemos o contexto
da pesquisa, apresentando cada uma das etapas da oficina, conduzida nos moldes de uma
atividade investigativa.

No quarto capitulo nos preocupamos com a andlise dos resultados, fazendo as
discussdes acerca dos registros apresentados pelos grupos. Nesse momento foi feita a analise
a posteriori que é uma das etapas da Engenharia Didatica, metodologia que inspirou a
pesquisa. Durante esse processo tivemos a oportunidade de observar como as interlocugdes
entre 0s registros sao interessantes; os estudantes abordam as questdes e ao representa-las
discutem a importancia dos varios tipos de registros, possibilitando assim que seja feita uma
analise do desenvolvimento matematico de cada grupo.

Todas as atividades que serviram como referéncias para o desenvolvimento da
pesquisa foram trabalhadas em forma de uma oficina com um grupo de alunos da terceira
série do Ensino Médio, que se propuseram a investigar as questdes propostas, bem como
analisar e discutir os resultados dos registros escritos que apresentaram durante as etapas da
oficina.

As atividades aplicadas foram reunidas no Apéndice na forma de uma proposta de
oficina, que agrega novas atividades complementares. Nesse Apéndice apresentamos as
atividades e sugestdes metodoldgicas para serem usadas em salas de aula da Educacdo Basica.
As atividades descritas associam grafos a outros conteddos matematicos, propondo uma
abordagem integrada de alguns conteudos dispersos ao longo do curriculo escolar.

O estudo da Matematica pode proporcionar aos alunos uma grande oportunidade para
estabelecerem uma rede que conecte contetdos distintos de Matrizes, Analise Combinatoria,
Geometria entre outros, através do estudo de Grafos.

A Teoria dos Grafos pode ser apresentada na forma de desafios, oferecendo aos alunos
possibilidades de investigar e elaborar suas proprias estratégias de resolucdo, sem se
preocupar em estar se reportando a conteudos matematicos formais. Do ponto de vista
pedagogico, 0s processos de investigacdes e de descoberta guiada podem incentivar nos
estudantes o desenvolvimento da criticidade a respeito dos conteudos matematicos e da

autonomia de aprendizagem.
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2 GRAFOS NA EDUCACAO BASICA

Os processos de ensino e de aprendizagem sdo objetos de discussdes no campo da
Educacdo Matematica. Ensinar ndo significa que o processo de aprendizagem seja garantido;
precisamos buscar caminhos que possam facilitar a aprendizagem, de forma que o educando
atribua significado a essa aprendizagem. Para isso & necessario repensar metodologias de
ensino que promovam a aprendizagem com entendimento.

Segundo Ferreira (1992), metodologia € uma juncdo de método + logia. Método é
derivado do grego methodos que significa “caminho para chegar a um fim” e, logia que
significa “estudo”.

O objetivo da pesquisa aqui relatada foi investigar caminhos para inserir 0s conceitos
de grafos na Educacéo Basica, envolvendo principalmente a resolucéo de problemas.

A resolucdo de problemas € o ponto de partida para o ensino e a aprendizagem da
matematica. Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), é destacada a importancia de se
trabalhar a partir da proposicéo de problemas.

A resolucéo de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores matematicos,
possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informacgGes que estdo a seu alcance. Assim, os alunos terdo
oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos
matematicos bem como de ampliar a visdo que tém dos problemas, da Matematica,
do mundo em geral e desenvolver sua autoconfianca. (BRASIL, 1998, p. 40).

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) também apontam algumas
possibilidades metodol6gicas para o Ensino de Matematica que devem ser citadas e

consideradas.

A resolucdo de problemas é uma importante estratégia de ensino. Os alunos,
confrontados com situa¢Bes-problema, novas, mas compativeis com os instrumentos
que j& possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a desenvolver
estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relag@es, verificando
regularidades, fazendo uso dos proprios erros cometidos para buscar novas
alternativas, adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar,
a organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucGes; desenvolvem sua
capacidade de raciocinio, adquirem auto-confianca e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacdo e de
argumentacdo. (BRASIL, 1998, p. 226).

Consideramos que a Teoria dos Grafos pode ser um elemento norteador para a
resolucdo de situagOes problemas, algumas delas relacionadas ao cotidiano como, por

exemplo: rotas de voos entre aeroportos, distribuicdo de gasolina em postos, rotas de viagens,
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caminhos entre cidades, entre outras. Em todas essas situacOes a ideia de grafos pode
desempenhar um papel integrador para a construgdo do conhecimento matematico.

2.1 Algumas perspectivas da insercéo do Estudo de Grafos na Educacéo Basica

Para Bria (1998), o conceito de grafo é simples e interessante, além de apresentar
inesgotaveis aplica¢des nos mais variados ramos de conhecimento e possibilitar a abordagem
de uma infinidade de situagdes do nosso cotidiano.

Para Boaventura e Jurkiewicz (2009), grafo € um objeto matematico, ou estrutura
matematica, formada por dois conjuntos, sendo o primeiro deles, um conjunto ndo vazio
denominado de vértices e o outro um conjunto de relacbes entre o0s Vértices, que
denominaremos como arestas. Portanto, para se conhecer um grafo é preciso conhecer seus
vértices e estabelecer quais arestas estdo ligando-os entre si. Dessa forma o registro de
representacdo de um problema proporciona a visualizacdo e o entendimento das ideias
matematicas que podem estar relacionadas com os grafos.

Quanto a viabilidade e oportunidade do estudo de grafos na Educacdo Basica, €

indiscutivel que:

A extrema facilidade com que inimeras situacGes reais do nosso cotidiano podem
ser tratadas através dos grafos de forma bastante accessivel aos estudantes da
Educacéo Basica.

O inegavel “potencial de competéncia” dessas aplicagdes/exemplos para
aumentarem o poder de seducdo da matematica sobre nossos estudantes,
notadamente aqueles que ndo possuem grandes afinidades com a mesma.

A natural associacdo dos grafos com o uso do computador, da qual o professor
poderia se valer, com sensibilidade e criatividade, na medida certa, em fungéo das
possibilidades circunstanciais para a sua realizagdo; por exemplo, até de forma
indireta, através de algum trabalho criterioso com algoritmos em prol do
desenvolvimento do raciocinio légico, visto que naturalmente, em nosso cotidiano,
movimentamo-nos muito “de forma algoritmica” sem nos darmos conta disso.

A grande flexibilidade caracteristica do estudo dos grafos, no sentido de poderem
ser introduzidos e trabalhados de véarias formas distintas, em funcdo da énfase com
que se julgue mais conveniente orientar sua exploracdo: formal ou intuitivamente,
através de figuras/diagramas ou mais estruturalmente, de forma lidica, a partir da
resolucdo de problemas (BRIA, 1998, p. 2).

Buscamos nesta pesquisa estabelecer uma relacdo da Matematica com a prépria
Matematica, interligando conteudos como, matrizes e combinatoria e as diversas formas de
representacdo, atraves de situacdes envolvendo a teoria dos grafos.

Buscamos, também, incentivar a resolucéo de problemas, ndo de maneira mecénica ou

por meio da memorizagao de processos:
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Num mundo em que as calculadoras estdo ao alcance de todos e que 0s
computadores estdo cada vez mais presentes, ndo se exige que se saiba a tabuada
apenas, mas, sobretudo que se saiba que operacdo deve ser feita para se tomar a
decisdo correta. As tendéncias atuais em educacdo matematica vado a direcdo de
buscar a vinculagéo prética entre o que ocorre na sala de aula e fora dela (ESPIRITO
SANTO, 2009, p. 107).

Assim, aprender Matematica significa ser capaz de aplica-la para resolver situacGes da
vida real, desenvolvendo habilidades de raciocinar e comunicar ideias. O ensino de grafos
pode nortear essa relagdo entre a matematica escolar e a vida real, de forma instrumental e
normativa para que a aprendizagem em matematica seja significativa, afetiva e cognitiva.

Quando nos referimos a aprendizagem matematica através da resolucdo de problemas,
devemos ter em mente que a solucdo para determinada situacdo ndo esta disponivel de
imediato, o que demanda uma realizacdo de sequéncias de acOes para que possam ser
viabilizados caminhos e estratégias para a resolu¢cdo dos mesmos. Através de um curriculo em
rede, podemos aplicar a teoria dos grafos como processo norteador e mediador das resolucfes
para as situacdes apresentadas. Quando sdo apresentadas problematizacbes para serem
resolvidas a partir de conhecimentos prévios, estamos proporcionando aos alunos condigdes
de darem significados aos conceitos matematicos.

O Curriculo Basico da Escola Estadual do Espirito Santo contempla o ensino de grafos
nas segundas e terceiras séries do Ensino Médio, e propde que desenvolvam nos alunos as

seguintes competéncias/habilidades:

e Estabelecer conexdes entre os campos da matematica e entre essa e as outras
areas do saber.

e Raciocinar logicamente, fazer abstracfes com base em situacBes concretas,
generalizar, organizar e representar.

e Comunicar-se utilizando as diversas formas de linguagem empregada na
Matematica.

e Resolver problemas, criando estratégias proprias para sua resolugdo,
desenvolvendo a imaginacéo e a criatividade.

e Utilizar a argumentagdo matematica apoiada em varios tipos de raciocinio:
dedutivo, indutivo, probabilistico, por analogia, plausivel, etc.

e Utilizar as novas tecnologias de computacéo e informacéo.

e Desenvolver a sensibilidade para as ligagdes da Matematica com as atividades
estéticas no agir humano.

e Perceber a beleza das construgBes matematicas, muitas vezes expressa na
simplicidade, na harmonia e na originicidade de suas construgdes.

e Expressar-se com clareza utilizando a  linguagem  matemaética.
(ESPIRITO SANTO, 2009, p. 115-116).

O Curriculo Basico da Escola Estadual do Espirito Santo, no tema ‘“Numeros e

Operagdes”, para o segundo ano do Ensino Médio, sugere que, apds o ensino de Analise
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Combinatoria - principio fundamental da contagem, chances e possibilidades - seja feita uma
introducgdo a teoria dos grafos, objetivando as competéncias de reconhecer os conjuntos dos
numeros reais, suas diferentes representacdes e operar com eles e compreender as
propriedades das operacdes em cada um dos conjuntos numeéricos e saber usa-las em situacoes
concretas. Para as terceiras séries do Ensino Médio, com o objetivo de resolver problemas,
tracando estratégias e validando soluc@es, o Curriculo Bésico sugere a resolugdo de problemas
utilizando grafos.

Ao focarmos as competéncias e as habilidades que devem ser desenvolvidas nos
alunos da Educacdo Basica, destacamos mais uma vez a resolucdo de situacbes problemas,
que pode ser desenvolvida atraves de investigacdes e registros para que 0s estudantes
participem de forma efetiva no processo educacional. Os registros através dos grafos levam o
aluno a pensar em estratégias para solucionar de forma organizada e sistematizada uma
situacdo problematizadora com aplicacdes no cotidiano, retratando algumas formas do dia a
dia, tais como problemas envolvendo: rotas de Onibus, otimizagdo de caminhos, custos
minimos de uma rota, entre outros.

A Matemética, estudada no Ensino Médio, deve ser conduzida estabelecendo uma
conexdo de rede entre seus contetdos (PIRES, 2000). Segundo Pires (2000) é importante
estabelecer relacdes entre os conteldos da matematica entre si, possibilitando aos alunos criar
conexBes entre os conteddos e proporcionando uma aprendizagem significativa. A ideia
interdisciplinar de organizacdo curricular em rede pode favorecer formacdo matematica dos

alunos.

Essa ideia pode trazer contribui¢des no sentido de eliminar a artificialidade de
algumas propostas interdisciplinares, que na tentativa de privilegiar determinados
temas, colocam-nos no centro das atengdes e, de forma artificial, criam conexdes
para agrupar, em torno dele, assuntos de todas as disciplinas, fazendo com que a
interdisciplinaridade pareca mais uma camisa de for¢a do que uma forma atraente de
organizacdo curricular. (PIRES, 2000, p. 145).

Na construcdo do conhecimento, segundo Pires (2000), é fundamental para a escola
considerar quatro elementos que podem ser articulados proporcionando um maior
entendimento para estabelecer a organizacao das ideias. Combinando esses elementos - dados,
informagdes, conhecimento e inteligéncia — podemos articular os contetdos, estabelecendo
uma organizacao curricular em rede. Compreender é aprender o significado e aprender o
significado de um objeto € estabelecer relagdes com outros objetos, € relacionar um contetido

com outros conteddos:
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Uma discussdo importante refere-se ao fato de que, ao propiciar a cada pessoa a
possibilidade de desenvolver capacidades como a de estabelecer conexfes entre
diferentes contextos de significacéo, a de transferir relagdes de um feixe a outro, a
de desenvolver novos significados, a escola estaria contribuindo para o
desenvolvimento da inteligéncia. (PIRES, 2000, p. 138).

Para contemplar o ensino de grafos na Educacdo Basica, pretendemos desenvolver nos

alunos a capacidade

de fazer uma relacdo entre os conteddos de Matrizes, Analise

Combinatoria e a Teoria dos Grafos.

Para resolver problemas envolvendo registros atraveés de grafos, podemos propor

situacbes que envolva

m problemas de contagem. O MEC traz recomendagdes sobre a

exploragdo desses problemas.

No ensino médio, o termo “combinatoria” esta usualmente restrito ao estudo dos
problemas de contagem, mas esse é apenas um de seus aspectos. Outros tipos de
problemas poderiam ser trabalhados na escola - sdo aqueles relativos a conjuntos
finitos e com enunciados de simples entendimento relativo, mas néo
necessariamente faceis de resolver. Um exemplo cléssico é o problema das pontes de
Kdnigsberg, tratado por Euler... Problemas dessa natureza podem ser utilizados para
desenvolver uma série de habilidades importantes: modelar o problema via estrutura
de grafo. (BRASIL, 2006, p. 94).

De acordo com a LDB Art. 35, 0 ensino de Matematica objetiva contribuir para que se

atinjam as quatro finalidades seguintes:

O Ensino Médio, etapa final da Educa¢do Bésica, com duracdo minima de trés anos,
tera como finalidade:

a consolidacdo e aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento dos estudos;

a preparacao basica para o trabalho e a cidadania do educando como pessoa
humana, incluindo a formacdo ética e o desenvolvimento da autonomia
intelectual e do pensamento critico;

0 aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacéo
ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

V. a compreensdo dos fundamentos cientificos e tecnolégicos nos processos

produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.
(BRASIL, 2010, p. 33).

Quando apresentamos de forma introdutoria os conceitos de Grafos, podemos

colaborar para que as trés finalidades descritas acima sejam atingidas.

Algumas atividades de Grafos podem ser realizadas em sala de aula do Ensino Médio

para contribuir na compreensdo cientifica e tecnolégica dos processos produtivos, além de

possibilitar que os alunos aprendam a resolver problemas, tomar decisdes, desenvolvendo a

autonomia. O ensino de Grafos pode fornecer instrumentos para a interpretacdo, analise e
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execucdo de acOes do cotidiano, cujo planejamento, execucdo e avaliagdo de agdes de
intervencédo séo apontados nos PCNs do Ensino Médio como objetivos da area de Ciéncias da

Natureza, Matematica e suas tecnologias (BRASIL, 1999).

2.2 Algumas pesquisas no ensino de grafos

As possibilidades do estudo de grafos para o desenvolvimento do pensamento
matematico tém motivado pesquisas sobre a inser¢do desse conteldo no Ensino Médio.
Dentre as pesquisas iremos destacar algumas que se tornaram relevantes para o ensino da
matematica.

Segundo Bria (1998), o ensino de matematica deve ser ministrado de forma
efetivamente atraente e produtiva para a maioria dos alunos, independente de suas aptiddes
naturais, afinidades ou vocacdes profissionais. Nesse ponto destacamos a teoria dos grafos
como ponte entre 0s saberes, uma vez que os estudantes podem aplicar as varias formas de
registrar as situacbes matematicas, proporcionando um entendimento dos conteddos que
podem ser relacionados com a teoria descrita.

Bria, em sua tese de doutorado intitulada Grafos para Educacao Bésica, discute ideias
matematicas que podem ser modeladas através da aplicacdo de grafos para sua resolugdo. O
autor foi um dos precursores na pesquisa sobre a aplicacdo de grafos no ensino de
matematica. Bria menciona alguns problemas que os livros didaticos apresentam e que podem
ser resolvidos através de uma modelagem a partir dos grafos.

Desde entdo as pesquisas sobre ensino de grafos no Ensino Médio sé foram avancando
no campo tedrico e pratico. Muniz (2007) pesquisou sobre a possibilidade de uma introdugédo
a teoria de grafos no Ensino Médio, com um foco na investigacdo matematica.

Apbs investigarem e ao desenvolverem as atividades propostas, 0s alunos
desenvolvem a capacidade de resolver problemas. Muniz (2007) afirma que os alunos
desenvolvem a habilidade gradual de modelar os problemas propostos através de grafos e
utilizam a estrutura do grafo para facilitar a visualizacédo e investigacdo do problema.

Nesse momento, as investigacOes e as resoluces de problemas se fazem presentes,
pois, ao partirem de uma pratica investigativa, as conclusdes acerca das ideias matematicas
relacionadas com a Teoria dos Grafos podem ser exploradas, de forma que os estudantes
tenham entendimento dos processos matematicos envolvidos.

Muniz (2007) trabalha em sua pesquisa com problemas que envolvem a otimizacao, o
planejamento estratégico e a utilizagdo do computador para a busca de solugdes. Esses

problemas foram modelados a partir da teoria dos grafos.
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Malta (2008), em sua dissertacdo de mestrado, afirma que a Teoria dos Grafos
apresenta aspectos relevantes que merecem ser discutidos na Educacéo Basica através de uma
metodologia que explora a resolucdo de problemas, tornando o individuo autdbnomo, criativo e
capaz de aprender a aprender.

Malta (2008) afirma que seremos agentes transformadores quando aceitarmos a nossa
condig&o de sujeitos inacabados e em constante formacao. Por isso, devemos proporcionar aos
nossos alunos uma aprendizagem que seja capaz de transformé-los. E atraves de situacoes
problemas contextualizados, podemos mostrar a importancia do estudo de matematica.

Todas essas pesquisas apontam que a inclusao do estudo de grafos na Educacgéo Basica

é possivel e desejavel.

2.3 Grafos e registros de representacdo semidtica

Duval (2003) destaca a diferenca entre a atividade cognitiva envolvida na Matematica,
daquela que é exigida por outras areas do conhecimento. Essa diferenca € relacionada ao fato
da importancia das representacdes semioticas e da diversidade dessas representacdes na
matematica. SG temos acesso aos objetos matematicos através de suas representacGes e assim,
0s sistemas de registros desempenham um papel muito importante no desenvolvimento do
pensamento matematico.

Os objetos matematicos ndo sdo acessiveis de forma concreta; ndo podem ser medidos
por aparelhos. Para ter acesso aos objetos matematicos € preciso necessariamente ter acesso a
suas representacfes semidticas e isso € um processo de abstracdo. Davis e Hersh (1995)
exemplificam o processo de abstracdo em matematica usando um exemplo da teoria de grafos,
destacando o processo de abstracdo. Os autores colocam o problema de atravessar um
labirinto. O labirinto pode ser representado por um desenho, ou podemos associar a ele um
grafo e depois ao grafo sua matriz de incidéncia. H4 uma evolucdo do nivel de abstracdo
exigido.

O problema mais famoso, em teoria dos grafos, resolvido por Euler em 1736, foi o
problema das sete pontes de Konigsberg, que é um dos mais antigos registros sobre a teoria

dos grafos e a resolucédo de problemas.
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Figura 1 - As sete pontes de Konigsberg

Fonte: EULER, 1968.

Na época, a cidade de Konigsberg era o local de moradia de varios intelectuais
conhecidos e Euler foi atraido pelo ambiente. Ao chegar a cidade, tomou conhecimento de um
problema que estava sendo discutido entre os intelectuais da regido e que, mesmo parecendo
simples, ninguém ainda havia conseguido resolver.

No rio Pregel, que corta a cidade, havia duas ilhas que na época eram ligadas entre si e
nas respectivas margens por sete pontes. O problema dizia o seguinte: sera possivel encontrar
um caminho (percurso, passeio) que parta de uma das margens e, atravessando uma Unica vez
cada ponte, retorne a margem de partida?

Euler observou e representou as partes de terra e as sete pontes pelo esquema

representado na Figura 2.

Figura 2 - Grafo representativo das pontes de Konigsberg

Fonte: EULER, 1968.
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Cada linha representa uma ponte e cada ponto uma ilha ou uma margem. Ele observou
que se pode passar, mas para retornar a margem de origem era preciso em algum momento
repetir o caminho (ponte)®.

O esquema grafico apresentado por Euler, hoje em dia, é chamado de grafo.

O problema permite verificar a importancia do grafo, como um registro de
representacdo, um instrumento importante na modelagem e resolugéo de muitos problemas.

Os problemas relacionados a teoria dos grafos constituem hoje um campo de interesse
crescente, com aplicacdes que védo desde os problemas de localizacdo e de tracados de rotas
para otimizacdo de diversos tipos de servicos, projetos de processadores eletrénicos,
planejamento de horérios e outros.

Segundo Duval (2003), para que haja aprendizagem com entendimento, os alunos
precisam conhecer pelos menos duas formas de representar um objeto matematico,
aprendendo a: fazer conversdes de um tipo de registro para outro (operacao de conversdo de
registros) e operar dentro de um mesmo tipo de registro (operacao de tratamento). Assim, uma
situacdo matematica pode ser apresentada usando a linguagem natural, a linguagem gréfica, a
linguagem algébrica, entre outras.

Os conhecimentos matematicos podem ser solidificados a partir do momento em que
0s estudantes conseguirem transpor uma ideia expressa na linguagem natural para uma ou
mais representagdes simbolicas, exemplificando e aplicando esses conhecimentos em
situacOes do cotidiano.

Um grafo, sendo um objeto matematico, pode ser representado na forma iconica,
consistindo em um tipo de diagrama que permite a representacao de situacoes, constituindo-se
também em instrumento de solucdo de problemas. Um grafo admite outras formas de
representacdo: ao diagrama dado é possivel associar uma representacdo matricial (matriz de
incidéncia). Algumas vezes, representar o grafo por meio de sua matriz de incidéncia pode
facilitar a resolucdo de um problema. Uma das riquezas da Matematica é justamente a
variedade de possibilidades de representacdo de uma mesma ideia.

Duval (2003) descreve dois tipos de transformagdes das representacdes: o tratamento e
a conversdo. O primeiro tipo de mudanca é o tratamento que ndo implica em uma mudanga de
registro, por isso ¢ considerada “interna a um registro”. Por exemplo, transcrever um grafo da
forma icOnica para outra representacdo iconica, mudando apenas o tipo de desenho para

representa-lo. O segundo tipo de mudanca é a conversao em que ocorre a mudanca do tipo de

! Uma discussao detalhada sobre o problema das sete pontes de Konisberg pode ser encontrada em Lima, 1988.
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registro, como por exemplo, a mudanca da representacdo do grafo da forma icOnica para a
forma matricial. Essa mudanca conserva a ideia e a referéncia dos objetos, e € conhecida
como uma transformagao externa.

Entender um conceito matematico nao é entender uma forma de representacdo. Para
Duval (2003), a compreensdo em matematica implica a capacidade de mudar de registro,
estabelecendo relagdes entre o objeto e suas representacdes, mas sem confundir um objeto e
sua representacéo.

A compreensdo e o desenvolvimento do conhecimento matematico estdo, assim,
diretamente ligados ao conhecimento e utilizacdo de mais de um tipo de registro de
representacdo. Duval ressalta esse fato ao afirmar que “a originalidade da atividade
matematica estd na mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros de representacdo ao
mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro de representacao”
(DUVAL, 2003, p. 14).

Trabalhar com grafos é uma oportunidade de incentivar a utilizacdo de diferentes tipos
de representacdo de ideias matematicas. Uma situacdo matematica, apresentada através de um
problema escrito na linguagem natural, podera ser representada na forma icénica, ou na forma
de uma matriz, ou ainda na forma algébrica de pares ndo ordenados. Ao utilizarem essas
diversas representagfes os alunos estdo se desenvolvendo matematicamente, descobrindo

varias possibilidades de representar e resolver uma situacéo problema.

2.4 Grafos nos livros didaticos

Sabemos que o livro didatico € de extrema importdncia no processo ensino
aprendizagem, vindo a se constituir em um recurso auxiliar e imprescindivel na conducéo das
atividades e do trabalho didatico. O autor do texto didatico torna-se um interlocutor,
proporcionando um dialogo entre professor e aluno, na medida em que os conteldos
matematicos vao sendo apresentados. No momento em que o professor direciona a
aprendizagem e o aluno consegue compreender e desenvolver eficazmente uma situagdo com
o0 auxilio do livro didatico, € possivel dizer que, de fato, a concep¢do do fazer e aprender
matematica esta sendo desenvolvida.

O contetdo de grafos ndo necessariamente integra os textos didaticos do Ensino
Médio. Analisando textos do ensino médio recomendados pelo programa nacional do livro
didatico (PNLD), verificamos que apenas um deles faz mencdo ao conteudo de grafos.
Procedemos a seguir a uma breve anélise de como esse assunto vem sendo abordado nesse

texto.
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O livro analisado foi: Matematica Ensino Médio — 2° ano — Kétia Stocco Smole, Maria
Ignez Diniz — Editora Saraiva — Sdo Paulo, 6° edicdo, 2010.

Procedemos a analise obedecendo a alguns critérios, que sao:

a) forma como o conteudo é introduzido;
b) conceitos da teoria de grafos explorados nas atividades propostas;

c) tipos de registros de representacdo utilizados (icbnico, matriz, tabela).

2.4.1 Analise do livro — Matematica ensino medio

O livro traz na unidade 13, que fala sobre matrizes, uma se¢do chamada Para saber
mais. Nessa sessdo as autoras retratam problemas associados a redes de comunicagéo, que
pode ser esquematizada atraves de um grafo. Nesse momento as autoras sugerem a leitura e
interpretacdo da atividade em duplas para analise e discussdo das ideias apresentadas no texto.

Enerst (1996) fala em pedagogia de inquiri¢cdo, buscando caracterizar os métodos de
inquiricdo que caracterizam a descoberta guiada, resolucdo de problemas e abordagem
investigativa. Ao resolver a atividade proposta pelas autoras, tem-se um momento
privilegiado para registrar as investigacdes estabelecidas durante o0 processo de

desenvolvimento da atividade.

Figura 3 - Atividade envolvendo grafos

PARA SABER MAIS

Redes de comunicacao

Vamos supor que dos aeroportos de quatro ci- (4 ) SIS e
dade os. No esquema ao lado, i —@®
@ entam essas cidades e as \
li os existentes entre elas.
essa situacdo uma matriz J
A ece se ha ou ndo voo dire- [} 1 - (©)]
to odo que: I

m ligagdo entre elas, ou seja, se ha voo direto entre uma e outra, definimos a =1
igam diretamente, o que na situagdo descrita significa que ndo ha voo direto entre
sa;=0;

da rede se liga a ele mesmo, por convencdo adotamos para esses casos a =1

. para montar a matriz A devemos “combinar” os pontos dois a dois, incluindo a “com-
to com ele mesmo. Assim, na matriz A:

o iguais a 1, pois convencionamos assim pelo fato de os pontos 1, 2, 3 e 4 estarem liga-

a3, @5, @ 8, sd0 iguais a 1, porque representam pontos ligados entre si;
3. © 3.5 sdo iquais a zero, porque representam pontos que ndo estdo diretamente ligados entre

11 9 [

111
Aml g 4 4

10 0

A principio. o desenho pode parecer mais simples que a matriz, mas pense no que aconteceria se tivés-
mo 1000 cidades.

ultar as matrizes provavelmente seria mais facil. Observe que essas matrizes teriam
ou 1000 x 1000 e poderiam estar armazenadas em computadores que permitissem
ia para sabermos se duas cidades possuem ou n3o uma rota aérea direta entre elas e, até
des sdo possiveis para ir de uma cidade a outra.

Portanto, a matriz procurada é:

—~00 =

Fonte: Smole; Diniz, 2010.
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Apos a exploracdo dessa sesséo, o livro apresenta os problemas e exercicios a serem
desenvolvidos ao abordar o conteldo de Matrizes, sendo que no decorrer dos exercicios sao
apresentados diagramas para serem interpretados e codificados em forma de matrizes,
representando assim uma mudanca no registro da atividade.

Na execucéo dessa atividade espera-se que os alunos consigam entender que uma ideia
matematica pode ser representada de diversas formas. Uma das caracteristicas mencionadas
por Duval (2003, 2009) é que na matematica h4 uma variedade de representacGes semioticas
utilizadas. Desenvolver o pensamento matematico passa por conhecer e dominar essas

diversas formas de representacéo.

Figura 4 - Exercicio proposto

Z. O retangulo a seqguir tem lados

medindo4 cm e 8 cm. {5 o4

Construa a matriz A = a; tal que
a; seja igual a distancia entre os |
pontosiej.

Fonte: Smole; Diniz, 2010.

As atividades da Figura 5 trazem uma representacdo geométrica e um codigo para que
os alunos representem as ideias geométricas em matrizes, fazendo também a transposicao dos
registros de representacdo. O dominio da multiplicidade das representacdes semidticas ndo

estd somente em conhecer as diferentes representagdes, mas sim em saber relaciona-las.
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Figura 5 - Exercicio proposto sobre grafos

Observe a figura a seguir.

A .3

Construa a matriz associada a esse desenho, na qual
a; — 2 se os pontos j e j estiverem ligados ou se i = j,
e a; = 1se os pontos i ej ndo estiverem ligados.

Usando o cdédigo do exercicio anterior, construa a

matriz 5 < 5 associada a esta figura.

1

-

1S

Wy

Fonte: Smole; Diniz, 2010.

Para concluir o capitulo as autoras apresentam uma sessdo chamada Invente Vocé, na
qual os alunos tém a oportunidade de criar problemas a partir de situacfes apresentadas.
Nesse momento as variacGes de registros ficam a critério da criatividade de cada aluno,
podendo ser representacdes geométricas, algébricas ou simplesmente uma justificativa na
linguagem natural.

Esse tipo de atividade mostra a diversificacdo dos registros de representacdo semidtica
destacados por Duval (2003), que aponta a necessidade de coordenacdo entre os diferentes
registros. A producdo de significados no trabalho com representacGes depende da relacdo

existente entre eles como destaca Duval:

Nos sujeitos, uma representacdo pode verdadeiramente funcionar como
representacdo [...] apenas quando duas condigBes sdo preenchidas: que eles
disponham de ao menos dois sistemas semioticos diferentes para produzir a
representacdo de um objeto [...] € que eles possa converter espontaneamente de um
sistema semidtico a outro, mesmo sem perceber as representacdes produzidas.
(DUVAL, 2009, p. 38).
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Figura 6 - Atividades de criacdo de problemas com grafos

invente vocé
D& um exemplo de aplicagdo de matrizes no dia a dia.

Copig no seu caderno os pontos abaixo, desenhe uma ligagdo entre eles e associe & figura formada a
matriz ay, respeitando o cédigo dado no problema 4.

3

Invente um problema para a figura abaixo parecido com o problema 3.

Fonte: Smole; Diniz, 2010.

A importancia do estudo de grafos tem motivado autores a redigirem textos sobre o
tema, que podem dar suporte a trabalhos desenvolvidos com estudantes da Educacdo Baésica.

Destacamos o0s textos:

a) Grafos: jogos e desafios. Maria Laura Mouzinho Leite Lopes (org.) — Universidade
Federal do Rio de Janeiro — Projeto Funddo — Instituto de Matematica — 2010.

b) Grafos: introducdo e pratica. Paulo Osvaldo Boaventura Netto, Samuel Jurkiewicz-
Editora Blucher — S&o Paulo — 2009.

2.4.2 Considerac0es sobre o livro Grafos: jogos e desafios

O livro Grafos: jogos e desafios apresenta uma abordagem interdisciplinar e
inovadora, como sugerem os PCNs para o Ensino Médio. As 15 praticas apresentadas no
decorrer do livro proporcionam ao aluno um entendimento do que € Grafo e suas aplicacdes.
Todas as atividades foram testadas em sala de aula e sdo apresentadas por meio de textos
relatando fatos historicos ou situacdes do cotidiano, para, a partir da leitura e interpretacdo, o
professor conduzir os alunos a exploragdo das mesmas, fazendo uma transposicao de registros
de representacao.

Devemos nos desprender de pré-conceitos e levar os alunos para as discussdes de

situacGes que possam mostrar a aplicabilidade dos conteddos estudados. Assim, 0 assunto
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grafos pode ser abordado em varias areas da matematica, proporcionando a interagdo entre
contetdo escolar e aplicagcbes em situacdes do cotidiano. Quando os estudantes elaboram e
transcrevem as representagdes em seus VArios registros, demonstram que eles conseguem
transformar a linguagem natural em outros registros, fazendo as conversdes e suas
caracterizagdes e proporcionando um melhor entendimento do conteldo. As atividades
introdutorias sobre grafos devem ser de forma sistematizada, pois esse contetdo ainda é
pouco abordado nos curriculos de Matematica.

O livro trata do assunto sobre grafos atraves de resolucdes de problemas.
Apresentamos, a seguir, um quadro comparativo e algumas consideracfes acerca das questdes

apresentadas no livro.

Quadro 1 - Consideracdes sobre as atividades do livro grafos: jogos e desafios

(Continua)
ATIVIDADES CONSIDERACOES SOBRE AS ATIVIDADES
1 - Sr. Manoel vai a cidade As duas atividades citadas abordam o tema reciclagem através de
2 - Reciclar é a solucéo diagramas que no decorrer do desenvolvimento das mesmas, vai

conceituando e formalizando o conceito de grafos. Portanto, devem
ser aplicadas em sala de aula para introduzir as nogdes bésicas do

conteddo.
3 - 0 jogo de domind Essas duas atividades mostram uma aplicacdo da teoria de grafos
4 - Alice no pais do domind com o0 jogo de domind, apresentando uma conceituacdo basica da

teoria, podendo, em grupos, discutir a ideia de representagdo dos
grafos unicursais e multicursais de acordo com 0s nimeros que estdo
nas pecas do domind.

5 - As sete pontes de Konigsberg O problema relata um fato historico na representacdo dos grafos, pois
foi a partir do problema das sete pontes de Konigsberg que Euler, no
século XVIII, comegou a construir as ideias de grafos e suas
representacdes. O problema é de grande importancia, pois leva o
aluno a interagir com os fatos historicos do desenvolvimento
matematico.

6 - A copa de 2006 O problema ¢é interessante, pois aplica a teoria dos grafos na
organizacdo das chaves que disputam o mundial de 2006. Podendo a
ideia ser estendida a qualquer tipo de campeonato. Portanto, € um
problema que pode sempre ser adaptado para 0s acontecimentos
esportivos, tais como copas, campeonatos estaduais, campeonato
brasileiro entre outros, uma vez que os alunos sempre se envolvem
com as decisfes desses campeonatos. O problema desperta a
curiosidade para as aplicagdes do contetdo de grafos.

7 - A feira de Magali O problema aborda uma situacdo em que Magali vai a feira para
saber o nome das frutas e trabalhou com duas representacdes (grafos)
obedecendo alguns critérios. O primeiro critério foi organizar as
frutas de acordo com a letra inicial e o segundo critério foi de acordo
com o nimero de silabas que cada nome de fruta possui. A
importancia desse tipo de trabalho é que ele pode ser adaptado para
agrupar animais, pessoas, flores e outros, fazendo com que o0s
registros de representacdo passam a ter importancia e facilitem as
interpretacdes das situagBes do cotidiano.




41

(Continua)

ATIVIDADES

CONSIDERACOES SOBRE AS ATIVIDADES

8 - Sequéncias Numéricas
9 - A Conquista do Acre

Essas duas atividades podem ser trabalhadas juntas, pois apresentam
uma mesma ideia de representacdo. A atividade 8 propBe que 0s
alunos facam representacdes de uma sequéncia numérica obedecendo
a ordem dada na sequéncia de forma que o grafo seja orientado para
gue possamos através da representacdo do grafo identificar a ordem
da sequéncia. O interessante é que pode ser trabalhado qualquer tipo
de numero, sendo eles inteiros, negativos, fracionarios, decimais,
proporcionando um entendimento em relagdo a ordem numérica.

A atividade 9 segue 0 mesmo padrédo da atividade 8, porém, relaciona
a ordem alfabética, pois o grafo orientado a ser construido é através
de palavras.

10 - O Problema das quatro cores

O problema relata um fato histérico na representacao dos grafos, pois
foi a partir dele que Morgan no seéculo XIX comegou a discutir as
ideias de fronteiras. O problema é interessante, pois pode ser
contextualizado, mostrando relagGes entre a matematica e a geografia
por exemplo. O problema é de grande importancia, pois leva o aluno
a interagir com os fatos historicos do desenvolvimento matematico.
Podendo ampliar o problema das quatro cores, sugerindo aos alunos
uma pesquisa para verificar que sé em 1976 os matematicos Kenneth
Appel e Wolfang Haken demonstraram a proposicéo das quatro cores
para demarcar regifes de um mapa, por paises ou estados, fazendo
distingbes entre as regibes vizinhas, que tem fronteiras em comum.
Verificando que sdo necessarios no minimo quatro cores.

11 - Grafos dos poligonos convexos
12 - Poliedros de Platdo

As atividades 11 e 12 podem ser trabalhadas em conjunto, pois
ambas abordam as ideias da geometria com os conceitos de unicursal
e multicursal, proporcionando aos alunos o0s entendimentos e
aplicacBes desses registros em outras areas da matematica. Apds as
andlises das atividades os alunos poderdo concluir que a relagdo de
Euler (V+F = A+2) é valida para os poliedros de Platdo. O
interessante é que Euler foi o0 matematico que comegou o estudo dos
grafos relacionando-os as pontes de Konigsberg.

13 - O Computador e os Grafos

Nesta atividade caracteriza-se a importancia de estabelecer relagdes
entre 0s contedos matematicos, em que os estudantes representam
um grafo através de uma matriz quadrada, mostrando que um
problema pode ser registrado de vérias formas, sendo elas, a
linguagem natural ou as representagfes iconicas como matrizes e
grafos entre outras. O problema aborda também a linguagem
matematica do computador, mostrando a importancia de estabelecer
relagdes entre as areas do conhecimento.

14 - A criacdo do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas (CBPF)

A questdo aborda a ideia de vértice, sendo eles pares ou impares, que
€ uma condicao inicial para verificar se o grafo possui um caminho
ou ciclo e classificando o grafo em euleriano ou semieuleriano. Nesse
momento os estudantes devem aplicar o conceito de que um grafo é
euleriano se possuir todos os vértices pares e semieuleriano se
possuir exatamente dois vértices impares. Esta atividade aborda uma
temaética sobre as pesquisas que estdo sendo desenvolvidas no pais, 0
que torna o problema interessante para contextualizar e aplicar as
ideias matematicas em situacGes praticas, mostrando as relagdes entre
uma situacdo descrita na lingua natural em outro registro de
representacao.
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(Conclusdo)

ATIVIDADES B
CONSIDERACOES SOBRE AS ATIVIDADES

15 - O jogo das 20 cidades Hamilton no século XIX apresentou o desafio histérico sobre o
jogo das 20 cidades, definindo a partir desse fato que grafos
hamiltonianos sdo aqueles em que é possivel partir de um de seus
vértices, passar todos 0s outros uma Unica vez e voltar ao vértice
de partida. Um vértice pode ser hamiltoniano e euleriano ao
mesmo tempo. Nesta atividade pode também propor aos alunos
para criarem um roteiro incluindo 20 lugares para visitar em suas
férias e através da construcdo do grafo relacionado tragar o
caminho para que o roteiro seja cumprido com menor gasto. Nesse
momento a contextualizacdo do problema torna-se fundamental e
envolvente, pois os alunos perceberdo uma aplicagdo direta do
conteudo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As atividades apresentadas nesse caderno podem ser trabalhadas como situagdes
desafiadoras no decorrer do periodo letivo, levando os alunos a entenderem e representarem

um grafo, bem como suas aplicacGes em situac6es do cotidiano.

2.1.3 Consideracdes sobre o livro Grafos: introducao e prética

O assunto grafos vem sendo bastante discutido nos dias atuais. O livro Grafos:
introducdo e pratica, de Boaventura Netto e Samuel Jurkiewicz (2009), apresenta uma
introducdo a teoria dos grafos e € recomendado para disciplinas de graduacdo de cursos
universitarios, proporcionando aos alunos um contato com a matematica discreta. Os autores
apresentam o texto com uma linguagem coloquial de facil entendimento, para que os alunos
possam a partir desse contato ter um fascinio sobre a teoria descrita e suas aplicacdes. Os
autores esperam que o leitor, ao ter contato com a teoria dos grafos, compreenda a utilidade
dos conceitos e processos apresentados. O livro apresenta no final de cada capitulo, atividades
de aplicagdes dos grafos. O conteudo é distribuido em nove capitulos, sobre os quais fazemos

algumas consideracoes.

Quadro 2 - Considerac6es sobre o livro Grafos: introducéo e préatica

(Continua)

CAPITULO CONSIDERACOES

Neste capitulo os autores apresentam uma notacdo histdrica do
assunto, abordando problemas como o das pontes de Kdnigsberg,
que originou toda investigacdo e conceituacdo de grafos quando
1 - Primeiras ideias Euler representou a ideia das pontes em um registro planar, que hoje
é chamado de grafo e verificou que é impossivel solucionar o
problema das sete pontes de Kénigsberg. Neste capitulo, também é
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(Continua)

CAPITULO

CONSIDERACOES

apresentado outros problemas histéricos que levam os alunos a
investigarem a teoria dos grafos, chegando a entender e criar
modelos de representacdo e a interpretar alguns conceitos como
vértices, arestas, ciclos, caminhos, interpretac@es sobre os grafos
unicursais e multicursais. Nesse momento os modelos de grafos sdo
suficientes para transformar alguns problemas que estdo na
linguagem natural para outros registros de representag&o.

E importante observar que a aplicacdo de alguns elementos da
Matematica Discreta pode ser aplicado na computacdo e no
desenvolvimento de alguns algoritmos.

2 - Conceitos bésicos de grafos

Neste capitulo sdo abordados conceitos bésicos, tais como alguns
tipos de representagdes, apresentando nesse momento a interacdo
entre a matematica com a prépria matematica, explorando as
matrizes de adjacéncia e de incidéncia e suas interpretacdes. Os
conceitos de ordem, tamanho, grafos complementares, subgrafo,
vizinhanca, grau, percursos, diferenciando nesse momento caminho
simples, caminho elementar, ciclo e circuito, qualificando assim os
tipos de percursos que podem acontecer em um grafo.

O capitulo aborda também alguns tipos especiais de grafos tais
como o grafo simétrico, o grafo completo, o grafo orientado, o grafo
induzido de outro grafo e o grafo bipartido.

Os autores apresentam o algoritmo de Malgrange que é feito através
da varredura da matriz de adjacéncia a procura das vizinhancgas dos
vértices encontrados. Logo apds essas explanagdes o capitulo sugere
uma lista geral de atividades para explorar e fixar as ideias
discutidas durante o estudo do texto.

3 - Problemas de caminhos.

O capitulo aborda tematicas para o célculo de caminhos minimos
em um grafo, aplicando neste contexto a linguagem dos garfos que
indica o caminho de menor custo. Os autores apresentam nesse
momento o algoritmo de Dijkstra que é usado para achar o caminho
minimo. Num processo investigativo e contextualizado, séo
apresentados problemas relacionados a distancias entre cidades e
com a aplicagdo do algoritmo de Dijkstra verifica-se qual é o menor
percurso.

Neste capitulo também é apresentado um método para o caminho
maximo, ou caminho critico.

4 - Problemas de interligacéo

Neste capitulo os autores abordam problemas envolvendo ideias de
arvores, definindo que uma arvore é um grafo conexo e sem ciclos.
Os autores apresentam as aplicabilidades desse tipo de grafo em
organogramas de empresas, esquema-tabela de campeonato, entre
outras aplicacBes relacionadas a ideias do dia a dia. Havendo
também aplicagdes desses grafos em problemas de custo minimo.
Nesse momento os alunos j& possuem um conhecimento bem
elaborado do assunto, podendo aplicar em vérias areas do
conhecimento, transcrevendo os problemas da linguagem natural em
outros registros de representacdo, facilitando assim os processos de
resolucdo e o entendimento das mesmas.
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(Concluséo)

CAPITULO

CONSIDERACOES

5 - Subconjuntos especiais

Neste momento os autores abordam as relagdes de conjuntos
independentes para apresentar a importancia desse tipo de subconjunto
numa ideia de modelagem, e identificar o nimero de independéncia, bem
como sua cardinalidade.

O capitulo também apresenta algumas ideias para programacdo linear
inteira, usando a matriz de incidéncia e sua transposta. Destacando o
algoritmo hingaro para o céalculo de alocagdo linear, mostrando uma
aplicacao contextualizada do conteudo.

As atividades apresentadas neste capitulo sdo bem interessantes, pois
proporcionam aos estudantes uma analise das aplicacGes dos grafos em
questdes do cotidiano.

6 - Problemas de coloracéo

Os problemas associados a coloragdo dos vértices é diretamente
relacionado aos conjuntos independentes que foram abordados no capitulo
5. Os autores sugerem problemas de aplicacdo e apresentam solucdes
usando o algoritmo guloso para entender resolver esse tipo de problema.
Todas as atividades apresentadas no decorrer do capitulo e as de fixagao
que sdo apresentadas no final desta unidade sdo contextualizadas,
proporcionando uma visdo direta das aplica¢Bes dos grafos no dia a dia.

7 - Fluxos em grafos

O capitulo retoma aos grafos valorados, que sdo aqueles aos quais sdo
atribuidos algum tipo de valor aos veértices, ou as ligacOes (arestas),
mostrando que os tipos de valoracdo sdo de natureza estética, quando se
trata de ndmero de habitantes de uma cidade, ou de natureza dindmica
quando se trata do nimero de veiculos que passam por uma avenida num
determinado tempo.

Os modelos de fluxos que 0s autores apresentam sdo os lineares e nao
lineares. Os exemplos apresentadas no decorrer do capitulo e 0s exercicios
para fechamento do mesmo, sdo diretamente aplicados em situaces do
cotidiano, mostrando aos estudantes que de forma direta o conteido de
grafos é usado para facilitar uma visualizagdo das situacdes praticas, como
por exemplo, um mapa rodovidrio.

8 - Ciclos e aplicagdes

Nos capitulos anteriores foram abordados conceitos de grafos eulerianos e
hamiltonianos, agora algumas aplicacbes desses grafos, serdo
apresentadas, principalmente quando se trata de uma ideia ndo orientada
com todos os vértices impares. Os autores exploram o problema do
carteiro chinés que sua representacdo é um grafo com 0s quatro veértices
impares, portanto ele é ndo euleriano. Nesse momento aplica-se o
algoritmo de Dijkstra para obter a distancia entre os pares de vértices de
grau impar e representa-los em uma matriz. Para transforma-lo em um
grafo euleriano, serdo adicionadas arestas ficticias que representam as
repeticdes, tornando possivel assim fazer o percurso, sem adicionar
custos.

9 - Grafos planares

Neste capitulo os autores definem grafos planares, como sendo aqueles
gue admitem uma representacao grafica. Neste momento é apresentado 0s
poliedros platbnicos e suas representacGes planares. Neste capitulo é
apresentado também o problema das ligagdes de telefone, luz e gas a trés
casas vizinhas sem que as linhas se cruzem. Esse problema é um dos
classicos da teoria dos grafos. ApoOs investigar sobre as possiveis
resolucdes, verifica-se que é impossivel resolvé-lo, pois seus veértices sdo
todos impares. Os autores enfatizam também neste capitulo o teorema de
Kuratowski, o problema da dualidade e o problema das quatro cores. Logo
em seguida sdo apresentados os exercicios para serem resolvidos a partir
das teorias discutidas no capitulo.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), o aluno aprende quando mobiliza os seus
recursos cognitivos e afetivos com vista a atingir um objetivo. E a forma como Boaventura e
Jurkiewicz abordaram a tematica, no livro Grafos: introducéo e préatica, proporciona gque 0s
alunos investiguem as ideias sobre o tema e ao apresentarem as atividades de forma
contextualizada, os estudantes aprimoram 0s conceitos acerca dos contetdos e buscam uma
aprendizagem com significado

Na pesquisa aqui relatada, apresentamos uma proposta de introdugdo da Teoria de
Grafos no Ensino Médio, com o objetivo de que os alunos estabelecam uma conexao entre 0s
demais assuntos estudados com a teoria citada, proporcionando a eles uma visualizacdo e
aplicacdo dos conteidos de Matematica.

Quando os alunos conseguem entender o significado de uma situagdo problema,
representando-a sob outras formas de registros, evidencia-se necessariamente o papel da
escola que é de mostrar significados para as ideias matematicas discutidas em sala de aula.
Para tanto, trabalhamos com a teoria de Duval (2003) que aponta os registros de representacéo
semiodtica como instrumento indispensavel para o desenvolvimento matematico dos
estudantes. Abordamos também as ideias investigativas de Ponte, Brocardo e Oliveira (2006)
como instrumento para as interpretagdes e representacbes das situagdes que estardo

envolvidas no processo de ensino aprendizagem.
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3 O PERCURSO DA PESQUISA

Essa pesquisa teve como objetivo investigar e apresentar estratégias de ensino-
aprendizagem que permitam viabilizar a introducdo do conceito de Grafos no Ensino Médio,
como contetdo integralizador e como registros de representacdo que possam nortear algumas
estratégias para a resolucédo de problemas.

As analises tedricas sobre a Teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Duval
(2003, 2009), os métodos de inquiricdo de Ernest (1996), as atividades investigativas de Ponte
(2006) e a resolucdo de problemas segundo Polya (1995), fundamentaram e objetivaram a
elaboracdo da oficina, que teve como foco o Ensino de Grafos na Educacdo Béasica. As
atividades foram apresentadas na forma de situacdes problemas que abordavam os grafos
buscando interligar os contetdos de matrizes e calculo combinatdrio.

Desenvolvemos um estudo empirico, junto a alunos da 32 série do Ensino Médio de
uma escola particular da cidade de Cachoeiro de Itapemirim, Espirito Santo. O estudo
consistiu na elaboracao e posterior implementacdo de uma oficina composta de cinco etapas.
Nas quatro primeiras etapas foram desenvolvidas quatro listas de atividades em duas aulas de
cinquenta minutos cada. Na ultima etapa foi feita uma avaliacdo do trabalho desenvolvido.

3.1 O contexto da pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida com um grupo de alunos da terceira série do Ensino
Médio do Colégio Jesus Cristo Rei, escola da rede privada, confessional cat6lica, com um
percurso historico de 82 anos de servicos prestados a cidade de Cachoeiro de Itapemirim,
Espirito Santo, onde esta localizada, e as cidades vizinhas. A escola trabalha com a Educacéo
Infantil, Ensino Fundamental e Médio.

O projeto politico pedagogico da escola incentiva inovacdes no campo da pesquisa em
educacéo e a proposta de desenvolvimento das atividades abordando o contetdo de grafos foi
considerada relevante por envolver os alunos em atividades de investigacdo em matematica,
possibilitando um trabalho em equipe.

O Colégio Jesus Cristo Rei, amparado pelo projeto politico pedagogico, determina a
responsabilidade como instituicdo educacional entender o passado, viver 0 presente e
vislumbrar o futuro, criando condigdes para que os discentes se desenvolvam integralmente.

As atividades investigativas trabalhadas na oficina proporcionaram que os alunos

desenvolvessem habilidades recomendadas pela escola, despertando:
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A necessidade do questionamento;

A alegria da descoberta;

O valor da critica conseqiiente;

A coragem da dendncia;

O poder da acéo.

(COLEGIO JESUS CRISTO REI, 2010, p. 15)

No ano de 2010, as terceiras séries do Ensino Médio funcionavam no periodo
vespertino e eram constituidas por 150 alunos. A maioria dos estudantes era da propria escola
desde a primeira série do Ensino Médio. Os conteldos sobre matrizes e anélise combinatéria
sdo explorados na segunda série do Ensino Médio. Procurando fazer uma relacdo com a
prépria matematica, as atividades sobre grafos foram desenhadas para as turmas que ja
haviam estudado esses conteudos.

A principio, a pesquisa seria desenvolvida no horério regular das aulas, mas,
considerando o fato de serem alunos do 3° ano, optamos por desenvolver o trabalho na forma
de uma oficina, oferecida em horario extraclasse, pois 0s estudantes estavam em preparacao
para a realizacdo dos processos seletivos de ingresso ao ensino superior, ou seja, para 0S
vestibulares e para a realizagdo do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Assim, dentre
os alunos, 15 se disponibilizaram a participar das atividades da oficina, contribuindo com a

pesquisa desenvolvida.

3.2 O desenho tedrico-metodolégico

A pesquisa foi desenhada tendo por inspiracdo a engenharia didatica. A engenharia
didatica foi proposta por Artigue, segundo Pais (2008). Associa-se 0 nome engenharia
didatica ao trabalho desenvolvido por um engenheiro no que diz respeito a concepcéo,
planejamento e execucdo de um projeto.

Como metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica caracteriza-se, a principio, em
experiéncias realizadas em sala de aula através de situacOes didaticas para observacéo,
concepgdo e analise de sessbes de ensino. A metodologia da Engenharia Didatica vem sendo
utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino aprendizagem de um dado
conceito.

Segundo Carneiro (2005, p. 90), a engenharia didatica foi criada para atender as
questBes das relagdes entre pesquisa e acdo no sistema de ensino e nas realizagdes didaticas
entre as metodologias de pesquisa. A pratica de ensino € articulada com a préatica de

investigacdo, os conhecimentos matematicos e didaticos sao integrados.
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Para Almouloud e Coutinho (2008, p. 62), esse tipo de pesquisa difere daquelas que
sdo transversais aos conteddos, mesmo que seu suporte seja 0 ensino de certo objeto
matematico (um saber ou um saber-fazer). Na escola francesa, as pesquisas em Didatica da
Matematica, geralmente, ocorrem de forma experimental para que haja investigacao,
experimentacdo e logo a seguir uma intervencgéo a partir da organizacgao e sistematizagédo das
observagdes feitas no decorrer da pesquisa.

Durante a experimentacdo, recorre-se a experiéncia, a analise e aos registros que
podem representar a situacdo descrita nas ideias problematizadoras. Os participantes
respondem as questdes utilizando os conhecimentos anteriores e a medida que desenvolvem
as investigacgdes, 0s conceitos vao sendo elaborados e as observagdes sdo registradas.

A metodologia da engenharia didatica compreende quatro fases: analises preliminares;
construcdo da sequencia didatica e analise a priori; experimentacdo, ou conducdo da
sequéncia; analise a posteriori e avaliagéo.

A primeira fase das andlises preliminares tem como referéncia o quadro tedrico
didatico sobre o qual fundamenta a proposta de pesquisa. Sendo necessario nessa fase que o
pesquisador faca uma analise das primeiras dimensdes relacionadas aos contetdos envolvidos
na pesquisa, sendo uma anélise epistemoldgica, uma pedagdgica para avaliar os efeitos da
proposta de pesquisa. A andlise preliminar tem como base fornecer subsidios para a
construcdo da engenharia didatica.

Em nossa pesquisa, essa fase consistiu em estudos tedricos sobre as investigacdes
matematicas e a Teoria de Registros de Representacdo Semiotica de Duval, a partir do qual
definimos o foco para elaboracdo das atividades da oficina.

A segunda fase é a fase da concepcdo e analise a priori das situacGes da engenharia
didatica. Tomando como base as analises preliminares, o pesquisador escolhera algumas
variaveis que estdo relacionadas ao ensino do contelldo que esta sendo pesquisado. Essas
variaveis serdo consideradas para se fazer o desenho da proposta didatica, sendo que elas séo
de dois tipos: macrodidaticas ou globais, relativas as organizacdes globais da engenharia; e
variaveis microdidaticas ou locais relativas a organizacdo local da engenharia, organizando
cada fase ou secdo do desenvolvimento da pesquisa.

A elaboragédo de uma sequéncia didatica exige toda uma preparacdo, conforme mostra
Pais:

Uma seqiiéncia didatica é formada por certo nimero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situagcdes de aprendizagem, envolvendo os
conceitos previstos na pesquisa didatica. Essas aulas sdo também denominadas
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secOes, tendo em vista 0 seu carater especifico para a pesquisa. Em outros termos,
ndo sdo aulas no sentido da rotina da sala de aula. Tal como acontece na execucédo de
todo projeto, é preciso estar atento ao maior nimero possivel de informacdes que
podem contribuir no desvelamento do fendmeno investigatério. (PAIS, 2008, p.
102).

Na pesquisa aqui relatada, essa fase compreendeu o desenho da oficina,
compreendendo quatro sequéncias de atividades e um questiondrio de avaliacdo. Cada
atividade demandou um planejamento detalhado tendo como objetivo propor situacGes de
aprendizagem, que envolvessem o aluno no estudo dos conteudos apresentados. Na terceira
secdo deste capitulo faremos uma descricdo de cada etapa e das listas de atividades,
apresentando 0s objetivos e uma previsdo das possiveis dificuldades dos alunos na resolucéao
das mesmas.

A terceira fase da engenharia didatica é a experimentacdo, que constitui 0 momento de
se colocar em funcionamento as atividades propostas, entrando em préatica o saber didatico do
professor. Nessa fase, a sequéncia didatica proposta devera ser desenvolvida através de uma
abordagem metodoldgica que privilegie a criticidade e a reflexdo numa perspectiva de
construcdo de um saber consciente e indagador.

Assim, essa fase consistiu na implementacdo da oficina abordando o conteudo de
grafos. Essa fase da pesquisa compreendeu quatro etapas, com duragdo de cerca de 100
minutos cada, em que foram feitas as experimentacdes e discussdes das atividades e 0s
estudantes fizeram os registros das observacdes e conclusdes. A etapa final compreendeu a
avaliacdo dos trabalhos, feita pelos estudantes.

As atividades foram desenvolvidas de acordo com as etapas investigativas sugeridas
por Ponte, Brocardo e Oliveira (2006). O primeiro momento consiste no reconhecimento da
situacdo, correspondendo a uma exploracdo preliminar das questdes a serem abordadas. O
segundo momento estd associado ao processo de formulacdo de conjecturas para estar
estabelecendo uma relagdo mais generalizada das atividades apresentadas. O terceiro
momento esté relacionado ao refinamento das conjecturas e a realizagdo de testes sobre as
questdes investigadas, ja& o quarto momento refere-se as argumentagdes, demonstracdes e

avaliacOes das questOes investigadas.
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Quadro 3 - Momentos na realiza¢cdo de uma investigacao

- Reconhecer uma situacao problematica.
Exploracéo e formulagéo de questbes - Explorar a situacdo problematica.

- Formular questdes.

- Organizar dados.

Conjecturas - Formular conjecturas (e fazer afirmac6es sobre
uma conjectura).

- Realizar testes.

- Refinar conjecturas.

- Justificar uma conjectura.

- Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio.
Fonte: Ponte; Brocardo; Oliveira, 2006.

Testes e reformulacgdes

Justificacdo e avaliagdo

Na primeira etapa, foi proposto que os alunos trabalhassem em trios para resolverem a
12 Lista de Atividades, compreendendo problemas envolvendo a teoria de grafos e suas
representacdes. Nesse momento os alunos puderam questionar a respeito das atividades
havendo uma discusséo entre os componentes do grupo.

No segundo momento, houve uma socializagdo das questdes desenvolvidas na etapa
anterior para apresentacdo dos resultados obtidos em cada situacdo problematizadora. Logo
apos a exposicdo dos resultados, demos inicio a segunda etapa, compreendendo a 22 Lista de
Atividades, envolvendo combinat6ria e matrizes para que 0s alunos pudessem novamente em
trios desenvolver e registrar suas conclusdes a respeito de cada atividade proposta.

A terceira etapa da oficina iniciou com uma socializacdo das questdes desenvolvidas
anteriormente e logo ap0s a discussdo das atividades, o grupo foi novamente dividido em trios
para que pudessem resolver a 3?2 Lista de Atividades, envolvendo situacbes problemas que
pudessem ser resolvidos através da teoria dos grafos e suas representagdes. Ao término das
atividades os grupos fizeram uma breve apresentacdo para analise dos resultados e discussao
das respostas encontradas pelos grupos.

Na quarta etapa da oficina, os alunos resolveram a 42 Lista de Atividades nos mesmos
moldes da terceira etapa.

A quinta e ultima etapa da oficina foi constituida por uma socializacdo geral das
atividades desenvolvidas, havendo participacdo direta do grupo de alunos, sobre o que
acharam a respeito das atividades e da forma como foram conduzidas suas resolucbes e
discussbes a respeito de cada registro apresentados pelos grupos. Apds essa conversa, 0S
alunos responderam a um questionario para falar da experiéncia de fazer conexdes entre

contelidos matematicos.
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A quarta fase da Engenharia Didatica € a andlise a posteriori da sequéncia de
atividades. Consiste em uma andlise dos resultados obtidos através das investigacdes e dos
registros apresentados que possam contribuir para a melhoria dos conhecimentos didaticos.

A andlise a posteriori de uma sessdo € o conjunto de resultados que se pode tirar da
exploragdo dos dados recolhidos e que contribuem para melhoria dos conhecimentos didaticos
que se tem sobre as condicGes da transmissdo do saber em jogo. Ela ndo é a crénica da classe,
mas uma andlise feita a luz da analise a priori, dos fundamentos teoricos, das hipdteses e da

problematica da pesquisa, supondo que:

e A observagdo foi preparada por uma analise a priori conhecida do observador.

e Os objetivos da observagdo foram delimitados por ferramentas apropriadas, e
estruturados também pela andlise a priori. (ALMOULOUD; COUTINHO,
2008, p. 68).

Na pesquisa aqui relatada, a andlise a posteriori consistiu na analise dos registros
escritos dos alunos, de cada uma das atividades da oficina e das gravacfes em audio dos
momentos de socializacdo, procurando relacionar os dados obtidos com a analise a priori, em
que foram destacados os objetivos, buscando identificar as regularidades apresentadas no
processo de resolucdo das atividades. Nessa fase buscamos a validagdo da Engenharia
Didatica através da articulacdo entre as trés etapas de analises preliminares, analise a priori e

analise posteriori. Os resultados dessa andlise integram o Capitulo 4.

3.3 Descricéo da oficina: etapas e atividades
O desenvolvimento da oficina deu-se atraves da aplicacdo das atividades em sala, com

base na proposta investigativa de Ponte e colaboradores:

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés fases (numa
aula ou conjunto de aulas): (i) introducdo da tarefa, em que o professor faz a
proposta a turma, oralmente ou por escrito; (ii) realizacdo da investigacéo,
individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda a turma; (iii) discussdo
dos resultados, nos quais os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado.
(PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2006, p. 25).

As listas de atividades, propostas numa forma investigativa, foram aplicadas em
consonancia com a proposta desses autores. Os alunos foram convidados a participar da
oficina e a investigar caracteristicas dos grafos, para entdo estabelecer ideias basicas acerca da
Teoria dos Grafos. Ao final de cada atividade havia uma socializacdo sobre o

desenvolvimento e conclusdes estabelecidas a respeito da mesma, fazendo com que aos
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poucos, no decorrer das atividades, as ideias e representagdes de grafos fossem sendo
estabelecidas. Uma atenc¢do especial foi dada a questdo dos registros de representacdo, base
teodrica que fundamentou a elaboracéo das sequéncias de atividades, explorando-se as diversas
formas de registro, iconica, linguagem natural, linguagem algébrica, linguagem matricial,
entre outras.

No momento da socializacéo, os alunos eram levados a questionar e sugerir ideias para
as interpretacOes e representacOes de cada problema. O professor e pesquisador tinha nesse
momento o papel de organizador, coordenando a participacdo dos alunos, fazendo
intervencdes e esclarecendo algumas davidas bem como propondo alternativas para a
resolucéo das atividades.

Apos a socializagdo, os alunos recebiam uma folha para anotarem suas conclusées a
respeito da Teoria de Grafos, conceito que estava sendo abordado nas atividades propostas.

As atividades trabalhadas na oficina apresentam os conteudos de grafos, abordando
suas definicOes, classificacOes, elementos e aplicagdes em problemas que se relacionam com
situacOes do cotidiano. No percurso da oficina foram trabalhadas quatro listas de atividades
em que os alunos deveriam analisar investigar e apresentar conclusdes sobre grafos, a partir
de uma breve orientacdo no enunciado das questdes.

A oficina foi desenvolvida em quatro encontros de 100 minutos cada, compreendendo

cinco etapas apresentadas a seguir.

3.3.1 Primeira etapa

A 12 Lista de Atividades trabalhada na oficina teve como objetivo apresentar os grafos
por meio de exemplos, buscando que os alunos identificassem seus elementos (vértices e
arcos ou arestas), construindo o conceito do que é um grafo e que utilizassem esse novo
objeto matematico para resolver problemas.

A primeira atividade da lista apresenta um modelo de grafo, na forma de um envelope
e propde gquestionamentos para que os alunos observem o grafo, identificando e classificando
0s seus Vértices. E entdo proposto um problema, modelado pelo grafo dado para ser resolvido.
Os alunos sdo convidados a investigar a possibilidade de desenhar o envelope sem tirar o lapis
do papel, e sem passar pelo mesmo arco duas vezes. Nesse momento pretendemos que o0 aluno
desenvolva experiéncias matematicas, escolhendo pontos de partida e caminhos diferentes na

tentativa de reconhecer, explorar e solucionar o problema.
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Quadro 4 - Primeira Atividade - 12 Lista

12 LISTA de ATIVIDADES (sala) - Atividade 1

Os problemas seguintes envolvem o contetido matematico denominado Grafos, que € novo para muitos
de vocés. Nos grafos das Figuras 1, 2 e 3 cada ponto indicado por uma letra maidscula é um vértice e
cada linha que liga dois vértices é chamada de aresta ou arco.

Leia com atencdo os enunciados e responda as questdes propostas, registrando por escrito suas ideias.

Observe a Figura 1 que tem a forma de um envelope aberto
C

A E

Figura—1
Identifique os vértices da Figura 1.
Em cada grafo, determinado vértice pode ser classificado como par, ou impar, dependendo do nimero
de arcos que dele parte. Quais 0s veértices do grafo da Figura 1 que vocé classificaria como pares?
Quais os vértices do grafo da Figura 1 que vocé classificaria como impares? Justifique.
Pode-se desenhar o envelope sem tirar o lapis do papel, e sem passar pelo mesmo arco duas vezes?
Justifique.
Em caso afirmativo, quais poderiam ser os vértices de origem? E os de chegada?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na segunda atividade da primeira lista sdo apresentados dois grafos e os alunos
deveriam responder alguns questionamentos a partir das analises, investigacdes e conclusdes
obtidas na primeira atividade. Nesse momento os alunos sdo convidados a registrar por escrito
usando a linguagem natural como explicariam para um colega 0 que seja um grafo.

Pretendemos que 0s alunos aos poucos construam a ideia do objeto matematico grafo.

Quadro 5 - Segunda Atividade - 12 Lista

(Continua)
12 LISTA de ATIVIDADES (sala) - Atividade 2
2) a) Observe as figuras e responda ao que se pede:
B
A B C A
D F C
E
Figura 2 Figura 3
Vértices: Vértices:
Vértices pares: Vértices pares:
Vértices impares: Vértices impares:
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(Conclusdo
b) Pode-se desenhar a Figura 2 sem tirar o lapis do papel, e | d) Pode-se desenhar a Figura 3 sem tirar o
sem passar pelo mesmo arco duas vezes? lapis do papel, e sem passar pelo mesmo

arco duas vezes?
¢) Em caso afirmativo, quais poderiam ser os vértices de | €) Em caso afirmativo, quais poderiam ser os
origem? E os de chegada? vértices de origem? E os de chegada?

f) Analise as caracteristicas dos vértices das Figuras 1, 2 e 3.

g) E possivel sempre percorrer todas as arestas de um grafo uma Gnica vez? Justifique, em que situagdes isso
é possivel.

h) Como vocé explicaria para um colega o que seja um grafo?

i) Escreva um pequeno texto relatando o que vocé aprendeu até agora sobre grafos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A terceira atividade da primeira lista apresenta um problema na linguagem natural,
envolvendo caminhos entre quatro cidades. Os alunos deveriam representar atraveés de um
desenho (grafo) a situacdo descrita no problema, e a partir desse registro responder a quatro
itens relacionados a quantidade de caminhos possiveis para ir de uma das cidades até outra.

Considerando-se o carater integrador do conceito de grafos e a possibilidade desse
topico ser elemento de conexdo com outros contelldos matematicos ja estudados, esperavamos
que os alunos associassem a questdo ao principio multiplicativo da analise combinatdria.

Foram incentivadas as conversdes que, conforme Duval (2003), séo transformacdes de
representagdes que constituem em mudar de registro, conservando 0s mesmos objetos
denotados, por exemplo: passar o problema da linguagem natural para um registro em forma

de desenho que é uma possivel representacdo grafica.

Quadro 6 - Terceira Atividade - 12 Lista

12 LISTA de ATIVIDADES (sala) - Atividade 3

3) Sonhos, Acordados, Bem Querer e Felicidades sdo cidades de pais bem préximo. Duas das estradas
existentes levam-nos de Sonhos a Acordados, cinco de Acordados a Bem Querer e trés de Bem Querer a
Felicidade.

Represente a ideia através de um desenho.

De quantos modos podemos ir de Sonhos a Bem Querer? Explique como fez para obter sua resposta.

De quantos modos podemos ir de Acordados a Felicidade e retornar a Acordados por caminhos
diferentes? Represente o resultado através de uma expressdo numerica.

De quantos modos podemos ir de Sonhos a Felicidade? Represente o resultado usando mais de uma forma
de representagdo.

E possivel representar o problema 3 por meio de um grafo? Justifique
Fonte: Elaborado pelo autor.
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As dificuldades previstas para essa primeira etapa da oficina foram para 0 momento da
conclusdo das investigacOes, quando os alunos deveriam entender e justificar quando era

possivel fazer o percurso sem tirar o lapis do papel.

3.3.2 Segunda etapa

A segunda lista de atividades teve como objetivo a interpretacdo gréafica de um
poligono inscrito numa circunferéncia e suas diagonais, relacionando com a ideia de registro
de grafo e os possiveis caminhos entre suas arestas, explorada na primeira lista de atividades.
Nesse momento da pesquisa, 0 aluno deveria mostrar que havia associado o que é um grafo e
algumas formas de representa-los. O aluno deveria aplicar o tratamento de transformagéo de
representacdo, operando dentro de um mesmo registro, analisando a figura e representando na

prépria figura suas diagonais, ndo havendo mudanca de registro.

Quadro 7 - Atividades da 22 Lista
(Continua)

22 LISTA de ATIVIDADES (sala) - Atividades 1, 2 e 3

1) Sobre a circunferéncia (Figura 1) marque 5 pontos distintos.

Figura 1

Represente cada ponto por uma letra maitscula escolhida entre as cinco primeiras letras do nosso alfabeto.

As cordas AD e DA possuem a mesma medida? Justifique.

Desenhe todos os segmentos possiveis, tomando como extremos dois dos pontos destacados sobre a
circunferéncia. Quantos segmentos foram desenhados?

Qual poligono ficou formado quando observamos 0s segmentos que ligam dois pontos consecutivos?

Quantas diagonais tém esse poligono?

Classifique os vértices do poligono formado em pares ou impares.

E possivel desenhar o poligono formado e suas diagonais, partindo, de um vértice qualquer sem tirar o lapis
do papel e passando uma Unica vez em cada segmento? Justifique.
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(Conclusdo)

Quantos segmentos podem ser formados unindo-se dois a dois 6 pontos distintos sobre uma circunferéncia?
Justifique sua resposta.

2) Construa circunferéncias marcando:

a) 6 pontos

b) 7 pontos

c) 8 pontos

Anote o0 que vocé observa sobre 0s poligonos formados ao se unir dois pontos consecutivos:

3) Voceé seria capaz de indicar uma condigdo para que se possa desenhar um poligono e suas diagonais
partindo de um vértice, sem tirar o lapis do papel e sem passar pelo mesmo caminho mais de uma vez?
Justifique

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nessa atividade, ndo se pensou em dificuldades para a sua realizacdo, pois os alunos ja
haviam socializado as investigac6es feitas durante a primeira atividade. Os conhecimentos de
Geometria exigidos eram bastante elementares, ndo consistindo em obstaculos para a

resolucéo da questéo.

3.3.1 Terceira etapa

A terceira lista de atividades teve como objetivo relacionar grafos e matrizes, a partir
de problemas de aplicagdes em rotas de voos.

Nessa lista foi também apresentado o conceito de grafos através de conjuntos de pares
ndo ordenados, relacionando a representacdo geométrica com a representacao de conjuntos.

Nessa etapa da pesquisa houve necessariamente o tratamento da conversdo, pois 0s
alunos deveriam interpretar os problemas de grafos e representa-los de varias formas, como
matrizes, conjuntos de pares ndo ordenados e a representacdo geomeétrica.

A terceira lista de atividades teve como objetivo a associacdo de uma representacao
geométrica a uma representacdo matricial (matriz de incidéncia), bem como a associagdo da
representacdo iconica de um grafo a representacdo por meio de conjuntos de pares nédo
ordenados. Essa lista constituiu-se de trés atividades diversificadas, na qual os alunos
deveriam necessariamente aplicar o tratamento de converséo para resolu¢do da mesma.

Nesse momento da pesquisa 0s alunos deveriam mostrar 0 dominio no processo do
tratamento denominado converséo, segundo Duval (2003), pois precisavam registrar um grafo

usando vérias formas de representagé&o.
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32 LISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 1

Podemos representar um grafo através de uma matriz bidimensional, onde uma das dimensdes sdo vértices
e a outra dimenséo sdo arestas.

Dado um grafo G com n vértices e m arestas, podemos representa-lo por uma matriz n x m.

Para representar um grafo sem pesos nas arestas e ndo direcionado, basta que as entradas da matriz M
contenham 1 se o vértice incide na aresta, 2 caso seja um laco (incide duas vezes) e 0 caso o vertice ndo
incida na aresta.

1) Vamos supor que dos aeroportos de quatro cidades partem voos diarios. No esquema abaixo (Figura-1),
0s numeros 1, 2, 3 e 4 representam essas cidades e as linhas, 0s voos existentes entre elas.
1 4

Figura- 1

Podemos associar a essa situacdo uma tabela, que estabelece se ha ou ndo voo direto entre as cidades, de
modo que:

Se as cidades possuem ligacdo entre elas, ou seja, se hd voo direto entre uma e outra, escrevemos um na
tabela;

Se as cidades ndo se ligam diretamente, 0 que na situacdo descrita significa que ndo ha voo direto entre
elas, escrevemos 0 na tabela.

Como néo ha voo de uma cidade para ela mesma, nesse caso também escrevemos 0 na tabela.

Complete a Tabela 1 associada a Figura 1, de acordo com as informag6es fornecidas:
1 2 3 4

AlWIN(F

Tabela 1

Fonte: Elaborada pelo autor.


http://dicionario.sensagent.com/Vértice/pt-pt/
http://dicionario.sensagent.com/Aresta/pt-pt/
http://dicionario.sensagent.com/Matriz_(matemática)/pt-pt/
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Quadro 9 - Segunda Atividade - 32 Lista

32 LISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 2

Sistematizando ideias

Seja A= {ay, ay, ..., a,}, um conjunto finito ndo vazio, e um grafo G. A matriz Mg = (a;j), é chamada de
matriz de adjacéncias, ou associada ao grafo G se tomarmos a;; = (a;, a;), onde:

a; =1, se i estiver ligado a j, e

a; = 0, se i ndo estiver ligado a j.

A tabela 1 é a matriz de adjacéncias do grafo representado na Figura 1.

2) Construir um grafo a partir da matriz de adjacéncias indicada abaixo.
111

[ =

011
1 00
1 00

3) Observe a representacdo geométrica abaixo (Figura - 2).

Figura - 2

Chamamos de vértice (V) todo conjunto finito ndo vazio, que nesta figura enumeramos por 1, 2, 3, 4 e 5.
Assim, podemos representar V={1, 2, 3, 4, 5}. Denominamos de E todo conjunto de pares ndo ordenados
de elementos distintos de V. Podemos dizer que para a ilustracdo acima E = {(1,2), (1,4), (2,3), (2,5),
B4}

Dizemos que os elementos de V sdo vértices do grafo (G), e os elementos de E sdo as arestas de G.
Represente geometricamente um grafo, sabendo que V = {1, 2, 3,4, 5, 6}

E={(12),(1,3), 3 2),(3,6), (53), (51), (56). (4.6), (4.5), (6.1), (6,2), (3.4)}.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nessa lista de atividades, as possiveis dificuldades dos grupos seriam interpretar o

conceito de grafos fornecidos através de um conjunto de pares nao ordenados, uma vez que na
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matematica geralmente se fala em pares ordenados. Quanto a representacao e interpretacdo da
matriz de adjacéncias ndo haveria problemas, uma vez que os alunos ja haviam estudado o

conceito de matrizes e suas representacoes.

3.3.1 Quarta etapa

A quarta etapa da oficina compreendeu o desenvolvimento de trés atividades com
objetivo de reforcar os conceitos investigados pelos alunos durante a oficina. Os conceitos
abordados foram sobre vértices de um grafo e seu grau e se um grafo é unicursal ou
multicursal. Nessa etapa da pesquisa esperava-se que os alunos ja dominassem 0s conceitos
de grafos e suas representaces, bem como aplicar os tratamentos dentro de um mesmo
registro e os tratamentos de conversdo em que poderiam mudar a forma de registro de

representacao.

Quadro 10 - Primeira Atividade - 42 Lista

42 LISTA de ATIVIDADES (sala) —

Na teoria dos Grafos, 0s seguintes conceitos sdo importantes:

e Grau de um vértice, que é o nimero de arcos que saem dele.

e Um vértice € par ou impar, conforme seu grau seja par ou impar, respectivamente.

e Se um grafo pode ser percorrido totalmente, passando-se exatamente uma Unica vez em cada
arco, ele é classificado como grafo unicursal. Caso contrario, ele é multicursal.

1) Construir 3 grafos, um multicursal, um unicursal com dois vértices impares e um unicursal com todos
0s Veértices pares.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quadro 11 - Segunda e Terceira Atividade - 42 Lista

423 ISTA de ATIVIDADES (sala) —

2) Observe os poliedros regulares (Poliedros de Platdo).

|
= PR

m 14) (2)

(8)

a) Quais dentre esses poliedros sdo unicursais? Justifique
b) Quais dentre esses poliedros sdo multicursais? Justifique
3) Observe o grafo da Figura 1.

Figura 1
Construa uma matriz M 8 x 8 em que Mg,s = (m;)) = 1, se i estiver ligado a j e 0, se i ndo estiver ligado a

J
Identifique o tipo especial que a matriz M representa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

N&o esperavamos duvidas nessa lista de atividades, uma vez que era a etapa final da
oficina, quando os alunos deveriam mostrar conhecimentos embasados nas investigacoes,

analises, discussdes e socializacdes durante o desenvolvimento da oficina.
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ApOs essa atividade os alunos responderam a um questionario, em que deveriam
explicitar seu aprendizado em relacdo ao conceito da Teoria de Grafos apresentado durante a

oficina.

3.3.5 Quinta etapa
Nessa etapa da oficina, os alunos tiveram oportunidade de socializar sobre a
importancia de se estudar a Teoria dos Grafos no Ensino Médio, bem como suas aplicacdes

em problemas do cotidiano.

Quadro 12 - Questionéario de Avaliagado

QUESTIONARIO
1) Dentre as atividades que desenvolvemos estudando Grafos, qual a que chamou mais a sua aten¢do? Por
qué?

2) Seria importante que no Ensino Médio sejam estudados contetidos sobre Grafos? Justifique
3) Com quais contelidos matematicos o Tépico Grafos pode ser relacionado?
4) Indique uma situacéao préatica que poderia ser resolvida por meio do uso de Grafos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

ApoOs essa etapa, 0 professor pesquisador observou se os problemas propostos eram
significativos, de forma a garantir a aprendizagem, e se 0s mesmos levaram os alunos a criar
estratégias proprias de resolucdo, estimulando o aluno a refletir durante as socializacdes,
sobre o préprio pensamento e o0 proprio processo de aprendizagem.

O pesquisador levou em conta os possiveis “erros” para a elaboracdo de novas
situacbes de aprendizagem, uma vez que ao investigar o conteudo Teoria dos Grafos, 0s
alunos poderiam levantar hipdteses e conclusdes precipitadas acerca do estudo que estava
sendo conduzido.

Na perspectiva da investigacdo matematica estabelecida pelo professor e pelo grupo, o
processo de avaliagdo deve ser pensado como forma de integrar o ensino e a aprendizagem,
tendo como um dos objetivos a orientacdo e a intervencdo pedagdgica, que ira possibilitar a
reflexdo continua do processo de aprendizagem.

O processo de avaliacdo deve, segundo os Parametros Curriculares (PCN+):

e Retratar o trabalho desenvolvido;

e Possibilitar observar, interpretar, comparar, relacionar, registrar, criar novas
solucbes usando diferentes linguagens;

e Constituir um momento de aprendizagem no que tange as competéncias de
leitura e interpretacdo de textos;

e Privilegiar a reflexdo, analise e solugdo de problemas.
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e Possibilitar que os alunos conhegam o instrumento assim, como os critérios de
correcao;

e  Proporcionar o desenvolvimento da capacidade de avaliar e julgar, ao permitir
que os alunos tomem parte de sua propria avaliacdo e da de seus colegas,
privilegiando, para isso, os trabalhos coletivos. (BRASIL, 1998, p. 137).

Lembramos que o processo de avaliacdo é continuo e uma oficina com cinco etapas
ndo é suficiente para avaliarmos se de fato a aprendizagem foi efetivada. Mesmo assim, 0s
resultados do trabalho, apresentados no Capitulo 4, permitem afirmar que a oficina conduzida
possibilitou que os alunos conhecessem um novo objeto matematico, no caso, os grafos. O
estudo de grafos conduzido possibilitou que os alunos revisassem conteudos de geometria, e

analise combinatoria, entre outros, sendo um elemento integrador de ideias matematicas.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo, abordamos a ultima fase da engenharia didatica que é a analise
posteriori, consistindo no tratamento das informagdes que foram obtidas através das
observacdes das oficinas e das analises dos registros de cada equipe para que 0 processo de
andlise fosse validado.

Para Pais (2008), a validacdo dos resultados é obtida através do confronto que se
estabelece entre os dados obtidos na analise a priori e na analise a posteriori.

Os processos desenvolvidos nas oficinas foram significativos para esta analise; durante
o0 trabalho os alunos iam desenvolvendo registros e através desses era possivel constatar se
estava ou ndo, havendo entendimento do assunto. A comparacdo entre as fases de anélise a
priori e a posteriori sdo uma tentativa de validar a sequéncia de atividades propostas na forma
de uma oficina de investigacGes matematicas com grafos e desenvolvida com alunos do

Ensino Médio.

4.1 Primeira lista de atividades

Como era esperado, os alunos ndo apresentaram nenhuma dificuldade em resolver os
itens 1a, 1b e 1c da primeira atividade. Todos eles foram capazes de identificar e classificar os
vértices do grafo apresentado em pares ou impares, justificando a classificacdo quando
solicitado.

Ao responderem os itens (d) da primeira atividade, os alunos concluiram ser possivel
desenhar um envelope aberto sem passar pelo mesmo arco mais de uma vez e sem tirar o lapis

do papel. Para justificar, os alunos alegaram o uso de tentativas, como ilustrado na Figura 7:

Figura 7 - Resposta da Atividade 1(d) da 12 Lista — G2

d) Pode-se desenhar o envelope sem tirar o lapis do papel, e sem passar péio mesmo arco
,duas vezes? Justifique.

E A e e A - o il
& PeiL U(i:?,) atrnose/s doo 1o ritodrsas ,poice bhe - 2o Qe OO “{-; o Ut
0
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Fonte: Dados da pesquisa.

Indagados sobre quais poderiam ser os vertices de origem e os de chegada, todos
conseguiram identifica-los, entretanto variou o nivel de argumentacdo das justificativas.
Apenas 0 Grupo 4 explicitou que o problema sé era possivel partindo de um dos vértices

impares e chegando ao outro.
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Figura 8 - Resposta da Atividade 1(e) da 12 Lista — G4

e) Em caso afirmativo, quais poderiam ser os vértices de origem? E os de chegada’?
O ¥x ﬂ( ﬂj onae X C\;\ 3tk 8}\{3& oo (¥ror 3 Eaxs
Ay o ey < UL pﬁ/r% & A0 QJWL & Sugpdo

\

£)2 ﬂ?ﬁ‘iﬁ m® ® € © (W&@ O Dagda, £ O A,
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Fonte: Dados da pesquisa.

No item (a) da Atividade 2 foram propostos dois grafos com caracteristicas e
classificacOes diferentes, para que os grupos identificassem os vértices e os classificassem em
pares e impares. Como era esperado, todos 0s grupos acertaram, sendo capazes de justificar
suas respostas quando solicitados.

Para justificar se era possivel desenhar os grafos passando em cada arco uma Unica vez
e sem tirar o lapis do papel, os grupos responderam que conseguiram identificar através de
tentativas. Verificaram que para a primeira figura da atividade 2 ndo era possivel fazer o
percurso; ja para a segunda figura da mesma atividade, eles identificaram como sendo
possivel completar o caminho percorrendo todos os arcos uma Unica vez.

Ap0s esse momento foi pedido aos grupos que analisassem os trés grafos apresentados
nessa primeira lista de atividades, justificando se era possivel fazer o percurso completo,
percorrendo todos o0s arcos uma unica vez e sem tirar o lapis do papel. Observamos que eles
conseguiram identificar em quais situacBes isso era possivel, estabelecendo algumas
sistematizagOes tedricas sobre tipos e possibilidades de construcéo de grafos.

A Figura 9 apresenta a resposta do Grupo 3.

Figura 9 - Resposta da Atividade 2 (g) da 12 Lista - G3

0) Anallse as caracteristicas dos vértioes das figuras 1, 2 3

3 possivel sempre percorrer todas as arestas de um grafo uma (nica vez? Justfique, em

Qe situagdes isso € possivel fiele, 1+~ sl o - ML‘ (6,
Ch % AAL: )

/ML 0 vuwmirg (& M’Vt(.b*”'s WU/J /UL IO CZ&* /A/ué IZ mfﬁi

Fonte: Dados da pesquisa.
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Percebemos que a resposta do Grupo 3 pode ser considerada valida para os trés casos
estudados, nesse sentido é uma generalizacdo correta. Convém ressaltarmos a importancia de
o professor estar atento ao tipo de sistematizacdes feitas, que podem, ou nédo, ser validas.

Consideremos, por exemplo, a situacao:

Analise o grafo abaixo e verifique se € possivel percorrer todas as arestas uma Unica vez sem

tirar o lapis do papel.

Figura 10 - Grafo que indica um contra exemplo para a
resposta da Atividade 2 (g) da 12 Lista 1 — G3

A B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos que o grafo representado pelos vértices A, B, C e D possui dois vértices
pares e dois impares, sendo possivel percorrer todos os caminhos passando uma Unica vez em
cada aresta ou arco. Podemos partir do vértice B, chegando em C, ou partir do veértice C,
chegando em B.

Em seguida os grupos deveriam dizer como explicariam para um colega 0 que seja um
grafo. E todos os grupos conseguiram de forma objetiva e clara elaborar a principio uma

primeira definicéo.

Figura 11 - Resposta da Atividade 2 (h) da 12 Lista 1 - G3

h) Como voce exphcana para um colega o que seja um grafo?
| umo, Ao, g (i o il oo
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» . \ ] ":- o ’FY\"F\ ‘.’&m’ X 3 ,“Q -
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% (“;{ 00 b ]

Fonte: Dados da pesquisa.
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Nesse momento, a unica ideia esperada de grafo era associada a figura, uma vez que
uma discussao mais abstrata do objeto matematico grafo iria acontecer no decorrer da oficina.

A terceira atividade apresentou um problema na linguagem natural para que os alunos
representassem o mesmo através de um desenho. Como esperado, 0S grupos nao tiveram
dificuldade em fazer a associagéo proposta.

Os itens (3b e 3c) questionavam sobre as diversas possibilidades de se locomover de
uma cidade a outra, pedindo aos alunos que representassem as varias formas através de uma
expressao numérica. O que chamou atencdo nesse momento da oficina foi que 0s grupos
comecaram a associar 0s conteldos matematicos que ali estavam sendo inseridos; nesse item

da questdo era o principio multiplicativo aplicado na analise combinatoria.

Figura 12 - Resposta da Atividade 3 (b) da 12 Lista 1 — G1

b) De quantos modos podemos ir de Sonhos a Bem Querer? Explique como fez para
obter sua resposta.

Yoo R e Sohé o Gededs fom-m  clues Qwsx. W“’Zf«’;
d%\ ¢ do Capnclockes W Bem. G 1 a‘wcg Y,«W,Mfoebf
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lm o guncipio wulbylcalive dov Gnddee  CombinelBiie.

Fonte: Dados da pesquisa.

No item (3d) os alunos deveriam utilizar mais de uma forma de registro. Todos 0s
grupos acertaram a questdo e o que ficou bem claro nessa etapa da oficina foi que as
justificativas foram bem objetivas explicitando de forma clara e precisa 0s argumentos

combinatdrios empregados para a resolucdo do mesmo.

Figura 13 - Resposta da Atividade 3 (d) da 12 Lista 1 - G4

d) De quantos modos podemos ir de Sonhos & Felicidade? Represente o resultado
usando mais de uma forma de representaggo. -
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Fonte: Dados da pesquisa.
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4.2 Segunda lista de atividades

A primeira atividade da segunda lista apresentava uma circunferéncia e pedia para 0s
alunos destacarem 5 pontos sobre a mesma, identificando cordas, vértices, diagonais e
classificacdo do poligono ali descrito e identificar se 0s vértices eram pares ou impares,
estabelecendo relagfes com a primeira etapa da oficina. Como era esperado, 0s quatro grupos
n&o tiveram dificuldades para responder os itens 1a, 1b, 1c, 1d, 1e e 1f, que associava grafos
com os poligonos, suas diagonais e anélise da ideia iconica, na qual os estudantes deveriam
interpretar as possibilidades de construcao desses poligonos.

No item (g), os alunos deveriam responder se era possivel desenhar o poligono
descrito, partindo de um de seus vértices sem tirar o lapis do papel e passando em cada arco
(lados e diagonais) uma Unica vez. Todos 0s grupos conseguiram responder de forma correta,
uma vez que utilizaram as ideias investigadas nas atividades anteriores, sobre vértices pares e

impares e as possibilidades de percorrer os caminhos.

Figura 14 - Resposta da Atividade 1 (g) da 2?2 lista 2 - G2

g) E possivel desenhar o poligbno formado e suas diagonais, partindo, de um vértfce
qualquer sem tirar o l&pis do papel e passando uma Unica vez em cada segmento?

!, Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na segunda atividade, foi pedido aos alunos que representassem sobre trés
circunferéncias distintas, 6, 7 e 8 pontos, respectivamente, tracando todas as cordas possiveis
em cada figura, classificando o poligono obtido quanto ao nimero de lados e o nimero de

diagonais de cada um deles.
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Figura 15 - da Atividade 2 da 2* Llsta 2 Gl

2) Construa cnrcunrerenmas marcando sobre as mesmas
a) 6 pontos
b) 7 pontos

c) 8 pontos

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os grupos ndo apresentaram dificuldades para realizar essa atividade, pois logo
identificaram os poligonos e suas caracteristicas.

Com o objetivo de associar as primeiras ideias de grafos com o ensino de geometria
(poligonos e diagonais), pedimos aos grupos que respondessem sobre qual era a condicdo
necessaria para se desenhar um poligono e suas diagonais sem tirar o lapis do papel e sem
passar pelo mesmo lado ou diagonal mais de uma vez.

Os grupos trocaram ideias e aplicando os conceitos discutidos na primeira etapa da
oficina, ao resolverem a primeira lista de atividades, responderam com objetividade e clareza,
sem dificuldades, pois ja possuiam a nocao de vértices pares e impares e as condi¢des para se

desenhar um grafo. Ilustramos a atividade com os argumentos apresentados pelo grupo (G2).

Figura 16 - Resposta da Atividade 3 (h) da 22 Lista - G2

3) . Vocé seria capaz de indicar uma condic&o para que se possa desenhar um poligono e
suas diagonais partindo de um vértice, sem tirar o l&pis do papel e sem passar pelo mesmo
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Fonte: Dados da pesquisa.

O que mais nos chamou aten¢do na segunda etapa da oficina foi a facilidade com que
0S grupos aplicaram a teoria discutida na socializagcdo da primeira lista de atividade e a
associagao feita com os contetdos de Combinatoria e Geometria. I1sso mostra a importancia
de levar situagdes inovadoras e investigativas para a sala de aula.

Para Frota (2005), préaticas investigativas introduzidas na sala de aula de matematica

parecem ser cruciais para o desenvolvimento de uma postura especulativa em Matematica.

Atividades de investigacdo podem conformar uma concepc¢do de matematica como
algo dinamico, do conhecimento matematico como em construcdo, através do
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desenvolvimento de ideias e processos, constituintes do pensar e fazer matematicos.
(FROTA, 2005, p. 2).

Na terceira lista de atividades apresentamos primeiramente uma conceituacdo mais
elaborada a respeito do que seja um grafo, definindo algebricamente seus vértices e arestas de
modo que 0S mesmos possam ser representados através de uma matriz. Nesse momento, as
ideias apresentadas e investigadas foram a partir de problemas de aplicacdes,
contextualizando o conteudo discutido e observando a relevancia de se aplicar os conceitos
estudados em sala e interligar um assunto ao outro, fazendo assim uma conexdo entre 0s
conteddos, como afirma Pires (2000, p. 144): “as disciplinas, como se sabe, ndo sdo apenas
agregacdes sistematizadas de teorias e conceitos, mas expressam metodologias préprias de
pesquisa, formas peculiares de coletar e interpretar dados, de usar instrumentos”.

Partimos do pressuposto, pois, de que é possivel estabelecer redes conectoras entre 0s

diversos contetdos.

4.3 Terceira lista de atividades

Na primeira atividade os grupos deveriam interpretar um problema que foi
apresentado de forma iconica, com seus vértices e arestas, e algumas caracteristicas a respeito
dos mesmos. Essas caracteristicas estavam explicitadas em linguagem natural para que 0s
grupos investigassem seus elementos e preenchessem uma tabela. Os grupos ndao
apresentaram dificuldades para desenvolver essa atividade, aplicando os conceitos de matrizes
e relacionando com o grafo apresentado na Figura 1. Logo ap6s foram sistematizadas as ideias
de que um grafo pode ser representado por um conjunto finito ndo vazio, e 0 mesmo possuli
uma matriz relacionada a ele que é chamada matriz de adjacéncias.

Mais uma vez os alunos foram incentivados a investigar para conhecerem novos
registros semidticos para o objeto matematico grafos, fazendo a conversdo de um registro para
outro. E relevante ser lembrado que, do ponto de vista de Duval (2003), a compreensdo de um
conceito ou objeto matematico, esta relacionada com suas representacdes semioticas na forma
de registros gréaficos, discursivos e nao discursivos. Nesse sentido, pode-se dizer que a
converséo consiste em mudar a forma pela qual um objeto é representado.

Para resolver a Atividade 2 os alunos precisavam entender 0s conceitos
sistematizados na Atividade 1, pois os grupos deveriam, a partir de uma matriz de
adjacéncias, elaborar uma representacdo iconica do grafo para identificar a matriz dada.

Nesse momento, os grupos trabalharam sem grandes dificuldades, expressando satisfacdo e
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interesse em desenvolver as mesmas, pois as socializacfes e discussdes estavam gerando
entendimentos a respeito de ideias nunca associadas em sala de aula. O mais interessante
nesse momento, foi quando os membros do Grupo 3 (G3) comecaram a brincar com as ideias

de representacdes e seus registros, desenvolvendo a questdo de mais de uma forma.

Figura 17 - Resposta da Atividade 2 da 3?2 Lista - G3

3 — Construir um grafo a partir da.matriz de incidéncia indicada abaixo.
fo111 1 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

As investigagcOes continuaram na atividade 3, quando os grupos deveriam observar
uma representacdo geomeétrica e associar a um conjunto V, que representa os vértices do grafo
e outro conjunto E de pares ndo ordenados que representam as arestas do grafo G.

Nesse momento 0s grupos também ndo encontraram dificuldades para as
interpretacdes e representacdes, pois ja lidavam com a linguagem geométrica e algébrica,
fazendo conexdes entre as mesmas. Para ilustrar o desenvolvimento dessa atividade, vamos

utilizar a representacao feita pelo Grupo 4 (G4).

Figura 18 - Resposta da Atividade 3 da 3?2 Lista - G4

Represente geometricamente um grafo, sabendo que V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e

E={(1,2),(1,3), (3, 2), (36), (5,3),“(5,1), (5,6), (4,6), (4,5), (6,1), (6,2), (3,4)}.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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4.4 Quarta lista de atividades
Apos a socializagdo das atividades da terceira lista, comegamos a sistematizar grafos e

seus nomes e representacdes. Assim, definimos:

a) O grau de um vértice depende do nimero de arcos que partem dele: se a quantidade é
par, o vértice é denominado par; se a quantidade de arcos é impar, o vertice é
classificado como impar. Se um grafo pode ser percorrido totalmente, passando-se
exatamente uma Unica vez em cada arco, ele é classificado como grafo unicursal. Caso

contrario, ele € multicursal.

Na primeira atividade pedimos aos grupos que criassem grafos unicursais e
multicursais. Como era esperado, os mesmos ndo apresentaram dificuldades para executar

essa atividade. llustramos a situacdo com as representacdes dos grupos 2 e 3 (G2 e G3).

Figura 19 - Resposta da atividade 1da lista 4 - G2

1 — Construir 3 grafos, um multicursal, um unicursal com dois \femces impares e um
unicursal com todos os vériices pares. ' 4

£ = “mzktwmmﬁ
wortewsel eem dets RO sinar
Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 20 - Resposta da Atividade 1 da 42 Lista - G3

1 - Construir 3 grafos, um multicursal, um unicursal com dois vértices impares e um
unxcursai com todos 0s vemces pares
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Fonte: Dados da pesqmsa

Apesar de terem criado um grafo unicursal com todos 0s vértices pares, 0 grupo

classificou-o como multicursal. No momento da socializagdo discutimos e concluimos que o
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entendimento da teoria havia sido satisfatorio; o grupo apenas equivocou-se na hora de
classificar o grafo.

Nesse momento da oficina, ficou bem evidente a importancia de levar o aluno a
investigar e criar problemas e suas solucfes. A criatividade na construcdo dos grafos é bem
interessante para que possamos verificar se houve aprendizagem com entendimento da
situacdo explorada. Nesse momento, 0s registros de representagdo tornam-se parte
fundamental da compreensao das atividades desenvolvidas durante a oficina.

Apresentamos na atividade 2 os cinco solidos geométricos regulares (Poliedros de
Platdo) e pedimos aos grupos que classificassem, justificando cada sélido em unicursal e
multicursal. Foi uma atividade tranquila de ser resolvida, pois 0s conceitos estavam bem
claros e a aprendizagem havia acontecido de forma significativa e com entendimento. Os
grupos perceberam que o Unico poliedro de Platdo que é unicursal € o octaedro regular,
apresentando todos 0s seus vertices pares e 0s outros poliedros regulares sdo multicursais,
apresentando todos 0s seus vertices impares.

A partir de um grafo com 8 vértices, a Atividade 3 solicitava que 0s grupos
representassem uma matriz de adjacéncias e a classificassem. Nesta atividade também néo
houve dificuldades na sua execucdo, como ja esperdvamos, pois 0s conceitos ja haviam sido
discutidos durante as socializagdes das atividades. Destacamos na Figura 21 a representagédo
do Grupo 3 (G3).

Figura 21 - Resposta da Atividade 3 da 4% Lista - G3

3 - Observe o grafo da Figura 1.

Figura 1

Construa uma matriz M 8 x 8 em que Msxs = (M) = 1, se i estiver ligado a j e O, se i ndo
estiver ligado a j.
Identifique o tipo especial que a matriz M representa.

o) 1O A 1 (@) C 5Y G mMoabuw a. M o \ R

1 G /MOl co
|

Fonte: Dados da pesquisa.
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Ao desenvolverem a Atividade 3 da 42 Lista, os alunos relacionaram mais de um tipo
de registro de representacéo, estabelecendo relagdes entre matrizes e grafos, mostrando que o
processo investigativo proporciona uma aprendizagem com entendimento.

Para Polya (1995, p. 4), a compreensdo de um problema se da quando o aluno
consegue relacionar os possiveis registros de representacdo, sendo eles de tratamento ou de
conversdo, para depois efetuar a resolugdo do mesmo. Um problema precisa ficar bem
entendido para que os estudantes identifiguem as partes principais, estabelecendo relacGes
entre os conteudos apresentados.

Percebemos a importdncia da criatividade dos grupos para desenvolverem as
atividades. Deparamo-nos com diversas representacdes e registros, levando a entender que a
aprendizagem através de investigagdes proporciona essa riqueza de informacgdes que 0s
grupos nos trazem, mostrando que se ha entendimento dos conceitos, necessariamente 0s
mesmos podem ser aplicados nas diversas atividades.

Para Ponte (2006), uma investigacdo matematica desenvolve-se usualmente em torno
de um ou mais problemas. Por isso, as atividades propostas no decorrer da oficina foram
necessariamente atraves da resolucdo e aplicacdo de problemas, em que cada grupo deveria
transitar entre as linguagens geométrica, algébrica e a linguagem natural, estabelecendo
relagdes entre as mesmas.

Sabemos que um bom problema é aquele em que a solugdo conduz o aluno a uma série
de questionamentos, pois 0s mesmos devem abrir horizontes inteiramente novos na
perspectiva da aprendizagem com entendimento e numa perspectiva de investigacdo que
favoreca a aplicacdo dos conceitos discutidos durante a oficina.

A Atividade 1(i) da primeira lista de atividades pedia para que os alunos escrevessem
um pequeno texto relatando o que aprenderam sobre grafos. Essa atividade ndo foi
desenvolvida durante a primeira oficina e sim ap0s a socializa¢do de todos 0s encontros, pois
nesse momento as discussbes a respeito das primeiras ideias de grafos ja haviam sido
investigadas e proporcionariam uma forma para definir o que estava sendo investigado.
Gostaria de apresentar alguns textos, pois os grupos conseguiram de forma simples definir
grafo e falar de sua importancia no cotidiano.

O Grupo 4 (G4) apresentou de forma natural uma definicdo para grafos e estabeleceu
alguns conteudos matematicos que sdo aplicados nas resolugdes dos problemas envolvendo a

teoria de grafos.
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Figura 22 - Resposta da Atividade 2 (i)da lista 1 - G4
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Fonte: Dados da pesquisa.

Enquanto o Grupo 3 (G3) apresentou a definigdo e associou a informagdes que podem

estar contidas num grafo para serem utilizadas em situacGes do dia a dia.

Figura 23 - Resposta da atividade 2 (i) da lista 1 - G3
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Fonte: Dados da pesquisa.



4.5 Questionario de avaliacédo

Ap0s andlise e socializagdes a respeito do que aprenderam sobre grafos, foi solicitado

aos grupos que preenchessem um questionario, relatando a experiéncia de participar da

oficina sobre o assunto.

A primeira pergunta do questionario pedia apenas para 0s grupos explicitarem o que

mais chamou atencdo no decorrer da oficina. Ilustramos algumas respostas com o0s

argumentos apresentados pelos Grupos G2 e G4.

Figura 24 - Resposta do Item 1 do Questionario - G2
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1) Dentre as atividades que desenvolvemos estudando Grafos, qual a que chamou mais
a sua atengdo? Por qué?
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Fonte: Dados da pesquisa.

_Figura 25 - Resposta do Item 1 do Questionario - G4

<

1) Dentre as atividades que desenvolvemos estudando Grafos, qual a que chamou mais
a sua atencdo? Por qué?
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Fonte: Dados da pesquisa.

Com as respostas fornecidas pelos grupos, percebemos que alguns conceitos e

aplicacdes ficaram bem claros o que proporcionou o desempenho adequado na realizacdo das

atividades.
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Questionamos aos participantes se seria importante que no Ensino Médio eles
estudassem o0s conceitos introdutorios de Grafos. Apresentamos a seguir as respostas dos
Grupos G1 e G4.

Figura 26 - Resposta do Item 2 do Questionario - G1

2) S.ena importante que no Ensino Médio sejam estudados contetidos sobre Grafos?
Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 27 - Resposta do Item 2 do Questionario - G4

2) S_eria importante que no Ensino Médio sejam estudados contetidos sobre Grafos?
Justifique.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Através das respostas escritas e no momento de socializacdo, ficou bem claro que os
grupos perceberam a importancia da teoria dos Grafos como um mecanismo de conexdo entre
os diversos contetdos da Matematica.

Pedimos para que os alunos apresentassem as relacbes possiveis entre a Teoria
investigada e os assuntos discutidos nas aulas de Matematica do Ensino Médio. O que n&o foi
surpresa quando conseguiram estabelecer uma ordem de conteldos, tais como matrizes,
analise combinatdria, geometria plana e espacial. O Grupo 2 (G2) respondeu da seguinte

maneira:
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Figura 28 - Resposta do item 3 do questionéario - G2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Para finalizarmos as atividades desenvolvidas na oficina e procurando sistematizar
algumas aplicacOes da Teoria dos Grafos, perguntamos em quais situacdes praticas podemos
aplicar a teoria investigada e socializada no decorrer da oficina. Todos 0s grupos conseguiram
relacionar as aplicacbes da Teoria dos Grafos com situacbes do dia a dia, mostrando que
quando as atividades desenvolvidas em sala de aula envolvem aplicagdes e despertam
interesse nos alunos, elas necessariamente serdo resolvidas com mais interesse por parte dos
alunos, o que proporciona uma aprendizagem com entendimento.

O Grupo 3 (G3) apresentou a explicacdo para o questionamento ilustrada na Figura 29.

Figura 29 - Resposta do item 4 do questionario - G3

4 — Indique uma situagfo préatica que poderia ser resolvida por meio do uso de Grafos.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Encerramos a oficina fazendo uma socializagdo geral sobre conceitos, aplicagdes,
relacdes entre contetdos e a importancia de se estudar a Teoria dos Grafos no Ensino Médio.

Destacamos a seguir a sintese dos principais aspectos discutidos pelos grupos a partir
das gravacg0es dessa etapa da oficina.

O Grupo 1 (G1) disse que estudar descobrindo conceitos € muito mais prazeroso do
que quando o conteudo é apresentado através de formulas e formas para resolvé-los.

O Grupo 2 (G2) destacou a importancia de apresentar as aplicacGes dos conteudos,

uma vez que quando sabemos para que se estuda determinado assunto, o interesse fica mais
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evidente e consequentemente as formas para tentar resolvé-lo sdo mais interessantes e
desafiadoras, o que proporciona uma diversidade nos desenvolvimentos das questdes
propostas.

O Grupo 3 (G3) focou a necessidade de problemas mais desafiadores nas aulas de
Matematica do Ensino Médio. Apontaram que se essas atividades fossem trabalhadas com
mais frequéncia durante as aulas, o ensino e a aprendizagem de Matematica ficariam menos
cansativos, pois quando se trabalha de forma mecénica com repeticdes de formulas ndo se
desenvolve o raciocinio I6gico e nem se provoca a capacidade de pensar.

O Grupo 4 (G4) apresentou a necessidade de saber fazer relacdes entre os conteudos
da prépria matematica, uma vez que sdo diversos os assuntos estudados no decorrer do Ensino
Médio e da vida escolar. Quando se estabelece essas relagcBes, proporciona-se uma
visualizacdo da Matematica e suas aplicacOes, fazendo com que a mesma passa a ter sentido
significativo no dia a dia.

No decorrer da oficina percebemos que, quando as investigacdes sdo acompanhadas de
orientagdes e sistematizacdes os alunos experimentam de forma dindmica a interagédo entre a
Matematica e 0s conceitos de aplicacBes para situacfes problemas envolvidas no cotidiano. A
sistematizacdo e aprendizagem com entendimento proporcionam o desenvolvimento do
pensamento critico e I6gico que os conteldos matematicos devem desenvolver nos alunos.
Uma vez que hum momento investigativo, ndo sabemos a dimenséo e nem a proporgdo que
ele ir4 tomar, pois vai depender sempre da organizacdo das atividades, do desempenho dos
alunos e do papel fundamental do professor de mediar os possiveis questionamentos.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2006) destacam que as praticas investigativas em
matematica desenvolvem-se com a resolucdo de situacdes problemas em que 0 primeiro passo
é identificar especificamente o problema a resolver. Os autores destacam que na busca pela
resolucdo do problema se desenvolve a ideia especulativa citada por Frota (2005), em que
podem ser feitas outras descobertas durante o processo de investigacdo. Essas descobertas
para 0 processo de ensino-aprendizagem ganham um destaque tdo importante ou até mesmo

mais importante que a solucdo do problema original.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve como objetivo investigar as possibilidades de ressignificar
alguns contetldos matematicos através de problemas envolvendo a Teoria de Grafos.

A insercdo de estudos sobre grafos na Educacdo Bésica foi proposta na forma de uma
oficina de atividades que exploram aspectos relevantes do tema. O primeiro aspecto considera
0 papel do grafo como um registro de representacdo, elemento norteador que possibilita
estabelecer uma rede conectando contetdos variados como matrizes, geometria e analise
combinatéria. O segundo aspecto considera a importancia dos diferentes registros de
representacdo semidticos e suas aplicacOes e transformac6es no ensino da Teoria dos Grafos.

As atividades foram pensadas e planejadas para serem desenvolvidas em forma de
uma oficina para os alunos do Ensino Médio. O planejamento constituiu em analisar materiais
didaticos que apresentavam atividades envolvendo grafos e a partir dessa analise, desenhar
estratégias para que, através de investigacbes matematicas, desenvolvidas de acordo com as
orientacdes de Ponte e colaboradores (2006), os alunos pudessem desenvolver as questdes
propostas e através dos diferentes registros de representacdo, esquematizar uma resposta para
0s problemas propostos. Privilegiamos o uso do grafo como registro semiético e instrumento
gue pode modelar situagdes matematicas e o uso dos diferentes registros de representacdo de
um grafo, na forma iconica, matricial, algébrica. Fundamentando-nos em Duval (2003, 2009)
e procuramos incentivar as operacdes de tratamento e conversdo de registros, além do
desenvolvimento dos processos matematicos de abstracdo e comunicacao.

Acreditamos que a experiéncia com a resolucdo de problemas e os registros de
representacdo foram significativos e os objetivos propostos foram atingidos, uma vez que 0s
alunos conseguiram entender a teoria e aplica-la a variadas situa¢fes problemas surgidas
durante a oficina. A socializa¢do dos resultados foi um ponto alto, pois percebemos as varias
formas de representar um mesmo problema, contribuindo para o desenvolvimento intelectual
dos estudantes. Os alunos tiveram a oportunidade de trabalhar com situagdes desafiadoras,
semelhantes a algumas das propostas por Smole e Diniz (2010) em seu livro, e que
proporcionaram através da teoria dos grafos, contextualizar a matematica dentro da prépria
matematica.

Algumas dificuldades foram encontradas no tratamento das questdes durante a oficina,
pois era esperado que os alunos resolvessem os problemas considerando as quatro etapas

propostas por Polya (1995): (i) investigacdo do problema; (ii) elaboracdo de um plano de
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resolucdo; (iii) execucdo do plano e (iv) verificacdo ou validagdo do plano. Os estudantes
investigavam e pensavam num tipo de registro para representar a situagdo, mas achavam que
ndo havia necessidade de validar a solucao encontrada.

De modo geral, os alunos ndo tinham ouvido falar de grafos; alguns ja haviam visto
questdes associadas a essa teoria, mas ndo sabiam do que se tratava. Na primeira etapa, 0s
alunos faziam investigagcdes sobre as atividades propostas e, trabalhando, por vezes, por
tentativa e erro, conseguiam percorrer 0s caminhos propostos, comecando a identificar as
caracteristicas de cada grafo do tipo unicursal ou multicursal.

Identificamos na segunda etapa um interesse maior, pois 0s alunos ja comecavam a
associar a Teoria dos Grafos com as outras areas da Matematica, percebendo que havia
ligacGes, por exemplo, com a Analise Combinatéria. As praticas investigativas continuavam
acontecendo, pois era a partir delas que as discussdes sobre as formas de registrar um
problema eram fundamentadas.

Na terceira etapa alguns conceitos da Teoria dos Grafos foram apresentados para que
os alunos pudessem sistematizar ideias e representar de forma mais abrangente as situacoes
problema propostas.

Durante a quarta atividade, percebemos que as aplica¢bes dos problemas ficaram mais
evidentes, proporcionando aos alunos uma discussdo mais fundamentada sobre a teoria de
grafos e suas aplicacbes. Nesse momento os alunos perceberam que um grafo pode ser
representado de diversas maneiras e que envolvem a representacdo iconica, grafica, matricial,
por meio de pares nao ordenados, existindo registros mais ou menos adequados a resolucéo de
um problema. Nessa perspectiva conduzimos a socializagdo dos resultados; cada grupo
apresentava seus registros, discutindo as operacfes de tratamento e conversdo que eram
utilizados (DUVAL, 2003). Para DUVAL, a analise dos problemas da aprendizagem de
matematica e dos obstaculos contra os quais os alunos chocam-se regularmente, conduz a
reconhecer as dificuldades em que os contetdos sdo apresentados. Se partirmos de uma
pratica investigativa, na qual os registros de representacdo semidticos em suas variagdes sao
permitidos, proporcionamos aos alunos uma condicdo melhor para o entendimento das
questdes matematicas.

Mesmo o grupo de estudantes tendo interagido de forma satisfatoria com a proposta da

oficina, algumas dificuldades encontradas merecem destaque:

a) A dificuldade em registrar as atividades através de diferentes formas de representacéo;
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b) A dificuldade em socializar os registros obtidos, executando as operagOes de
converséo;
c) A dificuldade dos grupos em executar a etapa de verificar a validade das conclusdes

que obtiam, fazendo a verificagcdo se eram casos particulares ou mais gerais.

E preciso ressaltar que mais importante que uma resposta certa ou errada, si0 0s
processos de andlise, discussao e registros das atividades. A transcricdo de um problema que é
apresentado na linguagem natural para outro tipo de representacdo, proporciona o0
desenvolvimento matematico nos alunos.

Ao perceberem a importdncia do conteldo e sua aplicacdo em outras areas do
conhecimento, notamos que 0s estudantes se envolvem mais para definir estratégias de
resolucdo para as questdes propostas, buscando compreender e sistematizar ideias sobre
grafos.

Apesar de os alunos apresentarem algumas dificuldades, entendemos que na forma
como foi desenhada, a oficina atendeu aos objetivos da pesquisa de investigar possibilidades
da insercdo do estudo de grafos, integrando contetdos da propria Matematica. Segundo uma
avaliacdo feita pelos participantes, na quinta etapa, o estudo de grafos no Ensino Médio foi
considerado importante e principalmente a forma com que o estudo foi conduzido, a partir de
atividades desafiadoras, que exigiam a investigacdo e ndo forneciam as respostas prontas.

Reconhecemos algumas limitacGes, pois o desenvolvimento da oficina poderia ter
proporcionado maiores discussdes e um maior tempo para a socializacdo. De modo geral, 0s
alunos tiveram pouco tempo para incorporar a teoria apresentada e suas aplicagdes, ficando
assim uma proposta para maiores discussoes e aprofundamento do tema proposto.

Ao concluir a pesquisa, precisamos ressaltar que o trabalho do pesquisador nunca sera
encerrado, uma vez que novas propostas investigativas e o desenvolvimento de novas formas
de registro podem ser incentivados.

A pesquisa desenvolvida aponta a importancia da busca de novos caminhos para o
Ensino de Matematica na Educacdo Bésica. Entendemos também que um professor
pesquisador deve sempre estar disposto a adquirir novos conhecimentos e a aplicar esses
conhecimentos objetivando o desenvolvimento matematico e do espirito investigativo dos
estudantes.

A oficina foi proposta para desenvolvimento com estudantes do Ensino Médio.
Entretanto, algumas das atividades podem ser aplicadas a alunos do Ensino Fundamental. O
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produto apresentado no Apéndice foi planejado para servir como orientacdo metodoldgica
para a introducéo da Teoria dos Grafos na Educagdo Bésica.

Esperamos que os professores possam utilizar as atividades propostas para
enriquecimento de suas aulas e se sintam motivados a elaborar outras questdes para o
desenvolvimento intelectual e cognitivo dos alunos, buscando interligar conteddos

matematicos.
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1 APRESENTACAO

O presente material foi elaborado a partir de uma pesquisa de mestrado (Gualandi,
2012) que investigou as potencialidades do estudo de grafos no ensino médio, a partir de duas
perspectivas: 1) enquanto conteldo integrador, que pode viabilizar a resignificacdo de
conteudos de geometria plana e espacial, matrizes e principios da analise combinatdria; 2)

enquanto registro de representacéo de ideias matematicas.

2 REFERENCIAIS TEORICOS

Segundo Duval (2011), para que os alunos possam realmente compreender
matematica, ou seja, para que a matematica contribua para a formacéo intelectual e geral
desses alunos, é necessario que ela vad além de uma aprendizagem tecnoldgica de
procedimentos executados a mdo ou com maquinas. Os alunos precisam desenvolver um tipo
de funcionamento cognitivo capaz de despertar seu interesse para a Matematica. Para que isso
ocorra, 0s registros de representacao e suas interpretacdes sao fundamentais.

De acordo com Duval (2003), para que haja aprendizagem com entendimento, 0s
alunos precisam conhecer pelo menos duas formas de representar um objeto matematico,
aprendendo a: fazer conversdes de um tipo de registro para outro (operacdo de converséo de
registros) e operar dentro de um mesmo tipo de registro (operacao de tratamento). Assim, uma
situacdo matematica pode ser apresentada usando a linguagem natural, a linguagem gréfica, a
linguagem algébrica, entre outras.

Um grafo representado por meio de um diagrama permite a solucdo de situacdes a
partir da linguagem gréfica, sem a necessidade de conversdo de registros. Algumas vezes,
associar, por exemplo, uma matriz ao grafo dado na forma gréafica pode facilitar a resolucéo
de um problema. Uma das riquezas da Matematica é justamente a variedade de possibilidades
de representacdo de uma mesma ideia.

Propomos nesta oficina listas de atividades que podem permitir o desenvolvimento
matematico, despertando o interesse do aluno, para buscar estratégias de raciocinio para lidar
com problemas criados a partir de situagdes do cotidiano.

Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2006) as investigacbes matematicas séo atividades
que os alunos podem realizar e que se relacionam com a resolucdo de problemas. O aluno é

chamado a investigar e a agir como matematico e dessa forma, desenvolver habilidades de
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levantar conjecturas, testar e sistematizar ideias, organizando o pensamento matematico.
Nesse momento, necessariamente, a formacao intelectual do aluno estd sendo desenvolvida,
pois 0 mesmo aprende quando mobilizar 0s seus recursos cognitivos e afetivos no processo de
ensino-aprendizagem.

As atividades propostas envolvem a habilidade de resolugédo de problemas: os alunos
deverdo investigar interpretar e resolver os problemas propostos. Preocupamos exemplificar e
exercitar as estratégias de resolugcdo de problemas, inspirando-nos nas etapas de uma aula
investigativa propostas por Ponte, Brocardo e Oliveira (2006) e nas quatro fases para
resolucdo de um problema, colocadas por Polya (1995). Ou seja, 0 professor ird apresentar os
problemas, na medida do possivel, envolvendo aplicagdes relacionadas ao cotidiano, para que
0s estudantes possam investigar o problema, estabelecer um plano de resolucéo, executar este
plano e fazer a verificacdo e andlise da solucdo. Para Wagner (2008), o professor procura no
ensino de matematica a partir da resolucdo de problemas, incentivar os alunos a aprenderem:
(i) as vaérias estratégias de resolucdo de problemas; (ii) as quatro fases de Polya; e (iii) a
discutirem sobre como resolveram os problemas.

Ao pensarmos no ensino de Matematica, devemos deixar de lado a resolucdo de
problemas de forma mecanica ou simplesmente através de memorizagdo de processos ou
formulas. Devemos propor um ensino a partir de discussbes que promovam 0O
desenvolvimento cognitivo do aluno, despertando e provocando a aprendizagem matematica
através de processos investigativos. Nesse sentido estaremos focalizando os registros de
representacdo; os alunos serdo incentivados a reestruturar 0s problemas de forma que a
linguagem natural seja convertida em outros registros de representacdo que facilitem o

entendimento das questfes propostas.

3 ESTRUTURAGAO DA OFICINA

A oficina é estruturada compreendendo um conjunto de 4 Listas de Atividades e um
conjunto de 7 atividades complementares, que abordam os seguintes topicos sobre Grafos:
a) Definicéo
b) Rotulacéo e representacdo (modelos)
c) Matriz de incidéncia
d) Classificacao dos grafos

e) Aplicacdes de grafos na resolucéo de problemas.
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Além de aprender algumas ideias sobre Grafos, o objetivo é o de revisitar alguns
conteddos de geometria plana e espacial, matrizes e principios da analise combinatoria,
abordando-os de forma integrada.

Propomos que o desenvolvimento da oficina seja feito através da aplicacdo das
atividades em sala, com base na proposta investigativa de Ponte e colaboradores:

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés fases (numa
aula ou conjunto de aulas): (i) introducdo da tarefa, em que o professor faz a
proposta a turma, oralmente ou por escrito; (ii) realizacdo da investigacdo,
individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda a turma; (iii) discussao
dos resultados, nos quais os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado.
(PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2006, p. 25).

Os alunos sdo convidados a participar da oficina e a investigar caracteristicas dos
grafos, para entdo estabelecer ideias basicas acerca da Teoria dos Grafos. Ao final de cada
atividade é prevista a socializacdo sobre o desenvolvimento e conclusdes estabelecidas a
respeito da mesma. Uma atencéo especial é dada a questdo dos registros de representacéo,
base tedrica que fundamentou a elaboragdo das sequéncias de atividades, explorando-se as
diversas formas de registros, icénica, linguagem natural, linguagem algébrica, linguagem
matricial, entre outras.

No momento da socializacdo esperamos que os alunos sejam levados a questionar e
sugerir ideias para as interpretacdes e representacdes de cada problema. O professor e
pesquisador tem nesse momento o papel de organizador, coordenando a participacdo dos
alunos, fazendo intervencdes e esclarecendo algumas ddvidas bem como propondo
alternativas para a resolucédo das atividades.

E interessante que os alunos recebam uma folha para anotarem suas conclusdes a
respeito da Teoria de Grafos, ao longo do trabalho desenvolvido na oficina.

As atividades propostas para a oficina apresentam os contetidos de grafos, abordando
suas definicOes, classificacOes, elementos e aplicagdes em problemas que se relacionam com
situacOes do cotidiano.

O numero de encontros para desenvolvimento da oficina pode ser flexivel, definido
em funcdo da disponibilidade da turma e professor. Estima-se quatro encontros de 100
minutos cada, para o desenvolvimento de 4 Listas de Atividades, além de 7 atividades
complementares, de menor tempo de duracdo, variando de 30 a 50 minutos, que

eventualmente podem ser feitas em casa.
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4 AS ATIVIDADES

Ao aplicar essas atividades, sugerimos aos professores que ndo oferecam diretamente
as respostas, pois trabalhamos com a pratica investigativa, de modo que cada aluno possa, a
partir de suas investigacdes, elaborar conjecturas e aplicar os conceitos aqui desenvolvidos.

Ao final de cada atividade apresentamos algumas orientagdes para o desenvolvimento
das mesmas. Essas orientacdes metodoldgicas visam contribuir com o trabalho do professor,

orientando e direcionando o trabalho com a pratica investigativa.
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4.1 Primeira Lista de Atividades

12 Lista - Atividade 1

Os problemas seguintes envolvem o contelido matematico denominado Grafos, que é novo para muitos
de vocés. Nos grafos das Figuras 1, 2 e 3 cada ponto indicado por uma letra maidscula é um vértice e
cada linha que liga dois vértices é chamada de aresta ou arco.

Leia com atencdo os enunciados e responda as questdes propostas, registrando por escrito suas ideias.

Observe a Figura 1 que tem a forma de um envelope aberto:
Figura-1

C

Identifique os vértices da Figura 1.

Em cada grafo, determinado vértice pode ser classificado como par, ou impar, dependendo do nimero
de arcos que dele parte. Quais os vértices do grafo da Figura 1 que vocé classificaria como pares?

Quais os vértices do grafo da Figura 1 que vocé classificaria como impares? Justifique.

Pode-se desenhar o envelope sem tirar o lapis do papel, e sem passar pelo mesmo arco duas vezes?
Justifique.

Em caso afirmativo, quais poderiam ser os vértices de origem? E os de chegada?

Fonte: Elaborada pelo autor.
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12 Lista - Atividade 2

2) a) Observe as figuras e responda ao que se pede:

Figura - 2 Figura - 3
A B c =
A

D 3 F =
Vértices: Vértices:
Vértices pares: Vértices pares:
Vértices impares: Vértices impares:
b) Pode-se desenhar a Figura 2 sem tirar o lapis do papel, e | d) Pode-se desenhar a Figura 3 sem tirar
sem passar pelo mesmo arco duas vezes? 0 lapis do papel, e sem passar pelo

mesmo arco duas vezes?

¢) Em caso afirmativo, quais poderiam ser os vértices de | €) Em caso afirmativo, quais poderiam
origem? E os de chegada? ser 0s vértices de origem? E os de
chegada?

f) Analise as caracteristicas dos vértices das Figuras 1, 2 e 3.

g) E possivel sempre percorrer todas as arestas de um grafo uma Gnica vez? Justifique, em que situacdes
isso é possivel.

h) Como vocé explicaria para um colega o que seja um grafo?

Escreva um pequeno texto relatando o que vocé aprendeu até agora sobre grafos.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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12 Lista - Atividade 3

3) Sonhos, Acordados, Bem Querer e Felicidades sdo cidades de pais bem préximo. Duas das estradas
existentes levam-nos de Sonhos a Acordados, cinco de Acordados a Bem Querer e trés de Bem Querer a
Felicidade.

Represente a ideia através de um desenho.

De quantos modos podemos ir de Sonhos a Bem Querer? Explique como fez para obter sua resposta.

De quantos modos podemos ir de Acordados a Felicidade e retornar a Acordados por caminhos
diferentes? Represente o resultado através de uma expressdo numérica.

De quantos modos podemos ir de Sonhos a Felicidade? Represente o resultado usando mais de uma forma
de representacéo.

E possivel representar o problema 3 por meio de um grafo? Justifique

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Orientacgdes para a 12 Lista de Atividades

Tempo estimado

2 aulas de 50 minutos cada

Objetivo

Apresentar os grafos por meio de exemplos,
buscando que os alunos identifiquem seus
elementos (vértices e arcos ou arestas),
construindo o conceito do que é um grafo e
utilizando grafos para resolver problemas
matematicos.

Tipo de trabalho

Em duplas

Outras observacdes / Dicas de solugdo

Essa atividade ndo costuma apresentar
dificuldades; apenas incentiva o espirito
investigativo, fornecendo, desta forma, um
primeiro contato com a Teoria dos Grafos.

O item 2.h) favorece o contato dos alunos com a
escrita matematica e a linguagem natural.

Se os alunos ja estudaram analise combinatdria,
espera-se que 0s estudantes relacionem a
questdo 3.b) e 3.c) com 0s principios
multiplicativo e aditivo.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Segunda Lista de Atividades

22 LISTA - Atividades 1,2 e 3

1) Sobre a circunferéncia (Figura 1) marque 5 pontos distintos.

Figura - 1

Represente cada ponto por uma letra maidscula escolhida entre as cinco primeiras letras do nosso alfabeto.

As cordas AD e DA possuem a mesma medida? Justifique.

Desenhe todos os segmentos possiveis, tomando como extremos dois dos pontos destacados sobre a
circunferéncia. Quantos segmentos foram desenhados?

Qual poligono ficou formado quando observamos 0s segmentos que ligam dois pontos consecutivos?

Quantas diagonais tém esse poligono?

Classifique os veértices do poligono formado em pares ou impares.

E possivel desenhar o poligono formado e suas diagonais, partindo, de um vértice qualquer sem tirar o
lapis do papel e passando uma Unica vez em cada segmento? Justifique.

Quantos segmentos podem ser formados unindo-se dois a dois 6 pontos distintos sobre uma
circunferéncia? Justifique sua resposta.

2) Construa circunferéncias marcando:

a) 6 pontos

b) 7 pontos

C) 8 pontos

Anote 0 que vocé observa sobre 0s poligonos formados ao se unir dois pontos consecutivos:

3) Vocé seria capaz de indicar uma condicdo para que se possa desenhar um poligono e suas diagonais
partindo de um Vvértice, sem tirar o lapis do papel e sem passar pelo mesmo caminho mais de uma vez?
Justifique

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Orientacdes para as atividades da Lista 2

Tempo estimado

2 aulas de 50 minutos cada

Objetivo

Interpretacdo gréafica de um poligono inscrito
numa circunferéncia e suas diagonais,
relacionando o conteldo de geometria com a
ideia de registro de grafo e o estudo dos
possiveis caminhos entre suas arestas.

Tipo de trabalho

Em duplas

Outras observaces / Dicas de solucéo

E uma experiéncia de pratica investigativa.
Espera-se que os alunos consigam estabelecer
relagBes entre o numero de Vértices, lados e
diagonais de um poligono e quando é possivel
desenhar todos os segmentos (lados e
diagonais) sem tirar o lapis do papel, contetido
abordado no estudo de grafos.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.3 Terceira Lista de Atividades

32 LISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 1

Podemos representar um grafo através de uma matriz bidimensional, onde uma das dimensdes sédo vértices
e a outra dimenséo sdo arestas.

Dado um grafo G com n vértices e m arestas, podemos representa-lo por uma matriz n x m.

Para representar um grafo sem pesos nas arestas e ndo direcionado, basta que as entradas da matriz M
contenham 1 se o vértice incide na aresta, 2 caso seja um lago (incide duas vezes) e 0 caso 0 vertice ndo
incida na aresta.

1) Vamos supor que dos aeroportos de quatro cidades partem voos diarios. No esquema abaixo (Figura-1),
0s nimeros 1, 2, 3 e 4 representam essas cidades e as linhas, 0s voos existentes entre elas.

Figura-1

b

(V5]

Podemos associar a essa situagdo uma tabela, que estabelece se hd ou ndo voo direto entre as cidades, de
modo que:

Se as cidades possuem ligacdo entre elas, ou seja, se hd voo direto entre uma e outra, escrevemos um na
tabela;

Se as cidades ndo se ligam diretamente, 0 que na situa¢do descrita significa que ndo h& voo direto entre
elas, escrevemos 0 na tabela.

Como néo ha voo de uma cidade para ela mesma, nesse caso também escrevemos 0 na tabela.

Complete a Tabela 1 associada a Figura 1, de acordo com as informacdes fornecidas:

Tabela - 1

AWIN|F-

Fonte: Elaborada pelo autor.



http://dicionario.sensagent.com/Vértice/pt-pt/
http://dicionario.sensagent.com/Aresta/pt-pt/
http://dicionario.sensagent.com/Matriz_(matemática)/pt-pt/
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32 LISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 2

Sistematizando ideias

Seja A= {ay, ay, ..., a,}, um conjunto finito ndo vazio, e um grafo G. A matriz Mg = (a;j), é chamada de
matriz de incidéncia, ou associada ao grafo G se tomarmos a;; = (a;, a;), onde:

a; =1, se i estiver ligado a j, e

a; = 0, se i ndo estiver ligado a j.

A tabela 1 é a matriz de adjacéncia do grafo representado na Figura 1.

2) Construir um grafo a partir da matriz de adjacéncia indicada abaixo.

P P P O

1
0
1
1

o O - -
o O - -

3) Observe a representacdo geométrica abaixo (Figura — 2).

Figura - 2

5]

Chamamos de vértice (V) todo conjunto finito ndo vazio, que nesta figura enumeramos por 1, 2, 3, 4 e 5.
Assim, podemos representar V = {1, 2, 3, 4, 5}. Denominamos de E todo conjunto de pares ndo ordenados
de elementos distintos de V. Podemos dizer que para a ilustracdo acima E = {(1,2), (1,4), (2,3), (2,5), (3,
4H}.

Dizemos que os elementos de V sdo vértices do grafo (G), e os elementos de E sdo as arestas de G.

Represente geometricamente um grafo, sabendo que V = {1, 2, 3,4, 5, 6} ¢
E={(12), (1, 3), (3, 2), (3,6), (5,3), (5,1), (5,6), (4,6), (4,5), (6,1), (6,2), (3.4)}.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.3.1 OrientacOes para a 3? Lista de Atividades

Orientacdes para a 32 Lista de Atividades

Tempo estimado

1 aula de 50 minutos

Objetivo

Exploracdo de diversas formas de representacdo de
um grafo e da associacdo entre essas formas:
iconica, matricial (matriz de adjacéncias) e
representagdo por meio de conjuntos de pares ndo
ordenados.

Tipo de trabalho

Em duplas

Outras observacdes / Dicas de solucéo

Essa atividade desperta interesse dos alunos, pois a
mesma associa as diversas representacdes de grafos,
fazendo transposi¢des de contedos, associando
algebra com a propria algebra (mais de uma forma
de representagdo dentro da propria algebra).
Geralmente os estudantes ndo encontram
dificuldades para fazer essas associacdes. Nesse
momento o professor deverd orientar as atividades
de pratica investigativa de modo que os alunos
sejam conduzidos & descoberta dos conceitos e
aplicacdes.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.4 Quarta Lista de Atividades

423 L ISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 1

Na teoria dos Grafos, 0s seguintes conceitos sdo importantes:

a) Grau de um vértice, que é o nimero de arcos que saem dele.

b) Um vértice é par ou impar, conforme seu grau seja par ou impar, respectivamente.

c) Se um grafo pode ser percorrido totalmente, passando-se exatamente uma Unica vez em cada
arco, ele é classificado como grafo unicursal. Caso contrario, ele é multicursal.

1) Construir 3 grafos, um multicursal, um unicursal com dois vértices impares e um unicursal com
todos os vértices pares.

2) Observe os poliedros regulares (Poliedros de Platéo).

(2)

i) Quais dentre esses poliedros sdo unicursais? Justifique

j)  Quais dentre esses poliedros sdo multicursais? Justifique

Fonte: Elaborado pelo autor.
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43 ISTA de ATIVIDADES (sala) — Atividade 3

3) Observe o grafo da Figura 1.

Construa uma matriz M 8 x 8 em que Mg,g = (M;) = 1, se i estiver ligado a j e 0, se i ndo estiver
ligado a j.
Identifique o tipo especial que a matriz M representa.

Fonte: Elaborado pelo autor.




4.4.1 OrientacOes para a 42 Lista de atividades

Orientacdes para a atividade 4

Tempo estimado

2 aulas de 50 minutos

Objetivo

Reforgar os conceitos de grafos unicursais e
multicursais e de matrizes investigados pelos
alunos durante a oficina

Tipo de trabalho

Em duplas

Outras observacdes / Dicas de solugéo

Na primeira atividade os alunos poderdo mostrar
a criatividade na construcdo dos grafos,
aplicando o0s conceitos investigados nas
atividades anteriores.

Na segunda atividade os alunos devem
classificar os poliedros de Platdo em unicursais
ou multicursais, aplicando 0s conceitos sobre
grafos na geometria espacial.

Na terceira atividades os alunos deverdo
encontrar a matriz de adjacéncias do grafo
apresentado.

Geralmente os alunos ndo apresentam
dificuldade nessa atividade, uma vez que a
mesma é constituida por questdes que podem ser
resolvidas através dos conceitos investigados
anteriormente.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5 Atividades Complementares
4.5.1 Atividade Complementar 1

Atividade Complementar 1

Um grafo é uma figura constituida de um namero finito de arestas ou arcos, cujas extremidades séo
chamadas vértices. Em um grafo, a “ordem de um vértice” ¢ o nimero de extremidades de arestas ou
arcos que se apoiam naquele vértice.

A figura 1 é um grafo cujos vértices A e C possuem ordem 3 (0 vértice A é o apoio de um arco cujas
extremidades coincidem) e os demais vértices possuem ordem 2.

figura 1

Além disso, dizemos que um grafo admite um “passeio de Euler” se existir um caminho do qual fagam
parte todas as arestas ou arcos desse grafo, sendo possivel desenha-lo sem tirar o lapis do papel e
passando-o0 uma Unica vez em cada aresta ou arco. Na figura 1 é possivel fazer um “passeio de Euler”
partindo-se apenas dos vértices “A” ou “C”. Por exemplo, um possivel “passeio” pode ser
representado pela sequéncia de vértices dada por: AABCDEFC.

Considere os grafos:

I. I3 ITT.
E B E
E D F D= D
A C A C A C
B B B
IV. V.
B E
b= D = D
]
A C e
B B
Os que admitem um “passeio de Euler” sdo apenas:
(A) e lll. B)lelV. ©LleV. O)Lelv. (E),IVeV.

Fonte: Universidade Estadual Paulista, 2011.
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OrientacOes para a Atividade Complementar 1

Orientacdes para a Atividade Complementar 1

Tempo estimado 30 min.

Identificar os grafos aplicando o conceito de que
Objetivo um grafo serd unicursal se possuir todos o0s vértices
pares ou exatamente dois vértices impares, podendo
em um vértice ter um arco chamado de apoio, pois
suas extremidades coincidem.

Tipo de trabalho Individual

Apos investigagdes os estudantes reconhecem as
caracteristicas de um grafo unicursal e de um
Outras observacGes / Dicas de solucéo multicursal. Nessa atividade eles deverdo apresentar
0 dominio desse conceito e concluir que a resposta
do problema é a letra (E), sendo o grafo (1) unicursal
com todos os vértices pares, o (IV) unicursal com o
veértice (C) impar e no vértice (B) possui um lago
gue chamamos de apoio, enquanto que o grafo (V) é
multicursal com os vértices ( A) e (D) impares.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5.2 Atividade Complementar 2

Atividade Complementar 2

A figura a seguir representa um mapa de estradas. Os nimeros escritos nas setas indicam quanto de
pedagio um viajante deve pagar ao passar pela estrada. Todas as estradas sdo de mdo Unica, como

indicam as setas. Qual o valor minimo de pedagio pago por um viajante que sai da cidade A e chega na
cidade B?

(A)11 (B)14 (C)12 (D)10 (E)15

Fonte: Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

e Orientac0es para a Atividade Complementar 2

Orientacgdes para a Atividade Complementar 2

Tempo estimado 30 min.

Obijetivo Entender as aplicacdes de grafos em problemas de
caminhos minimos.

Tipo de trabalho Individual
Outras observacdes / Dicas de solucéo Seguir os caminhos indicados por setas e verificar
gue a menor soma dos pesos dos arcos para se ir de
AaBéll

Fonte: Elaborado pelo autor.




4.5.3 Atividade Complementar 3
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Atividade Complementar 3

Topazio desenhou cada figura a seguir, exceto uma, tirando o lapis do papel exatamente uma vez e
passando pela mesma linha duas vezes. Qual das figuras abaixo ela ndo desenhou?

< AT

i\g\!]{f/

i 1 5 H
H I i
| { =2
R A A\

Fonte: Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

e Orientaces para a Atividade Complementar 3

Orientacgdes para a atividade 7

Tempo estimado

30 min.

Objetivo

Identificar a composicdo de grafos e interpretar as
caracteristicas de unicursal e multicursal.

Tipo de trabalho

Individual

Outras observacdes / Dicas de solucgéo

Durante as investigaces os alunos descobriram que
um grafo unicursal possui todos os vértices pares ou
exatamente dois veértices impares. Para que um grafo
seja desenhado tirando o lapis exatamente uma vez,
é preciso que o mesmo tenha exatamente quatro
veértices impares. Portanto, nas figuras apresentadas
no exercicio a Unica que possui mais de quatro
vértices impares é a (D).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5.4 Atividade Complementar 4

Atividade Complementar 4

1

2

3

4

5

Associe (V) para as proposicOes verdadeiras e ( F ) para as falsas.

() Ografo é unicursal com exatamente dois

vértices impares.

() O heptagono possui 7 lados e 14 diagonais. Portanto, seus vértices sao pares.

() O octaedro regular é um dos poliedros de Platdo, possuindo 6 vértices e 12 arestas.
Portanto, é um grafo multicursal.

() A matriz de adjacéncias do grafo é

0110 X "
1010 >
1101
0 010

1 2

Uma possivel representacéo para a matriz de adjacéncias é

4

L =)
e ==
, O O O Kk
R O O Kk
I N

(V5]

[S]

Fonte: Elaborado pelo autor.
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OrientacOes para a Atividade Complementar 4

Orientag0es para a Atividade Complementar 4

Tempo estimado 30 min.
Objetivo Associar os grafos com suas diversas formas de
representacéo.
Tipo de trabalho Individual

Observar as representacfes dos grafos, associando
aos conteldos de matrizes e geometria, para que
fique evidenciando a importancia das associagdes e
Outras observacdes / Dicas de solugéo aplicagBes dos conteldos estudados no Ensino
Médio, estabelecendo relagdes entre 0s mesmos. Ao
investigar as questdes para suas resolugdes os alunos
deverdo chegar a conclusdo sobre as respostas da
seguinte forma:

1(V);2(V);3(F);4(V);5(F)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5.5 Atividade Complementar 5

Atividade Complementar 5

Em cada grafo, preencher os circulos com os nimeros obtidos através das operacdes de divis&o.
Seguir o comando indicado no retangulo a direita de cada situacao.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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OrientacOes para a Atividade Complementar 5

Orientag0es para a Atividade Complementar 5

Tempo estimado

50 min.

Objetivo

Observar as sequéncias numéricas que serao
construidas a partir do maior nimero e seguindo por
um caminho orientado pelas setas.

Tipo de trabalho

Individual

Outras observacdes / Dicas de solucgéo

Explorar com os alunos os divisores de um ndmero.
Por exemplo, no primeiro grafo, o nimero 120 esta
direcionado a todos os outros nimeros, logo 0s seus
divisores serdo escritos nos circulos da figura.

No primeiro grafo, do nimero 15 para se chegar ao
namero 1 pelo menor caminho, podemos passar pelo
circulo onde estd 0 nimero 3 ou 0 que estd com o
namero 5. Logo, os divisores de 15 sdo 0s nlimeros
1,3,5e15

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5.6 Atividade Complementar 6

Atividade Complementar 6

Uma determinada loja que vende artigos domésticos, situada na cidade A, precisa fazer uma
entrega na cidade W. Abaixo ilustramos os possiveis caminhos que o carro que presta servigos para
a loja situada na cidade A pode tomar. O sentido obrigatdrio do percurso esta indicado por meio de
setas. Cada seta possui um valor que esta colocado préximo a elas que especifica o custo do
transporte para a situacdo descrita (dados em uma mesma unidade monetaria).

Calcule o custo minimo de um carro que presta servicos a loja situada na cidade A entregar o
produto a cidade W.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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OrientacOes para a Atividade Complementar 6

Orientag0es para a Atividade Complementar 6

Tempo estimado 30 min.
Objetivo Identificar o caminho minimo em um grafo
orientado.
Tipo de trabalho Individual

Explorar além do conceito de caminho minimo, as
outras areas da matematica, proporcionando assim
Outras observacdes / Dicas de solucéo relacbes entre os contetdos da disciplina. Esse tipo
de questdo proporciona ao professor revisar alguns
conceitos matematicos. Os alunos podem investigar
as ideias de trigonometria e de fatorial apresentadas
na questao.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.5.7 Atividade Complementar 7

Atividade Complementar 7

Sem sair do papel

Veja se vocé consegue descobrir quais destas figuras ndo podem ser desenhadas sem tirar

o lapis do papel.

(A) (B) (Q)
v W
(D) (E) (F)
e 2
(G) (H) (1)
O D
(J) (L) (M)
\ @
@

Fonte: Elaborado pelo autor.
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e OrientacOes para a Atividade complementar 7

Orientacgdes para a Atividade Complementar 7

Tempo estimado

50 min.

Objetivo

Investigar em quais figuras € possivel percorrer com
um unico caminho e as que ndo sdo possiveis.
Podendo neste momento aplicar os conceitos de
grafos unicursais e multicursais.

Tipo de trabalho

Individual

Outras observacdes / Dicas de solucéo

Explorar as ideias de vértices pares e impares em
cada figura e ap6s aplicar os conceitos de unicursais
e multicursais, sabendo que um grafo é unicursal se
possuir exatamente dois vértices impares ou se todos
0s Vvértices forem par. Quando um grafo apresenta
mais de dois vértices impares ele é multicursal.
Portanto, verifica-se que os grafos (A ), (B), (E),
(F), (G), (e (M), sdao multicursaise os grafos
(C), (D), (H),(J)e (L) sdo unicursais.

Fonte: Elaborado pelo autor.

5 AVALIACAO

Ao final das atividades, sugerimos que seja feita uma avaliacdo das atividades

desenvolvidas na oficina.

Na perspectiva da investigacdo matematica estabelecida pelo professor e pelo grupo, o

processo de avaliacdo deve ser pensado como forma de integrar 0 ensino e a aprendizagem,

tendo como um dos objetivos a orientacdo e a intervencdo pedagdgica, que ira possibilitar a

reflexdo continua do processo de aprendizagem.
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Lembramos que o processo de avaliagdo é continuo e uma oficina com um ndmero
reduzido de encontros pode ndo ser suficiente para avaliarmos se de fato a aprendizagem foi
efetivada.

As perguntas seguintes podem motivar uma reflexao sobre o estudo desenvolvido:

QUESTIONARIO
1) Dentre as atividades que desenvolvemos estudando Grafos, qual a que chamou mais a sua atencdo? Por
qué?
2) Seria importante que no Ensino Médio sejam estudados contetidos sobre Grafos? Justifique

3) Com quais contelidos matematicos o Tépico Grafos pode ser relacionado?

4) Indique uma situacéo pratica que poderia ser resolvida por meio do uso de Grafos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

6 CONSIDERACOES FINAIS

A oficina foi proposta para desenvolvimento com estudantes do Ensino Médio.
Entretanto, algumas das atividades podem ser desenvolvidas com alunos que cursam o final
do Ensino Fundamental.

As primeiras quatro listas de atividades foram testadas em uma oficina ofertada para
alunos da terceira série do Ensino Médio. Mesmo o grupo tendo interagido de forma
satisfatoria com a proposta da oficina, o professor precisa estar atendo a algumas dificuldades

que podem ocorrer:

a) A dificuldade em registrar as atividades através de outras ideias de representacao,
sendo elas através das conversdes ou dos tratamentos;

b) A dificuldade em socializar os registros obtidos, executando as operagdes de
conversao;

c) A dificuldade dos grupos em executar a etapa de verificar a validade das concluses

que obtiam, fazendo a verificagcdo se eram casos particulares ou mais gerais.

E preciso ressaltar que mais importante que uma resposta certa ou errada, s30 0s
processos de andlise, discussdo e registros das atividades. A transcricdo de um problema que é
apresentado na linguagem natural para outro tipo de representagdo, proporciona o0

desenvolvimento matematico nos alunos.
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Ao perceberem a importancia do conteudo e sua aplicagdo em outras &reas do
conhecimento, notamos que 0s estudantes se envolvem mais ao definir estratégias de
resolucdo para as questdes propostas, buscando compreender e sistematizar ideias sobre
grafos.

Esperamos que os professores que atuam na educacdo basica possam utilizar as
atividades propostas para enriquecimento de suas aulas e se sintam motivados a elaborarem

outras questdes para o desenvolvimento intelectual e cognitivo dos alunos.
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