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RESUMO

Esta pesquisa investigou as contribuicdes de uma abordagem de ensino com foco
no uso de exemplos, para a aprendizagem de integrais. A metodologia qualitativa
adotada compreendeu um estudo empirico desenvolvido com alunos do curso de
Engenharia de uma Instituicdo de Ensino Superior da cidade de Ipatinga, Minas
Gerais. Foram elaboradas doze licdes fundamentadas no uso de exemplos,
objetivando a aprendizagem conceitual e procedimental de Calculo Integral. As
licoes intercalavam discussdes teodricas, através da exposicdo dos pontos principais
de cada tema e discussdes praticas, conduzidas primeiramente em duplas, seguidas
de momentos de socializagdo das resolugbes dos exemplos. Os dados coletados
compreenderam os trabalhos desenvolvidos pelos alunos durante as ligdes. Os
resultados encontrados evidenciaram que licdes com um foco no uso de exemplos
podem proporcionar aos alunos uma melhor compreensao dos procedimentos, e
uma reflexado sobre estes procedimentos pode favorecer um aprendizado conceitual.
De modo geral os alunos se envolveram ao participarem ativamente do processo,
destacando que, através do trabalho em dupla, puderam discutir com os colegas
suas duvidas e opinides sobre os procedimentos e os conceitos estudados nas

lices.

Palavras-chave: Ensino de Calculo. Conhecimento conceitual e

procedimental. Licbes sobre integrais. Aprendizagem através de exemplos.



ABSTRACT

This research investigated the contributions of a teaching approach which focused on
the use of examples for learning integrals. The qualitative methodology adopted
comprised an empirical study developed with students of an Engineering course in a
Higher Education Institution in the city of Ipatinga, Minas Gerais. Twelve lessons
were developed around the use of examples, aiming to allow the conceptual and
procedural learning of Integral Calculus. The lessons alternated theoretical
discussions, by exposition of the main points for each theme, and practical
discussions, conducted initially in pairs and later followed by general comparison of
the resolution of the examples. Data collected consists of the works produced by
students during the lessons. The achieved results point that the lessons focused on
the use of examples can provide students with a better understanding of the
procedures and that reflection on these procedures may support conceptual learning.
Generally, students got involved by participating actively in the process, noting that
by working in pairs they could discuss with their classmates their doubts and opinions

about the procedures and concepts studied in the lessons.

Key-words: Teaching Calculus. Conceptual and procedural knowledge. Integral
Lessons. Learning through examples.
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1 INTRODUGAO

Através de nossa experiéncia profissional como professor de matematica, que
teve inicio no ensino fundamental, temos observado o desafio que se apresenta a
cada turma que iniciamos. Como professores temos expectativas de apresentar
diversos conteudos que a nossos olhos sdo de suma importancia para o aprendiz,
esperando que este aprendiz movimente seus esforcos a fim de compreender
conceitos e procedimentos que lhes sao apresentados e, de posse destes
conhecimentos, seja capaz de aplica-los sempre que necessario. No entanto, os
alunos muitas vezes nao tiveram uma fundamentacdo adequada e apresentam
sérias lacunas acerca de conteudos basicos. Esses alunos, muitas vezes, ja
desestimulados pelas dificuldades no entendimento dos conteudos de matematica,
buscam estratégias de estudo baseadas em memorizagado e execugao de algoritmos
de forma inconsciente. Buscam atalhos a todo instante, a fim de resolver situacoes
desconectadas, e, esse aprendizado fragmentado vai prejudicando cada vez mais a
real compreensao dos conceitos e procedimentos matematicos.

Como professores de Calculo, consideramos fundamental pensar alternativas
para intervir, modificando esse cenario, uma vez que os conceitos e procedimentos
estudados em Calculo serdo fundamentais para a compreensdo e aplicagdo em
outras disciplinas posteriormente estudadas nos cursos de engenharia.

Tomados pelo desejo de contribuir para atender as expectativas de
professores e alunos, buscando estratégias de ensino, apontando metodologias
distintas a fim de alcangar um publico maior, investimos nossos esforgos em leituras
e estudos. Iniciamos o curso de Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica
ofertado pela Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais. As caracteristicas do
curso, de Mestrado Profissional, vinham ao encontro de nossas expectativas de
investigar metodologias capazes de contribuir para modificar o ambiente e o tipo de
trabalho desenvolvido na sala de aula de Calculo.

Como podemos contribuir para o ambiente de estudo ser mais estimulante,
envolvendo professores e alunos para estudar conteudos de Calculo? Um
planejamento de estudos que antecipa discussdes e duvidas poderia contribuir e até
mesmo estimular os alunos na busca do entendimento matematico? Apenas através
da execugao de procedimentos podemos contribuir para o entendimento

matematico? Uma reflexdo sobre os motivos que nos levam a executar
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determinados procedimentos, entendendo os motivos que nos levam a escolher e
executar cada um deles, pode contribuir para o entendimento matematico e a
construgdo de novos conceitos e procedimentos? Que papel desempenham os
varios tipos de exemplos que todos os professores utilizam em suas aulas? O uso
desses exemplos pode favorecer o ensino e a aprendizagem? Ao estudar e discutir
os exemplos os alunos poderao aumentar sua autoestima e consequentemente a
compreensao e o entendimento sobre os conteudos estudados?

Os estudos e investigacbes que fizemos a partir de todos esses
questionamentos e inquietagdes a fim de mudar o cenéario da sala de aula, nos
levaram a definir a seguinte questdo de pesquisa: Ligoes de calculo com um foco
no uso de exemplos podem contribuir para a aprendizagem de integrais?

Nossas investigagdes tedricas nos levaram a estudos investigando os
principais problemas no ensino de calculo, que para Cury (2009), provocam
excessiva desisténcia e evasao em cursos superiores da area de Ciéncias Exatas.
Nasser (2007) buscou identificar os obstaculos que prejudicam o desempenho dos
alunos no ciclo basico do curso superior,sugerindo meios de supera-los. Frota
(2002) investigou as concepg¢des de matematica e as estratégias de estudo
utilizadas por estudantes de Calculo, além de estudar as motivacdes e expectativas
desses alunos ao escolherem o curso. Silva e Silva (2010) apontam que deficiéncias
graves no ensino de calculo ainda prevalecem, tendo origens diversas: curriculos
inadequados; despreparo dos alunos que ingressam na educacgao superior; tipo de
aula de Calculo tradicional e centrada no professor. Barufi (1999), ao investigar de
que maneira é feita a negociagao de significados nos Cursos de Calculo I, destacou
que os livros didaticos sao instrumentos importantes nesse processo. Silva (2004)
investigou os registros de representagdo semiotica apresentados em livros didaticos
com relag&o ao conceito de integral.

Tall (2010), renomado pesquisador em Educacdo Matematica, destaca que
precisamos esclarecer exatamente o que nos desejamos que os estudantes
aprendam. Pretendemos o desenvolvimento de conhecimentos conceituais
(relacionais) e procedimentais (instrumentais), segundo Hiebert e Lefevre (1986) e
Skemp (1976). Com esse objetivo investigamos as contribuigbes que os exemplos
podem fornecer, apoiando-nos em estudos de Figueiredo, Contreras, e Blanco,
(2006; 2009) bem como nos trabalhos de Watson e Mason (2005).



35

Nossa busca de estratégias iniciou-se no ano de 2011, no primeiro semestre,
testando algumas licdes e observando efeitos positivos e negativos. Reformulamos
estas licbes, aproveitando alguns exemplos que julgamos eficientes, melhorando
alguns e complementamos com outros a fim de tornar as licbes mais produtivas, de
acordo com os objetivos pretendidos.

Procedemos a uma abordagem qualitativa, coletando os trabalhos produzidos
pelos alunos durante a execugao de 12 licdes que se intercalavam entre dois
momentos: discussdes tedricas, através da exposi¢cdo e discussdao dos pontos
principais de cada tema a estudar; e discussdes praticas, momento que os alunos
eram agrupados em duplas, executando o0s exemplos preparados para
complementar a discussao teorica.

Pretendemos criar situagdes de aprendizagem estimulantes para os alunos,
elevando sua autoestima, tornando-os mais participativos. Objetivamos proporcionar
discussodes entre professor e alunos, ou entre os préprios alunos, contribuindo para
o desenvolvimento de suas argumentagdes escritas e verbais.

Estruturamos nossa pesquisa em cinco capitulos, sendo o primeiro esta
Introducdo, que apresenta as ideias gerais que originaram, sustentaram teérica e
metodologicamente a pesquisa, os caminhos que utilizamos e os resultados
esperados por nos.

No segundo capitulo apresentamos os referencias tedricos que sustentaram
nossas investigagdes, dando-nos suporte para elaborar, aplicar e analisar as ligdes.
O segundo capitulo foi dividido em quatro se¢cbdes. Na primeira apresentamos o
cenario do ensino e aprendizagem de Calculo, apontando alguns dos
pesquisadores que se dedicam a pesquisas na area. Na segunda secgao
desenvolvemos um estudo sobre os tipos de conhecimento conceitual e
procedimental, discutindo seu papel no ensino e aprendizagem de matematica. Na
terceira secao fizemos um estudo sobre a importancia e o papel dos exemplos no
processo de ensino e aprendizagem, relacionando sua importancia ao
desenvolvimento de conceitos e procedimentos em Calculo. Finalizamos o capitulo
dois, apresentando uma classificagdo dos tipo de exemplos por nés elaborada e
adequada ao trabalho de pesquisa desenvolvido.

No terceiro capitulo, apresentamos a metodologia adotada. Buscamos
caracterizar o contexto de pesquisa, o ambiente onde foi desenvolvida e os

estudantes que dela participaram. Apresentamos as etapas de desenvolvimento da
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pesquisa, descrevendo o processo de elaboragdo e as contribuicbes que as licdes
podem proporcionar a professores e alunos. Encerramos o terceiro capitulo
descrevendo os instrumentos de coleta por nés utilizados na pesquisa desenvolvida
a partir de uma abordagem qualitativa.

No quarto capitulo, apresentamos as ligdes elaboradas, os objetivos
pretendidos, destacando os tipos de exemplos utilizados, descrevendo a forma como
foram desenvolvidas as licdes e os resultados obtidos. Finalizamos este capitulo
apresentando e analisando os resultados das avaliagdes desenvolvidas, na forma de
atividades individuais feitas pelos alunos e de um questionario respondido por eles.

No quinto capitulo apresentamos nossas consideragdes finais, apontando
nossas expectativas, destacando os principais resultados e as limitacbes de nossa
pesquisa, as questdes que emergem a partir de nossa pesquisa, e as contribuigcoes
da pesquisa para o préprio pesquisador.

No apéndice apresentamos o produto elaborado e aplicado durante a
pesquisa. Esperamos que o material elaborado possa ser aplicado e sem duvida
aperfeicoado por outros colegas professores, motivando os alunos para a
aprendizagem de Calculo, partindo de conhecimentos prévios, buscando nos
exemplos um suporte para promover situagdes de ensino objetivando a

aprendizagem de conceitos e procedimentos no estudo do Calculo.
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2 REFERENCIAIS TEORICOS

Este capitulo apresenta os referenciais tedricos que deram suporte a esta
pesquisa, cujo objetivo foi investigar as possibilidades que o uso e produgédo de
exemplos, contra exemplos e nao exemplos pode trazer para o0 ensino-
aprendizagem do Calculo Integral, junto a alunos dos cursos de Engenharia
Mecanica, Elétrica e de Produgdo de uma Instituicdo de Ensino Superior do interior
de Minas Gerais.

O Calculo Diferencial e Integral, disciplina curricular do ensino superior dos
cursos da area das ciéncias exatas, tem seus conceitos fundamentais, como limite,
derivada e integral sustentados em conceitos elementares vistos no Ensino
Fundamental e Médio.

As dificuldades encontradas por professores e alunos de Calculo Diferencial e
Integral estdo entre as causas apontadas para a excessiva desisténcia e evasao
encontradas em cursos superiores da area de Ciéncias Exatas. (CURY, 2009).

O interesse pela Educagdo Matematica no Ensino Superior é crescente.
(CURY, 2009).

Esse interesse crescente pode ser evidenciado a partir do numero de
dissertagcdes do mestrado e teses de doutorado, que abordam essa tematica,
desenvolvidas no ambito de programas de pods-graduacdo de grandes
universidades.

Neste Capitulo, organizado em quatro seg¢des, situamos a nossa pesquisa no
contexto do Ensino e Aprendizagem de Calculo, discutindo a importancia do
desenvolvimento do conhecimento conceitual e do conhecimento procedimental no
estudo desse conteudo. A terceira se¢do apresenta os principais trabalhos sobre o
uso de exemplos na aprendizagem de Matematica e na ultima segao apresentamos
o sistema de classificagdo dos exemplos que elaboramos, a partir dos estudos e
pesquisas. Esse sistema de classificacdo foi empregado no desenvolvimento das
Licdes de Calculo que constituem o foco desta pesquisa e produto dessa

dissertacao de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica.
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2.1 O Ensino e a aprendizagem de calculo

As pesquisas apontam que as dificuldades relacionadas ao ensino e a
aprendizagem da Matematica ndo dependem do nivel de ensino e merecem igual
atengao, seja nos niveis basicos de ensino ou no Ensino Superior. Segundo esta
autora, € crescente o interesse de pesquisadores em Educacdo Matematica que
investigam questdes sobre o Ensino Superior, muitos dos quais desde 2000 fazem
parte do grupo de trabalho GT4 (Educagdo Matematica no Ensino Superior), um dos
grupos de trabalho da Sociedade Brasileira de Matematica. (IGLIORI, 2009).

Nesse grupo, o ensino de Calculo tem sido um dos focos predominantes dos
trabalhos. Diversos pesquisadores vém se dedicando a pesquisas, buscando
entender os obstaculos que se apresentam no ensino deste conteudo que faz parte
da grade curricular de muitos cursos de graduacao. (NASSER, 2007).

Nasser, procurou identificar os obstaculos que prejudicam o desempenho dos
alunos no ciclo basico do curso superior e sugerir meios de supera-los. A autora

destaca que:

No Ensino Médio, em geral, os alunos sdo acostumados a resolver
mecanicamente os exercicios, decorando regras e macetes, ndo sendo
estimulados a raciocinar. No inicio do curso superior, se deparam com
exigéncias que nao estdo prontos para enfrentar, pois nao tiveram
oportunidade de desenvolver habilidades de argumentagdo (NASSER,
2007, p.1).

Os alunos que tiveram boas notas de matematica no ensino Médio, de modo
geral tém expectativas de bom desempenho em matematica na Universidade, o que
nao ocorre necessariamente. (SILVA, 2011). Talvez o problema seja, conforme
destacado por Nasser (2007), que a aprendizagem tenha sido de forma mecéanica,
sem que os alunos desenvolvam as habilidades de raciocinar e argumentar.

Por outro lado, segundo Silva, os professores também tém suas expectativas

sobre os alunos.

De seu lado, os professores de Calculo também tém suas expectativas
quanto ao nivel de desempenho dos alunos, muitas vezes guiado por uma
visdo idealizada de que os estudantes trazem uma bagagem da educagao
basica suficiente para compreender suas explicagdes e construir seu proprio
saber matematico. Também os professores do ensino médio esperam que,
com a matematica ensinada e o modo como o ensino foi conduzido por
eles, possam concorrer para que os alunos sigam sem traumas um ‘bom’
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curso de Calculo na universidade.(SILVA, 2011, p. 400)

Frota investigou as concepg¢des de matematica e as estratégias de estudo
utilizadas por estudantes de Calculo, além de estudar as motivacdes e expectativas
desses alunos ao escolherem o curso. Ao discutir os fatores que influenciam os
estilos de aprendizagem de estudantes de Calculo e a autorregulagdo da

aprendizagem Frota, destaca a importancia da motivagéo.

A motivagdo do aluno, por exemplo, € um fator que contribui para a
aprendizagem, compreendendo as expectativas de desempenho que o
aluno tem, fundamentadas em uma autoavaliagdo das préprias capacidades
e na avaliagcdo dos colegas, professores, familiares, bem como na
importancia ou valor que atribui a tarefa, ou seja, o valor da meta (FROTA,
2009, p.61).

Assim a falta de motivacdo pode ser um, dentre os fatores que influenciam
para que nao ocorra a aprendizagem.

Varias pesquisas apontaram os altos indices de reprovagao nas disciplinas de
Calculo, como por exemplo, Barufi (1999), Rezende (2003) e Anacleto (2007), entre
outras.

Silva e Silva, ao observarem que muitas das pesquisas destacam esses altos
indices de reprovagdo em Calculo, concluem que essas pesquisas convergem para
uma mesma resposta: € necessario buscar pedagogias diversas que possibilitem
minimizar esses problemas. (SILVA; SILVA, 2010).

A partir de nossas leituras e de nossa experiéncia docente, podemos afirmar
que o ensino de matematica apresenta deficiéncias graves. Essas deficiéncias tém
origens diversas: curriculos inadequados; despreparo dos alunos que ingressam na
educacao superior; tipo de aula de Calculo tradicional e centrada no professor
(SILVA; SILVA, 2010), que ainda predomina.

Os livros didaticos representam um papel importante para o ensino e
aprendizagem de Calculo. Alguns pesquisadores dedicaram-se a investigar os livros
didaticos de Calculo. Barufi (1999), por exemplo, investigou de que maneira é feita a
negociagdo de significados nos Cursos de Calculo |, de forma a que os alunos
construam conhecimentos. A autora considera que conhecer € conhecer o
significado e que os significados sao resultado de negociacdes estabelecidas entre
alunos e o professor, sendo que os livros didaticos sao instrumentos importantes

nesse processo.
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O livro didatico revela-se um suporte para o curso, seja para a leitura prévia
por parte dos alunos, seja para complemento das aulas ministradas pelo
professor, ou para a pesquisa dos alunos, mais ou menos aprofundada, ou
mesmo como colegéo de exercicios propostos. (BARUFI, 1999, p.48).

Assim, Barufi analisou 24 obras entre livros de Caélculo e de Analise, de
acordo com os critérios: ideias, problematizagdo, linguagem, visualizagéo,
argumentagao, formalizagao/generalizagdo. A abordagem dos autores divide-se
entre uma abordagem que respeita a génese histérica dos conceitos do Calculo e
uma abordagem logico-formal. (BARUFI, 1999).

O professor tem liberdade de escolha do livro, ndo podendo perder de vista a
negociagado de significados das ideias do Calculo. Bons livros sempre existiram e
hoje em dia sdo muitos os livros com propostas de abordagens inovadoras para o
ensino de Calculo, fazendo uso, por exemplo, de recursos computacionais.

Em sua pesquisa, Silva (2004) investigou os registros de representagao
semiotica apresentados em dois livros didaticos com relagdo ao conceito de
integral.’Silva fundamentou-se na Teoria de Registros de Representacdo Semiotica
de Duval (2003), que aborda aspectos cognitivos do conhecimento matematico.
Silva (2004) analisou se os autores utilizaram mais de um tipo de representacéo das
ideias de integral (linguagem natural, algébrica, grafica, tabular) e se incentivavam
as conversdes de um registro para o outro, além das operagcbes dentro de um
mesmo tipo de representacéo.

Silva (2004) observou que existe uma preocupacgéo grande, principalmente na
obra de Stewart (2006), sobre o uso da linguagem grafica ao introduzir as ideias.
Nao apenas no texto, mas também nos exercicios o0 uso dos varios tipos de
representacdo € incentivado. Em todas as duas obras analisadas, Silva (2004)
verificou que ao apresentar as técnicas de integracdo a énfase € na linguagem
algébrica.

A escolha do livro didatico é importante. Os livros didaticos devem apresentar
uma linguagem direcionada ao publico a que se destina, apresentando um conteudo
vivo, que busca “conversar” com o leitor e para isso o uso das diversas
representacdes deve revelar o quanto a Matematica é importante e levar o leitor a
ter o desejo e gosto por estuda-la (SILVA; SILVA, 2010).

! Os livros analisados foram: (GUIDORIZZI, 2001; STEWART, 2002).
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No entanto, percebemos nossos alunos, frequentemente relatando que os
livros didaticos de Matematica sdo complexos, que seus exemplos e explicagdes séo
dificeis de compreender.

Mark van Doren, diz que "a arte de ensinar € a de tomar parte em
descobertas", esclarecendo que ao escrever um livro de Calculo, sua tentativa € que
os alunos descubram o Calculo, compreendendo sua beleza e utilidade. (DOREN
apud STEWART, 2006). Stewart (2006) esclarece sobre a importancia da
compreensao conceitual e, segundo ele, tentou implementar esta compreensao

através da chamada Regra de Trés:

Topicos devem ser apresentados geométrica, numérica e algebricamente.
Visualizagdo, experimentacdo numérica e grafica e outras abordagens
mudaram radicalmente a forma de ensinar o raciocinio conceitual. Mais
recentemente a Regra de trés foi expandida tornando-se Regra de Quatro
com o acréscimo do ponto de vista verbal ou descritivo. (STEWART, 2006,

p. vii).

A énfase é explorar as varias formas de representacao das ideias do Calculo,
0 que vem em resposta aos resultados de pesquisas. (STEWART, 2006).

A linguagem grafica € muito importante para o entendimento de conceitos do
Calculo. Analisando o progresso de alunos de Calculo no tragado de graficos de
fungdes reais de uma e duas variaveis, Nasser (2009), acompanhou o desempenho
de 8 alunos de Engenharia, ao longo das disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral. Essa autora aponta como um dos obstaculos a ndo observagao do dominio
da fungdo cujo grafico deve ser tragado, evidenciando o desconhecimento de
conceitos e procedimentos basicos, exercitados, muitas vezes, mecanicamente no
ensino fundamental e médio.

Seja em grandes congressos de pesquisadores de Educacao Matematica, em
reunides com pais e alunos, ou em conversas informais entre professores, alunos e
demais interessados em educacgao, o entendimento matematico tem sido alvo de
discussodes. Até que ponto os alunos entendem o que os professores ensinam? Sera
que conceitos e procedimentos sdo aprendidos, ou sera que sao apenas
momentaneamente memorizados, sem sentido, sem significado? Sera que conceitos
e procedimentos matematicos sdo descartados por grande parte daqueles que
consigam memoriza-los, restando uma pequena fracdo de alunos que realmente
compreendam? Quais os fatores que dao continuidade a esse ciclo de memorizagao

e descarte de conceitos e procedimentos que fundamentam o estudo do Calculo



42

Diferencial e Integral?

Segundo Melo, “o ensino de Calculo, muitas vezes é algoritmizado, e sua
aprendizagem se reduz consequentemente, a memorizagdo e a aplicagao de uma
série de técnicas, regras e procedimentos, que também terminam por algoritmiza-
las”. (MELO, 2002, p. 4)

Frota ressalta que,

Talvez um dos grandes problemas do ensino de Calculo tenha suas raizes
no tipo de aula de matematica e no tipo de matematica que o aluno vivencia
na escola basica e reverter esse quadro tem demandado esforgos da
pesquisa em educagcdo matematica. (FROTA, 2006 p.5).

Tall, um pesquisador internacionalmente conhecido por seus estudos do
pensamento matematico avancado, destaca que comegou a pensar sobre o Calculo
ha mais de 35 anos e afirma que precisamos esclarecer exatamente o que nds
desejamos que os estudantes aprendam e qual o desenvolvimento que é possivel
atingirem na época tecnoldgica atual. Comenta ainda, que para que os conceitos do
Calculo, como limite, continuidade, tangente, derivada, fagam sentido, € preciso
considerar como nds pensamos sobre eles, escrever o que eles significam. Nao se
trata de apenas colocar as definicdes, mas de apresentar as ideias e as relacdes
entre elas, para que fagam sentido para nos e para os estudantes. (TALL, 2010).

Rasslan e Tall (2002) investigaram os conhecimentos dos estudantes a
respeito de definicbes e imagens sobre o conceito de integral. A pesquisa foi
desenvolvida com um grupo de 41 estudantes ingleses cursando a etapa escolar
correspondente ao Ensino Médio brasileiro. Foi possivel constatar que apenas 7
alunos dos 41 da amostra sabiam a definicdo de integral. Esses pesquisadores
utilizaram um questionario elaborado para explorar os esquemas cognitivos para o
conceito de integral definida que sdo evocados pelos estudantes.

Ferrini- Mundy e Guardard, alertam que os estudantes que praticam rotinas
em seus estudos de Calculo no Ensino Médio, aprendem técnicas procedimentais
que podem mesmo ser prejudiciais para seus estudos posteriores. (FERRINI-
MUNDY; GUARDARD apud RASSLAN; TALL, 2002). Os resultados da pesquisa de
Rasslan e Tall, apontam que os estudantes investigados, cujas notas eram acima da
média e que estavam cursando um curriculo com uma abordagem mais

experimental e conceitual, na maioria ndo souberam escrever sobre a definicido de
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integral de forma que fizesse sentido e apresentaram dificuldades na interpretagao
de problemas de calculo de areas ou integrais definidas, em contextos mais amplos.
(RASSLAN; TALL, 2002).

Ao ingressarem nos cursos de engenharia, normalmente no primeiro
semestre, os alunos se deparam com o Calculo Diferencial e Integral, disciplina que
exigira conhecimentos vistos no ensino fundamental e médio. N&o nos
surpreendemos com as deficiéncias apresentadas pelos estudantes, especialmente
na instituicdo onde foi realizada a nossa pesquisa; muitos dos estudantes optaram
por fazer o curso de engenharia por trabalharem numa empresa que exige a
formacgao superior. Assim, apos anos sem estudar, retornam aos estudos para n&o
perderem o emprego.

Nao é raro escutarmos entre os estudantes um desabafo: "professor, nunca
fui bom em matematica". Neste cenario, o ensino de Calculo torna-se ainda mais
desafiador. Como elaborar um curso de calculo capaz de possibilitar aos estudantes,
o entendimento e a confianga, capaz de motiva-los a continuar seus estudos,
buscando recuperar o entendimento matematico dos conceitos e procedimentos,
muitas vezes executados de forma rotineira sem que produzam os efeitos
necessarios ao aprendizado?

Quando se fala em entendimento matematico, aos olhos dos professores de
matematica significa que os estudantes deveriam desenvolver habilidades de
compreender conceitos matematicos, interpretar esses conceitos, compreendendo
os porqués de aplicar determinados procedimentos, reconhecer quando aplica-los e
perceber os alcances desta aplicabilidade.

O pouco tempo dos alunos que é disponivel para os estudos nos leva a
repensar. como preparar materiais didaticos para atender as necessidades desses
alunos que possuem pouco tempo para estudar e que apresentam deficiéncias
oriundas de um ensino fundamental e médio em que ndo puderam discutir e
construir os conceitos fundamentais de Matematica?

Frota, em sua pesquisa investigou como os alunos estudam Matematica.
Essa autora observou que os alunos apresentam perfis de estilos de aprendizagem
diferentes, com uma énfase teorica, pratica ou investigativa. (FROTA, 2009).
Segundo Frota, algumas vezes os alunos ndo desenvolvem um método proprio de

estudo, o que a autora considerou como um estilo incipiente. (FROTA; 2002; 2007).
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Os resultados de pesquisa apontam a importancia do professor para que o
aluno desenvolva estratégias de estudo e aprendizagem. Desde as séries iniciais ao
curso superior, as deficiéncias vao, por vezes, se acumulando, provocando reagdes
diversas nos estudantes como a sensagao de incompeténcia e a insatisfagdo com o
curso. Os alunos perdem o interesse em estudar Matematica. Muitos desses
estudantes desistem de buscar o entendimento matematico e limitam-se, muitas
vezes, a adotar estratégias de estudos que priorizam repeticbes de modelos, na
maioria das vezes sem nenhum entendimento.

A solugéo rotineira de problemas pode nao contribuir para o desenvolvimento
mental do aluno. Segundo ele, a resolugdo de problemas ndo rotineiros pode
contribuir para o desenvolvimento do pensamento racional no processo de
compreensao, exploracdo, andlise e aplicagdo de conceitos matematicos. No
entanto, os alunos temem a resolugédo de problemas n&o rotineiros, pois, exigem
acdes inesperadas, exigindo maior compreensdao dos conceitos e procedimentos.
(POLYA, 1995).

Que tipo de estratégias poderia evitar a mecanizagédo no estudo do Calculo?

Melo, na tentativa de buscar abordagens diferenciadas para o ensino de
calculo, em especial o ensino de integrais, aponta as possibilidades que o uso de
novas tecnologias pode trazer para o processo. Sugere a elaboragdo de atividades
para o ensino de integral utilizando recursos computacionais, que através da
visualizagado e simulagdes, possibilitam explorar e controlar variaveis, realizando de
forma mais rapida e pratica rotinas e algoritmos cansativos que n&o interferem no
aprendizado. (MELO, 2002).

A pesquisa que desenvolvemos teve como objetivo investigar metodologias
que buscam uma melhoria no processo de ensino e aprendizagem de Calculo. Nao
foi possivel a utilizagdo de laboratérios e recursos computacionais e a proposta foi
elaborada para ser desenvolvida em sala de aula. A proposta de pesquisa consistiu
em investigar as contribuigdes que Li¢cdes de Calculo desenhadas com foco no uso
de exemplos pode trazer para o aprendizado de Calculo. A abordagem pretendeu
dar significado ao aprendizado de conceitos e procedimentos do Calculo Integral,
através da elaboragdo de um conjunto de exemplos que podem dar sentido aos
conhecimentos conceituais e procedimentais, podendo levar ao entendimento

matematico.
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2.2 Conhecimento conceitual e procedimental

O sonho de todo professor de matematica é que seus alunos aprendam
matematica com compreensdo e de forma significativa. Para criar e desenvolver
ambientes que promovam a compreensdo e a aprendizagem, os professores
precisam estar conscientes das dificuldades dos alunos na aprendizagem de
matematica.

Os professores precisam saber que dois tipos de tipos de conhecimentos
tornam-se importantes para aprender com significado: o conhecimento conceitual e
procedimental.

Hiebert e Lefevre, caracterizam o conhecimento conceitual como aquele que
€ parte de uma rede composta por pecas individuais de informacao e as relagdes
entre estas pecas. Ja se referindo aos conhecimentos procedimentais, definem que
esses incluem uma familiaridade com o sistema de representacdo de simbolos da
matematica e os conhecimentos de regras e procedimentos para a resolugdo de
exercicios de matematica. (HIEBERT; LEFEVRE, 1986).

O conhecimento procedimental pode ou n&o ser aprendido de forma
significativa, porém, o conhecimento conceitual é sempre aprendido com
significado. (HIEBERT; LEFEVRE, 1986).

Skemp, classifica o conhecimento em conhecimento relacional e
conhecimento instrumental. A matematica envolve uma extensa hierarquia de
conceitos, nés nao podemos formar qualquer conceito especifico até que tenhamos
formado todos aqueles que dele dependem. (SKEMP, 1976).

Conhecimento instrumental, € a capacidade de aplicar uma regra apropriada
para a solugao de um problema sem saber a razdo pela qual a regra funciona. Em
outras palavras, saber "como", mas ndo saber "por qué". Este conhecimento,
geralmente requer ndo s6 o conhecimento dos objetos, mas também do formato e
da representacado simbdlica relacionada. Além disso, muitas vezes exige execugao
de algoritmos, que as vezes sao executados inconscientemente. (SKEMP, 1976).

Ja o conhecimento relacional esta associado a capacidade de saber o
"porqué". Compreender o0s motivos pelos quais aplicamos determinados
procedimentos e perceber outras possibilidades. Quando o aluno é capaz de
relacionar e reorganizar conceitos, podendo deduzir outras possibilidades para os

conceitos e procedimentos aprendidos, dizemos que houve a compreensao



46

conceitual.

Skemp, classifica o conhecimento em relacional e instrumental. (SKEMP,
1976). Ja4 Hiebert e Lefevre, falam em conhecimento conceitual e procedimental.
Embora os termos usados sejam diferentes ha um equivaléncia entre as categorias
propostas por esses dois pesquisadores. (HIEBERT; LEFEVRE, 1986).

Para exemplificarmos o conhecimento conceitual, suponhamos duas funcgdes f

e g, com f(x)>g(x) num intervalo [a,b]. O aluno ao entender que a integral

[f(x)- g(x)|dx , podera ser interpretada como a area da regido compreendida entre

QD ey T

as duas curvas representadas fungcbes no intervalo [a,b] demonstra uma
compreensao conceitual. Demonstra ter compreendido que essa area corresponde a
soma das areas de todos os infinitos retangulos introduzidos no intervalo de a até b,
entendendo que a base de cada retangulo é representada por um valor infinitamente
pequeno dx e a altura representada pela diferenca f(x)-g(x). O conhecimento
procedimental corresponderia a execucao dos procedimentos, escolhendo a técnica
de integracao e fazendo os desenvolvimentos algébricos.

E compreensivel o desejo dos professores de que seus alunos equilibrem os
dois tipos de conhecimentos. O aprendizado de procedimentos sem o conhecimento
conceitual ndo fornece aos alunos a capacidade de extrapolar suas conclusdes a
respeito do poder das integrais. Ja o aprendizado conceitual podera mostrar para os
alunos que outras aplicagdes semelhantes a utilizada para o calculo de areas
usando o conceito de soma infinita poderdo surgir, como a utilizagao das integrais
para o calculo de volumes, comprimento de arcos, etc.

Concordamos com Frota (2002), que a realizagéo de rotinas e procedimentos,
a principio, pode néao levar a contribuir para a aprendizagem conceitual, porém, se
estes procedimentos sao realizados e ha uma reflexao sobre porque sao realizados,
estes procedimentos podem contribuir para uma aprendizagem com significado,
possibilitando a compreensao dos conceitos que poderado ser introduzidos através

da reflexao sobre estes procedimentos. Frota destaca que

Pode-se ensinar o calculo vetorial sem nenhuma relagdo como o calculo
matricial. Por outro lado, o estabelecimento de uma certa rotina ao operar
nos espagos R’e R®, pode facilitar sobremaneira a construgdo do conceito
mais geral e abstrato de espaco vetorial (FROTA, 2002, p.63-64).
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Para que o aluno compreenda um conceito, ou um grupo de conceitos ou um
simbolo, deve relaciona-lo a um esquema apropriado, para formar uma ligagao entre
ideias, fatos e procedimentos. Um conceito € construido a partir de dados recolhidos
e, em seguida é relacionado a outros conceitos. E um processo dinamico. (SKEMP,
1976).

Para ilustrar este fato, imagine um professor numa primeira abordagem sobre
Integral, escolhendo dedicar uma pequena fragdo de seu tempo questionando os
alunos sobre algumas técnicas de derivagdo, recuperando conceitos e
procedimentos anteriormente estudados. Sem duvida a apresentagao dos conceitos
basicos de integral sera mais produtiva, uma vez que foi relacionada a conceitos e
procedimentos ja conhecidos podendo conecta-los, facilitando uma "rede de
conceitos e procedimentos”, que ao se interligarem podera fazer mais sentido,
tornando o aprendizado mais significativo, evitando um aprendizado fragmentado,
sem conexdo. Ao aprenderem procedimentos e algoritmos isolados, esse
aprendizado sem conexao dificilmente fara sentido para o aluno. Em especial no
ensino de Calculo, consideramos ideal relacionar procedimentos e conceitos
anteriores para a introdugao de novos conceitos. Partindo de conhecimentos prévios
pode-se obter um interesse maior por parte dos alunos. No ensino de Matematica e
em especial no ensino de Calculo é grande o numero de pesquisadores buscando
discutir a aprendizagem. Objetivando encontrar abordagens que possibilitem o
entendimento conceitual e procedimental, pesquisas s&o realizadas discutindo as
possiveis contribuicbes e apontando diretrizes, adequando as abordagens as
espectativas dos estudantes. E evidente que a abordagem do Calculo, por exemplo,
devera ser diferente num curso de engenharia e num curso de Bacharelado em
Matematica. Entretanto, independente do curso em que o Calculo é trabalhado, é

unanime entre os professores, que o entendimento matematico precisa ser atingido.

E preciso estudar globalmente e com mais profundidade as relagdes
dialéticas entre o pensamento (as ideias matematicas), a linguagem
matematica (sistemas de signos) e as situagbes-problemas, para as quais
se inventam tais recursos (GODINO; BATANERO; FONT, 2008, p.10).

Entedemos que houve o entendimento matematico no momento que os
professores conseguirem sincronizar procedimentos e conceitos, fazendo com que

os alunos consigam executar procedimentos conscientes das razdées porque
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executa-los, evoluindo para outros niveis mais complexos de conceitos; formulando,
aceitando e refutando hipoteses de forma consciente, ampliando suas redes de

conhecimentos e conectando conhecimentos novos a antigos ja estudados.

2.3 O papel do exemplo na aprendizagem de calculo

O nosso objetivo de pesquisa foi investigar as possibilidades pedagodgicas que
0 uso de exemplos pode proporcionar aos alunos no estudo de Calculo Integral.
Para desenvolver nosso estudo, nos apoiamos em diversos trabalhos realizados por
pesquisadores que investigam as contribuicbes dos exemplos nos processos de
ensino e de aprendizagem.

Sierpinska, aponta a necessidade de buscar métodos de ensino que
possibilitem aos alunos entender a matematica e perceber o que eles ndo entendem.
Conscientes do que os alunos ndo entenderam, € preciso buscar meios para
esclarecer suas duvidas. (SIERPINSKA, 1994).

O entendimento matematico possibilitaria aos estudantes desenvolverem a
habilidade de compreender e construir conceitos matematicos e procedimentos.
Através do entendimento o estudante podera interpretar os conceitos, perceber os
motivos de aplicar determinados procedimentos, reconhecendo quando aplica-los e
os alcances desta aplicabilidade.

Qual o papel representado pelo uso de exemplos no ensino de Matematica?
Consideramos que o uso de exemplos é fundamental no processo de ensino
aprendizagem de Matematica, em particular de Calculo Diferencial e Integral.

Concordamos com Figueiredo, Contreras e Blanco (2006, p.31), que afirmam
que “os alunos aprendem matematica mais pelo envolvimento com exemplos do que
através de definicdes formais.”

Através de nossa experiéncia académica, € comum ouvirmos durante nossas
aulas, apds a exposicao de determinadas defini¢ées o aluno propondo; "professor dé
um exemplo". Percebemos muitas vezes que esse pedido visa esclarecer melhor o
que nao foi assimilado ou confirmar suas conclusdes, tornando as definicdes e
conceitos, mais préximos e palpaveis ao aluno.

A metafora do andaime, usada por Figueiredo, Contreras e Blanco (2006), é
util para percebermos a importancia dos exemplos na aprendizagem. Na

aprendizagem, os exemplos tém o papel semelhante ao dos andaimes durante a
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construcdo de um edificio. Depois de construido o edificio, os andaimes podem ser
retirados, pois o edificio ja ndo necessita do seu auxilio na sustentagdo. Assim, € o
papel dos exemplos na construgdo da aprendizagem matematica; uma vez
construido o entendimento matematico, ndo necessitamos mais daqueles exemplos.
Porém, sempre que uma duvida surgir, poderemos recorrer aos exemplos.

Figueiredo, Blanco e Contreras, desenvolveram investigacbes acerca da
Exemplificacdo do Conceito de Fungado. Os pesquisadores trabalharam com quatro
professores estagiarios e o papel principal dos exemplos deixou de ser o
esclarecimento, passando a ser desempenhar a fungdo de construgdo do conceito
através das representagbes algébrica e grafica. (FIGUEIREDO; BLANCO;
CONTRERAS, 20056).

As contribuicdes dos exemplos na aprendizagem de Matematica sao
inquestionaveis. Cada professor, em sua trajetéria profissional vai adquirindo com a
experiéncia e observagdes, o seu modo de abordar determinados conteudos. Essas
abordagens, muitas vezes, sdo realizadas através de exemplos. Alguns desses
exemplos sdo previamente preparados pelos professores, enquanto outros surgem
durante as discussdes que surgem com a participagdo dos alunos. Assim, os
professores, atentos aos questionamentos levantados pelos alunos podem
selecionar exemplos que abordam pontos cruciais dos conteudos, objetivando
otimizar o tempo de estudo, antecipando e provocando discussdes necessarias ao
entendimento dos conceitos e procedimentos relacionados a determinado conteudo.

Segundo Figueiredo, Contreras e Blanco:

[...] ensinar e aprender matematica baseia-se na criagao e na ampliagao dos
espagos pessoais de exemplos nos quais alunos e os professores
trabalham suas estruturas e ligagdes. Adquirir competéncias matematicas
consiste em desenvolver espagos de exemplos complexos, inter-
relacionados, mas, no fundo, compreensiveis para o aluno. (FIGUEIREDO,;
CONTRERAS; BLANCO, 2009, p. 35).

Figueiredo, Contreras e Blanco, (2009), fundamentados em Goldenberg e
Mason (2008), afirmam que aprender mais sobre um determinado tépico € evoluir
para exemplos mais avancados e construcdes mais avangadas para esses
exemplos. Ensinar eficientemente inclui o uso de atividades e interacbes através das

quais os alunos melhoram os acessos aos exemplos.
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Watson e Mason propéem que os exemplos constituem elementos de
espacgos estruturados. Os autores usam o termo espaco de exemplos para
denominar esse espago. Para eles a extensdo e exploragdo de espagos de

exemplos s&o essenciais em matematica.

Aprender matematica consiste em explorar, rearranjar e estender espacos
de exemplos e as relagdes entre eles e dentro deles. Desenvolvendo uma
familiaridade com esses espacos, os estudantes podem ganhar fluéncia e
facilidade em associar técnicas e discursos. Experienciando extensdes de
seu espaco de exemplos ( se bem orientado) contribui para a flexibilidade
de pensamento ndo apenas em matematica, mas, talvez, de modo mais
geral, e isso fortalece a apreciacdo e adogdo de novos conceitos.

(WATSON; MASON, 2005, p.6, traducao nossa) 2.

Mason e Watson (2005), sobre espaco de exemplos citam Michener (1978),
para quem O processo seria uma descoberta, porque a ideia desse autor de espacgos
exemplos é que eles existem para determinadas definicbes matematicas e
teoremas.

Os autores afirmam:

Para ndés, o processo € uma combinagdo de descoberta do que é
convencional; do que ja é conhecido, mas pode ser reestruturada em novas
relacdes, e da construgdo de novos objetos, novas relagdes, significados e
entendimentos pessoais de componentes antigos e familiares (MASON;
WATSON, 2005, p.56).

Seguindo Figueiredo, Contreras e Blanco (2009), utilizaremos o termo espacgo
de exemplos para nos referirmos ao conjunto de exemplos que sdo previamente
selecionados pelo professor, ou que surgirdo a partir das discussbes sobre os
conceitos e procedimentos.

Entendemos que o termo espago de exemplos refere-se aos exemplos que
apresentamos aos alunos e aos quais recorremos durante as discussbes. Ao
surgirem questionamentos, recorremos a esses exemplos para esclarecer e delimitar
os alcances dos conceitos e procedimentos. Consideramos de fundamental
importancia que o professor procure ampliar seu espago de exemplo, e para tal, a

observacdo e registros dos questionamentos e duvidas surgidas durante uma

2 Learning mathematics consists of exploring, rearranging, and extending example spaces and the
relationships between and within them. Through developing familiarity with those spaces, learners can
gain fluency and facility in associated techniques and discourse. Experiencing extensions of your
example spaces (if sensitively guided) contributes to flexibility in thinking not just within mathematics
but perhaps even more generally, and it empowers the appreciation and adoption of new concepts.
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exposi¢ao podera contribuir para uma melhor selecdo desse espago de exemplos,
evitando a presenca de exemplos que nao apresentem as variagdes necessarias
para o processo.

Figueiredo, Contreras e Blanco apresentam uma ampla discussdo sobre os
varios tipos de exemplos, categorizados por diferentes pesquisadores. (RISSLAND-
MICHENER apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO, 2009) que propde quatro
categorias para os exemplos: exemplos iniciais, exemplos referéncias, exemplos
modelos e contra exemplos.

Exemplos iniciais sdo aqueles que possibilitam iniciar novos procedimentos e
conceitos; sdo os que utilizamos numa primeira abordagem devido a facilidade de
entendimento, provocando novas intuigbes importantes. Imaginemos um professor
que expde a turma que a integragcdo € operagado inversa da derivagdo. Assim,
encontrar a integral de uma fungéo f, € buscar outra funcao F, cuja derivada é f. Com
certeza nao haveria complexidade em compreender essa ideia se fosse apresentada
ao aluno uma fungao do tipo f(x)=2x, indagando sobre qual a integral de f. Ele,
provavelmente compreendendo as regras de derivagao anteriormente estudadas e,
através da apresentacgao feita pelo professor, compreenderia que uma integral de f é
a funcéao, F(x) =x?, e incentivado pelo professor apontaria também, outras fungdes
como: F(x)=x*+ 3, ou F(x)= x*+10. Alguns outros recordariam que a derivada da
constante é zero e assim toda funcdo da forma F(x)= x*+C tem como derivada
f(x)=2x. A partir desse momento, os graficos das varias fungdes poderiam ser
apresentados, servindo de exemplos para a constru¢cado da ideia que todas aquelas
curvas sao primitivas de f(x)=2x, ou, ainda, falando de forma geométrica,
f(x)=2x=F’(x) representa a inclinagdo da reta tangente ao grafico de F em um ponto
genérico (X, F(x)).

Os exemplos de referéncia, para Rissland-Michener sdo aqueles que
frequentemente mencionamos. Dada a amplitude de conclusdes possiveis sobre
novos conceitos e sua importancia, lancamos mao desses exemplos para
verificarmos, por exemplo, a compreensdo de conceitos e procedimentos.
(RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO, 2009)

Ao introduzir o calculo de areas através de integrais definidas, um professor
podera recorrer a uma fungdo, positiva num intervalo que seja conveniente,
possibilitando ao aluno constatar que a area da regido limitada acima pela reta dada

por f(x)=x, abaixo pelo eixo X, no intervalo 0<x <4sera equivalente ao valor
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4
numeérico obtido ao calcularmos a integral definida jxdx. Observemos que este
0

exemplo podera ser usado para introduzir a aplicagdo da integral definida para
calcular a area entre uma curva e o eixo X, podendo ser classificado como exemplo
inicial e exemplo referéncia.

Os exemplos modelo, segundo Rissland-Michener, sdo paradigmaticos e
genéricos; sistematizam as conclusdes e evolugdes sobre os argumentos aplicados
e os conceitos em estudo. (RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO;
CONTRERAS; BLANCO, 2009).

Ao apresentar a integragdo como uma operagao inversa da derivagao, pode-
se exibir a poténcia de x", com n diferente de -1, e pedir aos alunos que apresentem

uma expressdo que represente a integral de x". Os alunos podem associar a fungéo

n+l1

1 como uma possivel resposta.
n+

Finalmente, os contra exemplos, sdo aqueles exemplos a que recorremos
para demonstrar que um determinado argumento é falso. Ao introduzirmos um novo
conceito ou procedimento, sem duvida, os alunos vao evoluindo para outro nivel de
entendimento, novas conclusdes surgem e outros questionamentos séo inevitaveis,
e certamente as conclusdes, muitas vezes sdo construidas sem muita preocupacgao
com o rigor por parte dos alunos, assim, os contra exemplos podem contribuir
apontando que algumas dessas conclusdes sao falsas.

Para melhor esclarecer o papel do contra exemplo, retornemos ao exemplo

4
anteriormente citado: a integral definida dex podera ser um exemplo referéncia,
0

uma vez que o mesmo representa a area da regido plana abaixo de f(x)=x, acima do

eixo x, lateralmente pelas retas x=0 e x=4. Porém, considerando a integral definida

2
da mesma fungao f(x)=x no intervalo [-1;2], o valor numérico obtido na integral jxdx
-1

nao representara a area entre a reta dada pela fungdo e o eixo x no intervalo
considerado. Assim, pode-se perceber claramente que nem toda integral representa
uma area, esclarecendo o argumento falso, aflorado com frequéncia, de que toda

integral definida representa uma area.
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Ja Figueiredo, Blanco e Contreras, usaram uma classificagdo especifica para
a exemplificacdo do conceito de funcdo. Eles categorizaram os exemplos em:
Definicdo, Representagcdo, Caracteristicas, Aplicacbes Internas e Aplicagbes
Externas. Primeiramente a apresentagdo da funcdo em estudo; em seguida, os
primeiros contactos com as suas possiveis representacdes; apds 0s primeiros
contatos, as pormenorizagdes, porque as primeiras duvidas surgem e O seu
esclarecimento torna-se necessario; logo depois, a relagdo entre o conceito de
funcdo com outros conceitos matematicos; finalmente, as aplicacbes externas,
porque a aplicagdo a vida real e a outras ciéncias é fundamental para uma
compreensao global do conceito de fungdo e para o seu ensino. (FIGUEIREDO;
CONTRERAS; BLANCO, 2009).

Bills et al., aprofundam a tipologia sobre exemplos, distinguindo-os pela sua
natureza em: exemplos resolvidos, que s&o apresentados prontos ou resolvidos
juntamente com o professor; exercicios, que sdo propostos pelo professor para que
os alunos resolvam. (BILLS et al., apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO,
2009).

Observamos também a distingdo dos exemplos segundo a forma e a fungao
que desempenham: exemplos genéricos, contra exemplos e ndo exemplos. Os
exemplos genéricos sdo aqueles que ilustram procedimentos e conceitos. Os contra
exemplos contrariam uma afirmagao e os nao-exemplos, delimitam os alcances de
um conceito ou de um caso em que um procedimento nao se aplique ou falhe, como
anteriormente. (BILLS et al., apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO, 2009).

E importante ressaltar que professores e alunos poderdo interpretar um
mesmo exemplo de forma diferente. Para o professor, determinado exemplo pode
ser visto como referéncia e generalizador, ja o aluno podera vé-lo como mais um
exemplo a aprender. Ao professor cabe esclarecer e destacar as qualidades e os
alcances pretendidos com o exemplo, alertar sobre sua importancia e apontar a
funcao que pretende que ele desempenhe.

Tsamir, Tirosh e Levenson, observaram que os alunos podem aprender novos
conceitos através de experiéncias e dedugao das relagdes geradas em exemplos
particulares. Além disso, o contato com exemplos pode contribuir no ensino de

novos conceitos. Para essas autoras:
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Na Educagdo Matematica, os dois pontos de vista sdo muitas vezes
empregados ao abordar a formagao de conceitos geométricos. Inicialmente,
a construgao mental de um conceito inclui principalmente imagens visuais
com base na percepcdo semelhangas de exemplos, também conhecida
como caracteristicas (de acordo com Smith et al. 1974). Esta discriminagao
inicial pode levar apenas a aquisicdo de conceitos parciais. Mais tarde,
exemplos servem como base para ambos os atributos perceptiveis e nao
perceptiveis, em ultima instancia levando a um conceito baseado em suas
caractegisticas definidoras. (TSAMIR; TIROSH; LEVENSON, 2008, tradugao
nossa).

Consideramos que o professor devera apresentar uma grande variedade de
exemplos que deverdo contemplar diferentes abordagens de forma a atender as
necessidades dos alunos, promovendo circunstancias de aprendizagem. A utilidade
de um exemplo dependera de diversos fatores. A forma como o professor apresenta
um exemplo e as caracteristicas desse exemplo podem fazer a diferenca entre um
exemplo bem compreendido e util e, apenas, mais um outro exemplo (FIGUEIREDO;
CONTRERAS; BLANCO, 2009).

O professor da sugestbes e formula perguntas com o intuito de orientar os
alunos na resolugdo de um exercicio proposto. Os questionamentos e sugestdes
presentes num exercicio a resolver podem facilitar o processo, conduzindo o aluno a
buscar conhecimentos e recursos anteriormente estudados, mas, que as vezes
ficam esquecidos. Desse modo, o professor podera conduzir o aluno a uma
descoberta guiada segundo coloca Ernest (1996).

Cabe destacar que a aprendizagem Matematica ndo é uma tarefa facil,
necessitando dedicacdo e estudo. A medida que o aluno vai evoluindo através da
discussdao e estudo dos exemplos, definicbes e procedimentos podem ser
esclarecidos e reformulados. Nossas leituras e investigacbes sobre os tipos de
exemplos e sua fungdo possibilitaram propor uma classificagdo que julgamos
adequada para a elaboracédo das Ligdes de Calculo Integral que integram nossa
pesquisa. As categorias buscam contemplar os tipos de exemplos com os quais
lidamos na sala de aula e esperamos que essa classificacdo possa ser util para

outros professores, contribuindo em outras investigacdes.

® Within mathematics education, both views are often employed when addressing the formation of
geometrical concepts. Initially, the mental construct of a concept includes mostly visual images based
on perceptual similarities of examples, also known as characteristic features (in line with Smith et al.
1974). This initial discrimination may lead to only partial concept acquisition. Later on, examples serve
as a basis for both perceptible and nonperceptible attributes, ultimately leading to a concept based on
its defining features.
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2.4 Uma proposta de classificacao de exemplos

Concordando com a necessidade de buscar estratégias que possibilitem aos
alunos compreender conceitos e procedimentos com significado, julgamos que, uma
selecdo adequada de exemplos, que auxiliem os alunos na busca do entendimento,
poderia contribuir no processo de aprendizagem de Calculo Integral.

Sustentados pelos estudos de diversos pesquisadores, desenvolvemos uma
classificagao propria dos tipos de exemplos. Essa construgédo sé foi possivel apos
um estudo de diversos trabalhos envolvendo o uso, a construgcao e as contribuicbes
possiveis dos exemplos na aprendizagem de Matematica. Procuramos elaborar uma
classificagao que, julgamos ser objetiva e clara em relagdo as atribuicbes e objetivos
que desejamos ao elaborar um exemplo como parte integrante de ligdes que
objetivam o ensino de Calculo Integral. Essas ligdes serdao apresentadas no Capitulo
de Metodologia, em que apresentamos o produto dessa dissertagdao de Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica.

Essa classificagcdo compreende seis categorias de exemplos: introdutérios,

ampliadores, sistematizadores, retificadores, desafiadores e diagnosticadores.

2.4.1 Exemplos introdutérios

Sao exemplos usados para introduzir conceitos e/ou procedimentos.
Equivalem aos exemplos iniciais, propostos por Rissland-Michener. (RISSLAND-
MICHENER apud FIGUEIREDO; BLANCO; CONTRERAS, 2009). Normalmente sédo
de facil entendimento e sem grandes dificuldades, sendo usados nas primeiras
explicagdes. Envolvem regras e procedimentos basicos.

O exemplo ilustrado na Figura 1 pode ser considerado como introdutério.

Notemos que o exemplo da Figura 1 pode ser usado para introduzir conceitos
e procedimentos usados para calcular areas através de integral. O aluno podera
relacionar a representacao simbdlica da integral definida e rapidamente percebera a
eficiéncia do processo que podera ser estendido a outras representacdes mais

complexas.
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Figura 1 - Exemplo introdutério

A representacgdo grafica seguinte refere-se a regido plana delimitada por f(x)=
3, x=1 e x=4.

4 4
Calculando a integral definida / = Ide obtemos: Ide = 3x]:l =3(4-1)=9
1 1

a) Que relacao existe entre o valor da integral calculada e o valor da area do
retdngulo sombreado?

b) Observe os contornos do retangulo e os limites de integragéo da integral e
descreva suas observacgoes.

Fonte: Elaborada pelo autor

2.4.2 Exemplos ampliadores

S&0 aqueles que dao seguimento a apresentacdo dos conceitos e
procedimentos feita através de exemplos introdutérios. Evoluem quanto ao nivel de
complexidade; apresentam procedimentos mais complexos e exigem recursos
normalmente n&o necessarios em exemplos introdutérios. Esses exemplos
desempenham o papel de ampliar os conhecimentos dos alunos, propondo
situagdes de conflitos que, gradativamente conduzem o aprendiz a niveis mais
complexos, levando o aluno a reformular seus conceitos e procedimentos. Podem
ser comparados aos exemplos de referéncia, segundo a classificagédo de Rissland-
Michener (RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO,
2009).

Propor primeiramente ao aluno que faga a representacédo grafica de uma
funcdo f(x)=x e que use uma integral para representar e calcular a area da regiao

limitada, por y=x, o eixo x, x=1 e x=3. Em seguida, pedir que calcule a area limitada,
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por y=x, y=-1, x=1 e x=3. O aluno percebera que a area ndo sera a mesma,
necessitando uma reformulacdo de procedimentos; percebendo as variagdes ele

retomara suas conclusdes e ampliara seus modelos.

2.4.3 Exemplos retificadores

Sado exemplos que exibem situagcdes conflitantes que aparecem
frequentemente apds a introdugdo de conceitos e procedimentos. Discutem
possiveis interpretacdes equivocadas de conceitos e procedimentos adotados nas
resolucdes. Esta classificagdo contempla os contra exemplos adotados por Rissland-
Michener (RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO,
2009).

Para melhor compreendermos o papel dos exemplos retificadores, apdés uma

primeira abordagem sobre a operagdo de integragdo como operacgdo inversa da

n+1

derivacdo e apresentando a integral indefinida do tipo J'anx"dx:an X +C*,

n+1

frequentemente os alunos ao integrarem uma funcao do tipo jsenxdx, apontam

como respostas fungdes do tipo senx?. Percebemos facilmente que houve uma
associagao indevida com a formula de integracéo de poténcias: a ideia de somar ao
expoente de x uma unidade. O professor podera apontar tal solugdo e pedir ao aluno
que identifique qual o erro cometido, antecipando situagbes que poderédo surgir
posteriormente.

Esses exemplos podem otimizar o aprendizado, uma vez que, apontando e
discutindo procedimentos e interpreta¢des erradas que surgem durante as leituras e
aplicacdo de conceitos. Esses exemplos antecipam duvidas que podem surgir
individualmente ou coletivamente.

A ampliagao do espaco de Exemplos Retificadores por parte dos professores
possibilita um aproveitamento do pouco tempo de estudo disponivel pela grande
maioria dos estudantes das faculdades particulares, pois, a grande maioria tem que
trabalhar e estudar, restando pouco tempo disponivel para o estudo. E evidente que
a ampliacado do espaco de exemplos por um professor depende muito da sua

experiéncia profissional, observacdo e interesse em detectar as interpretacoes

* Essa formula permanece valida para n real diferente de -1. (THOMAS, 2002, p.329).
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erradas que podem e surgem com mais frequéncia.

2.4.4 Exemplos sistematizadores

Sao exemplos que resgatam e sistematizam importantes conclusdes acerca
das definigdes e procedimentos, frequentemente utilizados. Desempenham papel
semelhante ao dos exemplos modelos. Normalmente sdo tedricos. Podem ou n&o
anteceder outros exemplos. Apos um primeiro contato com um determinado assunto,
o professor podera apresentar tais exemplos como forma de sistematizar as ideias

gerais.

Figura 2 - Exemplo sistematizador

EC27 - Seja D a regido plana sombreada. Escreva uma integral que
represente o volume do solido obtido em cada caso:

Seja D a regido plana sombreada. Escreva uma integral que represente o
volume do solido obtido em cada caso:

a) I) Girando D em torno do eixo x:

¥
b
f II) Girando D em torno do eixo y:
0 2 X
a >
I) Girando D em torno do eixo y.
f
b) II) Girando D em torno do eixo x.

L

Fonte: Elaborada pelo autor
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A Figura 2 apresenta um exemplo sistematizador. Neste exemplo, apds uma
primeira abordagem sobre o uso de integrais para o calculo de volume de sdlidos
obtidos pela rotagdo de uma regidao em torno do eixo das abscissas ou do eixo das
ordenadas, o professor, juntamente com os alunos retoma e sistematiza
procedimentos e conceitos a fim de esclarecer eventuais duvidas como quais 0s
limites de integrac&o utilizar? As secgbes perpendiculares ao eixo de rotagdo serao

discos ou coroas circulares?
2.4.5 Exemplos desafiadores

Sd0 exemplos que, para a sua execucdo, lancamos mao de diversos
conhecimentos acumulados nos exemplos introdutérios, exemplos ampliadores e
exemplos retificadores. Normalmente articulam diversos conhecimentos e
procedimentos desenvolvidos pelo estudante nos varios conteudos ja estudados.

Para exemplificar podemos apontar algumas integrais envolvendo fungdes
trigonométricas. Em algumas delas o aluno necessita aplicar recursos diversos como

fatoragcdo, arco duplo ou arco metade, identidades trigonométricas etc. Ex.:

CaIcuIarI2sen2[gjdx . O desafio consiste na busca que tera de ser feita pelo aluno,

pesquisando entre as identidades trigonométricas aquela que é adequada para

x 1-cosx .
transformar sen? > = Y e entao integrar.

2.4.6 Exemplos diagnosticadores

Consideramos exemplos diagnosticadores aqueles que usamos para
diagnosticar as ideias prévias dos alunos sobre um conteudo matematico, ou
conceito ja estudado. Podemos usar os exemplos diagnosticadores pretendendo
uma verificagcdo a priori; objetivamos, assim, um diagndstico antecipado, para
elaborar intervengdes pedagdgicas posteriores. Exemplos diagnosticadores estao
sempre presentes em avaliagbes feitas individualmente ou em grupos, quando
queremos verificar a compreensao por parte dos estudantes sobre os principais

pontos dos conteudos estudados.
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Figura 3 - Exemplo diagnosticador

Dada a representagéo grafica de y=e*, faca o que se pede:
a) Destaque no grafico a regido cuja area sera calculada ao resolvermos a

2
integral definida I1=Iexdx , em seguida, calcule esse valor.
-1
b) Represente graficamente a regido cuja area é dada pela integral definida

I2=_I‘[eX —1]dx .

(@) e (b)

Fonte: Elaborada pelo autor

E importante ressaltar, que um exemplo podera ser ao mesmo tempo
introdutério e sistematizador, pois, podera desempenhar as duas ou até mais
funcdo. Assim, uma classificagdo como exemplo inicial ndo o impedira de ser
classificado como sistematizador etc.

Estamos certos das contribuicbes que os exemplos podem desempenhar na
aprendizagem. Entretanto, vale lembrar que a exposicdo de exemplos, mal
conduzidos pelo professor, podera criar concepg¢des erradas, causando
consequéncias desastrosas para o aprendizado. A transmissao de informacdes para
a construgdo conhecimentos, por parte do professor, requer todo cuidado
(FIGUEIREDO; BLANCO; CONTRERAS, 2006).
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3 METODOLOGIA

No desenvolvimento desta investigacao utilizou-se a metodologia qualitativa.
Bogdan e Biklen escrevem sobre o conceito de pesquisa qualitativa apresentando

cinco caracteristicas basicas:

e A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta
de dados e o pesquisador como seu principal instrumento.
Os dados coletados sdo predominantemente descritivos.
A preocupagdo como o processo € muito maior do que com o
produto.

o O "significado" que as pessoas dao as coisas e a sua vida sao focos
de atengao especial pelo pesquisador.

¢ A analise dos dados tende a seguir um processo indutivo. (BOGDAN;
BIKLEN apud LUDKE; ANDRE, 1986, p11-13).

Consideramos que para responder a questdo de nossa pesquisa seria
adequada uma abordagem qualitativa, com a participacédo do professor pesquisador,
preocupado mais com o processo, coletando as observacdes e registros com a
participacado dos alunos, para posterior analise e validagao da pesquisa.

A pesquisa qualitativa € a modalidade que predomina entre os trabalhos de
discentes e docentes, nas diversas linhas de pesquisa da area de Educagao
Matematica. (BORBA, 2008).

Os procedimentos usados em uma pesquisa moldam a questao a investigar.
Na pesquisa qualitativa o conhecimento nao € isento de valores, de intencdo e da
histéria de vida do pesquisador, bem como das condi¢gdes socio-politicas do
momento. (BORBA, 2004).

Nessa pesquisa 0 objetivo foi investigar as contribuicdes que Ligdes de
Calculo, com um foco no uso de exemplos podem trazer no processo de Ensino de
Calculo Integral. A pesquisa ndo € isenta de nossas intengdes e motivagoes.

Desenvolvemos o estudo junto aos alunos do 3° periodo de engenharia de
uma instituicdo particular da cidade de lIpatinga, Minas Gerais, levando em conta a
caracterizacdo desses alunos e da instituicéo.

Fizemos primeiramente um estudo piloto, momento em que algumas licoes
foram testadas e posteriormente reorganizadas com as modificacbes e alteracdes

que julgamos necessarias.
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Apods as reformulagdes foram reunidas e doze licbes, que contemplaram, um
estudo introdutério sobre as antiderivadas, integrais indefinidas, técnicas de
integracao por substituigdo simples, integragao por partes, integral definida, teorema
fundamental do calculo. Algumas aplicagdes foram também abordadas, utilizando-se
a integral no: calculo de areas e calculo de volumes usando o método do disco e
anel.

Usando a mesma abordagem através de ligdes com foco no uso de exemplos,
abordamos a técnica de integracao por fragdes parciais, mas, considerando-se o
volume de dados, optamos por n&o inserir essa técnica no conjunto de Li¢cbes de

Calculo Integral apresentadas e analisadas no capitulo quatro.

3.1 O contexto de pesquisa

A pesquisa aqui relatada foi desenvolvida em uma Instituicdo de ensino
Superior do interior de Minas Gerais, onde sdo ofertados cursos de graduagao em
Engenharia Civil, Elétrica, Mecanica, de Produgao e de Automacao.

Os alunos que ingressam nos cursos de engenharia nesta instituicao,
normalmente, realizam um vestibular que ndo tem um carater seletivo, ndo exigindo
dos aprovados conhecimentos matematicos basicos que os mesmos ja deveriam
possuir para prosseguirem em um curso de graduacéo da area de exatas.

Ao ingressarem, os alunos cursam, entre outras disciplinas, a Matematica
Basica, que tem por objetivo rever conceitos e procedimentos importantes estudados
anteriormente e que fundamentam o estudo das disciplinas de Calculo. Neste
momento, percebe-se que a disciplina de Matematica Basica que teria um carater
revisional assume outro carater, uma vez que grande parte dos alunos esqueceu ou
até mesmo nao estudou os conceitos e procedimentos basicos que deveriam ser
apenas revisados. Muitos dos alunos concluiram seus estudos ha muito tempo e
estdo retornando a faculdade. Ha também um grande numero de alunos que
concluiram seus estudos em supletivos e cursos similares que aceleram o processo
de ensino e muitas vezes ndo tiveram a oportunidade de apreender alguns
conteudos basicos.

No segundo periodo, os alunos cursam a disciplina de Calculo Diferencial I,
que aborda os conceitos de limites, derivadas e aplicacdo das derivadas. No terceiro

periodo, é cursada a disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il, que prioriza o



63

ensino de Integrais, apresentando ao final uma introdug&o ao estudo das fungdes de
varias variaveis.

Nesta instituicdo as aulas séo ministradas de segunda-feira a sexta-feira, no
horario de 19h as 22h, tendo apenas dois mddulos® de aula por dia. O primeiro de
19h as 20h15min e o outro de 20h45 as 22h. Os alunos cursam cinco disciplinas a
cada semestre, distribuidas duas a duas revezando-se entre primeiro e segundo
horario na segunda-feira e quarta-feira, ou na terca-feira e quinta-feira. A quinta
disciplina funciona apenas na sexta-feira, ocupando os dois modulos de aula,
havendo 30 minutos de intervalo entre o primeiro e 0 segundo maodulo.

A pesquisa foi desenvolvida com duas turmas, A primeira delas era formada
por alunos dos cursos de Engenharia de Produgcdo e Mecanica, possuindo alguns
poucos alunos de outros cursos que escolheram cursar a disciplina nessa turma. As
aulas tinham a duragcdo de 1h15min, uma no primeiro modulo da segunda-feira, de
19h as 20h15min e outra na quarta-feira, no segundo médulo, das 20h45min as 22h.

A segunda turma era composta, na maioria, por alunos do curso de
Engenharia Elétrica, possuindo também, alunos do curso de Engenharia Civil que
haviam sido reprovados anteriormente na disciplina de Calculo Il. As aulas ocorriam
todas na sexta-feira, uma no primeiro médulo, 19h as 20h e 15 minutos e outra apos
o intervalo, 20h e 45 minutos até as 22 horas. Algumas vezes, os alunos e o
professor acharam por bem usar os dois modulos sem intervalo, uma vez que parte
do tempo poderia ser destinada a uma exposi¢cao coletiva e o restante do tempo
destinado a execugao das atividades em dupla pelos alunos, finalizando o tempo
das duas aulas as 21h e 30 minutos.

Na instituicdo onde foi desenvolvida a pesquisa, a orientagdo € que uma das
aulas semanais seja tedrica e a outra pratica. A aula dita tedrica funciona em uma
sala onde sao disponibilizados um computador conectado a um projetor, utilizado
para a projegao de slides elaborados em ‘power point”, contendo, algumas vezes,
um resumo de pontos importantes a serem apresentados durante as aulas
expositivas. Na turma que em que as aulas sdo geminadas, alterna-se entre
discussoes tedricas, usando a projecéo de slides e aulas de exercicios.

A instituicdo disponibiliza para os alunos uma biblioteca, contendo um acervo

razoavel disponivel para consulta, sendo o empréstimo aos alunos feito por um

® Médulo é o tempo destinado a uma aula.
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prazo maximo de 15 dias, podendo ser renovado apds este prazo. Ha de se
ressaltar que ndo ha livros que atendam a todos os alunos, impedindo que o
professor adote um texto e que o aluno possa emprestar da biblioteca.

Os alunos dos cursos de engenharia dessa Instituigdo ndo tém o habito de
adquirir livros didaticos, principalmente os livros de Calculo, mesmo considerando o
Calculo uma disciplina importante para o curso. Os pregos pouco acessiveis dos
livros didaticos levam os alunos a nédo optarem pela compra de livros dessa
disciplina, mas livros da area técnica. Dessa forma, considera-se importante a
elaboracdo de um material para o acompanhamento e posterior consulta dos alunos
acerca dos conteudos de Matematica abordados.

Grande parte dos alunos dos cursos de Engenharia na Instituicdo ndo possui
habitos de estudos ou n&do dispdem de tempo disponivel para dedicar aos estudos. A
Instituicado atende alunos que trabalham por turno, alguns destes trabalham durante
o dia e estudam a noite ou revezam entre os horarios de 7h as 15h, 15h as 23 h e de
23h as 7h. As vezes, alguns desses alunos perdem as duas aulas da semana, o que
costuma prejudicar muito o aprendizado.

Assim o desafio € manter os estudantes informados, fornecendo-lhes
elementos para que possam estudar. Considerando também a limitacdo do tempo
para estudos de Calculo (carga horaria pequena) € necessario optar por uma
abordagem de ensino que privilegie os conhecimentos basicos de procedimentos e
conceitos, procurando despertar nos alunos a consciéncia de que podem e precisam

estudar em casa.

3.2 Etapas de desenvolvimento da pesquisa

Quando elaboramos as Li¢cdes de Calculo, para discutirmos um determinado
conteudo, ndao queremos apenas fazer uma exposicdo de conceitos e
procedimentos, transmitindo aos nossos alunos informacodes; pretendemos torna-los
capazes de fazer novas descobertas. Nossas licbes devem promover o crescimento
dos alunos, promovendo sua criatividade, capacidade de descoberta e adaptagao.
Entendemos que as licdes sdo importantes no processo de ensino-aprendizagem,
desempenhando o papel de regulador da aprendizagem.

Um planejamento cuidadoso é um grande passo para o sucesso de uma licéo.

Ao planejar uma licdo, o professor deve entender que ela serda o caminho para a
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aprendizagem dentro ou fora da sala de aula, procurando nao desperdicar tempo em
questdes que poderao nao contribuir com a aprendizagem, ou até mesmo prejudicar
o entendimento dos alunos. No planejamento devemos considerar os objetivos,
selecionando os métodos e procedimentos que ajudam na avaliagao e execugao da
licdo considerando os objetivos pretendidos.

Sabendo da importancia de uma licdo no processo de ensino-aprendizagem,
consideramos que esta deve contemplar trés pontos fundamentais: conteudo, aluno
e objetivos.

No conteudo focalizamos o assunto a ser abordado com os alunos que séo
aqueles sujeitos que ativamente participardo da licdo. O professor € um
coparticipante, que acompanha e faz intervengdes, sempre que forem necessarias.
Algumas ligdes sdo preparadas para que, inicialmente, apenas o aluno a execute, e,
posteriormente a execucdo, o professor podera socializar as discussdes, abordando
duvidas e observagdes que surgiram durante a execugao da licdo. Nestas licdes, o
aluno é o principal sujeito; o professor podera atuar retirando duvidas e apontando
resultados importantes pretendidos com a ligdo. Em relagdo aos objetivos da licéo,
entendemos que devemos especificar o que € esperado durante e apds sua
execucao, estando atentos as observacbdes e duvidas evidenciadas. Isto podera
facilitar uma socializacdo posteriormente, abordando os principais pontos
pretendidos e as vezes nao alcancados pelo coletivo da turma.

Uma licdo apresenta contribuicbes importantes no processo de
aprendizagem; ao ser um instrumento de ajuda para o professor, acarreta reflexos

positivos para os alunos.
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Quadro 1 - A licao e suas contribuigcoes

Promove situagées de aprendizagem
para os alunos

Ajuda o professor
estabelecer as prioridades
do conteudo abordado

Estimula o envolvimento
dos alunos com as
atividades escolares

Ajuda o professor a melhorar, Pode otimizar o tempo de estudo do
enriquecer e desenvolver métodos aluno, sistematizando conceitos e
e estratégias no seu trabalho. sugerindo procedimentos

Fonte: Elaborado pelo autor

Pretendendo que a pesquisa pudesse estar inserida dentro do planejamento
curricular da Instituicdo escolhida, a execug¢ao das atividades iniciou-se no inicio do
segundo semestre de 2011. As atividades foram planejadas para serem trabalhadas
em duplas ou trios, de forma a favorecer o debate das questbes propostas e
argumentagdes entre os componentes de cada equipe. O cronograma da aplicagéao

das atividades e avaliagdes encontra-se no Quadro 2.
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Quadro 2 - Ligoées desenvolvidas

Licao/Condugao/ Contetdo abordado Objetivos da licao
Duragao

L1 - Coletivo - Introducéo as Relacionar a ideia de método da exaustdo de Arquimedes a

40 min antiderivadas aproximagao de areas por retangulos.
Relacionar derivadas ao calculo de areas, consequentemente a
antiderivagao.

L2 - Duplas -35 | EC1eEC2 Perceber que a medida que aumentamos a quantidade de

minutos retdngulos introduzidos no intervalo, mais préximo do valor da

area abaixo da curva estara a soma das areas dos retangulos;
Usar o método da antiderivagio® para calcular a area.

L3A e L3B - Coletivo -
1h 15 minutos

Antiderivada e Integral
indefinida: resultados
importantes.

Definir antiderivada; Introduzir a notacdo de integral;
Sistematizar alguns resultados importantes: Integral de uma
soma ou subtragdo de fungdes, Integral do produto de uma

constante por uma fungéo, e integral do tipo IXndX .

L4" - Duplas - Integral indefinida Fixar e ampliar conceitos e procedimentos.

2h 30 minutos

L5 - Coletivo - Integragéo por Introduzir, discutir e apresentar a técnica de substituigdo simples

1h 15 minutos substituicdo simples como procedimento facilitador na resolucdo de algumas
integrais.

L6°® - Duplas - Integragéo por Reconhecer e aplicar diferentes estratégias na resolugéo de

1h 15 minutos substituicao simples integrais por substituigo, bem como reconhecer suas
limitagbes.

L7 - Coletivo -
1h 15 minutos

Integragéo por partes

Introduzir, discutir e apresentar a técnica de integragéo por
partes como fundamental na resolugdo de algumas integrais,
bem como sua limitagéo.

L8° - Dupla -
2h 30 minutos

Integragéo por partes

Reconhecer e aplicar diferentes estratégias na aplicacdo da
técnica de integragdo por partes; reconhecer a técnica do
LIATE' facilitando a escolha adequada de u e dv para
aplicagéo da técnica.

TE - Dupla - 1h 15
minutos

Trabalho em equipe

Atividade exigida pela instituicdo como parte das atividades
avaliativas.

AV1_A CD2 -
Individual 2h 30
minutos

Primeira avaliagéo

Atividade exigida pela instituicdo como parte das atividades
avaliativas.

L9 - Coletivo -
1h 15 minutos

Integral definida, Teorema
Fundamental do Calculo e
Area entre curvas.

Definir integral definida relacionando ao calculo de areas.
Apresentar o Teorema Fundamental do Calculo e sua
importancia no calculo das integrais definidas.

L10™ - Dupla - 2h 30
minutos

Integral definida, Teorema
Fundamental do Calculo e
Area entre curvas.

Ampliagdo dos conhecimentos sobre Integral definida, Teorema
Fundamental do Calculo e Calculo de areas entre duas curvas.

L11 - Coletivo
1h 15 minutos

Integral  definida para
calcular volumes: (Método
dos discos e anéis).

Reconhecer a utilizagdo das integrais definidas para calcular
volume de sdlidos;

Calcular volume de sdlidos obtidos pela rotagédo de uma regiao
R em torno de um eixo vertical ou horizontal. (Método dos discos
€ anéis).

L12™ - Dupla -
2h 30 minutos

Integral  definida para
calcular volumes: (Método
dos discos e anéis).

Sistematizar e ampliar os conhecimentos acerca do célculo de
volumes através de integrais. Esta atividade teve um carater
avaliativo, sendo recolhida uma cépia de cada dupla.

AV2_A CD2 -
Individual - 2h 30
minutos

Segunda Avaliagdo

Atividade exigida pela instituicdo como parte das atividades
avaliativas.

Fonte: Elaborado pelo autor

¢0 procedimento usado para encontrar areas através da antiderivacdo € denominado método da
antiderivagao (Anton; Bivens; Davis, 2007, p.352)

’ Ligao iniciada durante a aula e finalizada na aula seguinte.

® Licao iniciada durante a aula e finalizada na aula seguinte.

o Licao iniciada durante a aula e finalizada na aula seguinte.

' LIATE, acrénimo usado para ajudar a lembrar a ordem de preferéncia para a escolha de u, na

técnica de integracdo parcial.

Exponencial.

Logaritmica, trigonométrica Inversa, Algébrica, Trigonométrica,

M Licdo iniciada durante a aula e finalizada na aula seguinte.
12 Licdo iniciada durante a aula e finalizada na aula seguinte.




68

As licdes de Calculo apresentadas foram elaboradas objetivando promover

situacoes didaticas. Segundo Pais, uma situacao didatica

E formada pelas mudltiplas relacdes pedagdgicas estabelecidas entre o
professor, os alunos e o saber, com a finalidade de desenvolver atividades
voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um conteudo especifico.
Esses trés elementos componentes de uma situagdo didatica (professor,
aluno, saber) constituem a parte necessaria para caracterizar o espago vivo
de uma sala de aula. (PAIS, 2008, p. 65-66).

A presenca dos trés elementos ndo é suficiente, sendo é necessario vincular
aos outros elementos do sistema didatico: objetivos, método, posi¢cdes tedricas,

recursos didaticos, entre outros. (PAIS, 2008).

3.3 Instrumentos de coleta de dados

As ligdes foram planejadas para que os alunos trabalhassem em equipe, ou
individualmente.

Foram desenvolvidas 12 licdes, além de duas avaliacbes. Algumas licdes
iniciaram-se em sala e foram finalizadas em casa, podendo os grupos se reorganizar
posteriormente, em sala, para finalizar os trabalhos. Durante a execucgao das li¢coes,
0 pesquisador usou o recurso de gravar em audio; alguns questionamentos feitos
pelos alunos ficaram por vezes mais evidentes; outros foram prejudicados pelo alto
indice de ruido detectado pelo aparelho.

Nas aulas praticas, em que os alunos trabalhavam em equipe, sempre que
um aluno solicitava a presenga do pesquisador, a fim de elucidar ou expor suas
conjecturas, o pesquisador, atento a importancia deste momento para as
investigagcbes, procurou se aproximar da equipe, procurando registrar esses
momentos, fazendo, ao final de cada licao, algumas anotagdes sobre cada ligao.

Ao final de cada licdo, os registros escritos de cada dupla e os registros
escritos individuais foram coletados, obtendo-se com esses registros um conjunto de
dados amplo e relevante.

Optamos por analisar os registros das duplas que permaneceram juntas
durante o desenvolvimento das atividades. Observamos que, as duplas que
apresentaram um rodizio muito grande durante o curso, eram formadas, muitas

vezes, por alunos infrequentes ou que, muitas vezes nao faziam realmente as licoes,
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limitando-se a copiar de outras duplas que ja haviam feito.

Assim, entre os alunos da turma 1, optamos por analisar os registros das
licoes de 13 duplas e, entre os da turma 2, consideramos os registros de10 duplas.
Quanto as duas avaliagdes, analisamos as avaliagdes de alunos que participaram
destas duplas que trabalharam juntas na realizagao das licoes.

As licbes foram analisadas, tendo como foco verificar as respostas aos
exercicios elaborados como exemplos e classificados em exemplos: introdutérios,
ampliadores, sistematizadores, retificadores, desafiadores e diagnosticadores.

Watson e Mason, escrevendo sobre o exercicio como objeto matematico,
discutem as contribuicdes que o exercicio pode proporcionar através das diferentes
variagdes, naturalmente afloradas durante a execugado pelos alunos. Para esses

autores,

as acbes que o aluno traz para esta observagdo e exploragdo sao, no
minimo, propensdes naturais para observar a variagdo e semelhanca, e
buscar padrdo na variagdo, seja através da identificagdo ou a imposig¢édo de
padrao sobre a experiéncia de percepgao, e as relagdes entre esta variagéo
e os 0L113tros em sua experiéncia. (WATSON; MASON, 2006, p.10, tradugao
nossa) .

Percepgbes de objetos e seus padrbes associados sao pontos de partida para
as acdes mais complexas da construgcdo de significado que envolvem contexto,
experiéncia,entusiasmo dialogo, e assim por diante.

No quarto capitulo apresentamos as 12 licdes, e as duas avaliagdes
desenvolvidas, buscando caracterizar os diversos tipos de exemplos elaborados, de
acordo com objetivos indicados. Analisamos os dados buscando acompanhar as
acdes das duplas de alunos ao desenvolverem as atividades, identificando os erros

e acertos, e também as similaridades e diferengas apresentadas.

® The actions that the learner brings to this observation and exploration are at the very least the
natural propensities to observe variation and similarity, and to seek pattern in the variation, either by
identifying or imposing pattern on the experience of perception, and relationships between this
variation and others in their experience.
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4 LIGOES DE CALCULO PARA UM ESTUDO INTRODUTORIO DE INTEGRAIS:
PROPOSTA, APLICAGAO E ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos as ligdes de Calculo que foram elaboradas e
desenvolvidas com alunos de Engenharia de uma instituicdo particular de Ensino
Superior do interior do Estado de Minas Gerais. As ligdes foram desenvolvidas, de
forma a focalizar o uso e produgdo de exemplos, visando a facilitar o processo de
ensino e aprendizagem de Calculo Integral.

Para cada licdo s&o estabelecidos os objetivos e apresentados os diversos
exemplos, de acordo com as categorias definidas no Capitulo 2, a partir dos estudos
tedricos que foram conduzidos. Assim, os exemplos foram classificados em:
introdutérios, ampliadores, sistematizadores, retificadores, desafiadores e
diagnosticadores Ressaltamos novamente que um mesmo exemplo pode receber
uma ou mais classificacdes, optando-se por aquela mais adequada no contexto da
pesquisa.

Optamos, ainda, por apresentar cada licdo, discutindo em seguida seu
desenvolvimento e comentando os principais resultados, que apontam outros
questionamentos, possibilitando novas investigacoes.

Para preservar a identidade dos alunos foram adotados, nesta pesquisa,
nomes ficticios. Considerando o amplo conjunto de dados coletados, preferimos
selecionar para fins de analise apenas os dados das equipes que permaneceram
juntas na maioria das atividades. As demais equipes apresentaram um rodizio muito
grande de alunos. A maioria desses alunos é infrequente sendo que, muitos, por
algum motivo, desistiram durante o curso, por motivos que poderiam ser
investigados em uma nova pesquisa. Preferimos neste estudo focalizar a atengao
naqueles alunos que permaneceram no curso. Assim, serdo apresentados e
discutidos os resultados obtidos pelas duas turmas T1, com 13 duplas, e T2 com 10
duplas.

Procuramos adequar as licbes as expectativas dos cursos objetivando
trabalhar conceitos e procedimentos atendendo a um publico que apresenta
dificuldades diversas, como falta de pré-requisitos, pouco tempo disponivel para os
estudos, entre outras.

De modo geral, a pesquisa desenvolveu-se através de uma abordagem que

compreendeu duas etapas: tedrica, através da exposi¢cdo de slides contendo um
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resumo tedrico dos conceitos e procedimentos basicos de cada topico a ser
estudado; pratica, momento que as equipes, normalmente em duplas, executavam
as licbes que foram preparadas objetivando complementar a abordagem tedrica,
exercitando e ampliando os conceitos e procedimentos apresentados na primeira
abordagem.

No processo de ensino e aprendizagem, consideramos professor e aluno
como sujeitos ativos, cada um com seu papel. O professor estimula a aprendizagem,
criando situagdes que possibilitem ao aluno o entendimento necessario. As licdes
desenvolvidas buscam fornecer elementos para o professor, que precisara ter
cuidados com a forma de conduzi-las. A empatia e a confianga no professor poderao
contribuir para que o ambiente de aprendizagem seja adequado aos estudos. Dos
alunos esperamos o comprometimento com os estudos, dedicando-se sempre que
possivel as leituras, sejam dos slides, livros recomendados, formar grupos de
estudos para discussao dos conteudos estudados e principalmente a participagao

durante as aulas.

4.1 Licao 1: ideias gerais sobre a antiderivagao como operagao inversa da

derivagao

A Licao 1 apresenta rapidamente o método da exaustido de Arquimedes, e,
representando os grandes nomes da Historia da Matematica que contribuiram para a
construcdo e evolugcdo do calculo, cita Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Von
Leibniz, com o intuito de mostrar aos alunos que, muitas vezes, os conhecimentos
sao construidos a partir de outros ja existentes e em resposta a demandas de uma
época. No caso das integrais, o problema pratico era o de determinar a area de
terrenos.

Concordando com Skemp, a matematica envolve uma extensa hierarquia de
conceitos. Historicamente foi preciso tempo e esforco até que fossem estabelecidos
todos os conceitos matematicos relacionados ao calculo de areas: a derivada, a
integral, uma relagao entre as duas operagdes, como sendo uma a inversa da outra.
(SKEMP, 1976).

O conhecimento processual pode ou nao ser aprendido de forma significativa,
porém, o conhecimento conceitual € sempre aprendido com significado, assim,

procuramos dar sentido as ideias basicas de integragao, objetivando contribuir para
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o conhecimento processual e conceitual. (HIEBERT; LEFEVRE (1986).

O slide da Figura 4 teve o objetivo de motivar as primeiras colocacdes
histéricas sobre o problema.

Figura 4 - Slide 1

INTRODUGAO

O Calculo Integral surgiu da necessidade de se
calcular areas de superficies limitadas por arcos,
espirais, parabolas e varios outros tipos de curvas, até
entdo calculadas através do método desenvolvido por
Arquimedes. Esse método genial mais tarde foi
denominado método de exaustao.

Fig.1

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 5 - Slide 2

O PROBLEMA DA AREA
Dada uma fungdo f continua e n&o-negativa em um
intervalo [a,b], encontre a area entre o grafico de f e o
intervalo [a,b] no eixo x. (Fig.2)

Uma abordagem do problema da area é a
utilizagdo do método da exaustdo de

‘ a b X Arquimedes dividindo o intervalo[a,b]em n
subintervalos iguais e em cada um deles
y construindo um retangulo que se estende
_ y=f(x) desde o eixo x até algum ponto na curva
W\—/ y=f(x).
4=1i
s [
y A denota a area exata sob a curva e
A, denota a aproximacgao de 4 usando n retagulos
y=f(x
a (Fig2) b X

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Para atingir os objetivos pretendidos nos apoiamos nos exemplos

introdutorios Ex1 da Figura 6 e 7 e Ex2 das Figuras 8 e 9. Através de
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questionamentos e sugestdes presentes nos exemplos conduzimos os alunos a

buscar conhecimentos e recursos anteriormente estudados, que as vezes ficam

esquecidos.

Figura 6 - Slide 3

O METODO DOS RETANGULOS

Para ilustrar essa ideia, vamos calcular a area sob a curva
y=x2 , acima do intervalo [0,1] Comecemos subdividindo o
intervalo em n subintervalos iguais, cada um, portanto, com
base 1/n; as alturas serao as imagens da fungdo em

05 52535" n-l
n n

Ex.1 - Vamos calcular por, excesso, a area sob a curva
y=x2, acima do intervalo [0,1], subdividindo em 4 retangulos.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 7 - Slide 4

Para n=4 teremos a base b=1/4 e alturas serao :
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Somando as areas dos retédngulos temos A = b.h, +b.h, +b.h, + 1

Escrevendo de forma mais simples temos 4=b.h +h, +h, +

Fazendo as substituicdes e os calculos temos 4 :;% —0,46879

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 8 - Slide 5

CALCULANDO AREAS A PARTIR DE DERIVADAS

EX.2 - Determinar a area sob o grafico de fungéao f(x)=-2x+
acima do intervalo [0,a], com a menor ou igual a 5/2.

Através de conhecimentos de

i s f0=oxeB geometria plana sabemos que:
e (B+b)h _[(5)+(-2a+5)}a
2 2
| Ala)= (-2a+10)a
Fia3 - - Ala)=-a*+5a

Como a é um parametro real variavel podemos fazer a=x.
A(x)=—x* +5x

Derivando A(x) o que obtemos?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 9 - Slide 6

Vamos calcular a area da regido sob a curva da fungao
f(x)=-2x+5 no intervalo [0,1] .

b e b=f(1)-0=3
| \ B=f(0)-0=5
il o h=1-0=1
j . Fazendo as substitui¢cdes:
e L A:(B+b)h:(5+3)1:4
2 2

Retomando a expressao que encontramos anteriormente
que nos fornece a area em fungéo de X, veja: A(x)=—x? +5x

Faga x=1 na fungéo A(x)= -x* + 5x e compare com o valor
da area A encontrada anteriormente.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Finalizamos a Licdo 1 sistematizando as primeiras ideias e apresentando

algumas contribuigdes das integrais, conforme as Figuras 10 e 11.




Figura 10 - Slide 7

SISTEMATIZANDO IDEIAS IMPORTANTES

Se f é uma fungdo continua nio-negativa no intervalo [a,b]
e A(x) denota a area sob o grafico de f acima do intervalo [a,x]
em que x & um ponto qualquer do intervalo [a.b1 (Figura 4 ),

entao y

A )=1(x) e

A(x)
[ a b X

Assim , a partir da derivada A'(x)=f(x) dadi'fi:l se recuperarmos
a férmula de A(x), poderemos obter a area sob o grafico f
acima do intervalo [a,b] calculando A(b).

O processo de encontrar uma fungao a partir de sua derivada
é denominado antiderivagdo, e o procedimento para
encontrar areas através da antiderivagdo € denominado
método da antiderivacgdo.

* Anton, Bivens e Davis, 2007 p.352

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 11 - Slide 8

NECESSIDADE E IMPORTANCIA DO CALCULO
INTEGRAL

Determinagao de:

* areas

* volumes

» comprimento de curvas

« trabalho realizado por uma forga variavel
* centros de massa

* aplicagdes na engenharia

Fonte: Elaborada pelo autor
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4. 1.1 Aplicagao e analise dos resultados

Como anteriormente exposto, por ser tedrica, a primeira licdo foi conduzida
pelo professor/pesquisador e com a participacdo dos alunos, que contribuiram,
expondo seus questionamentos e conclusdes.

Na turma 1, por exemplo, durante a exposicdo do exemplo E1, na Figura 7,
um aluno interrompeu e exp0s sua pergunta/concluséao: "professor, entdo a altura do

retangulo é a imagem da fungéo?"

4.2 Licao 2: fixando e complementando conhecimentos sobre antiderivagao

A Licao 2 utiliza o exemplo ampliador EC1 da Figura 12, que promove
situagbes de aprendizagem para reforgar e ampliar informagdes apresentadas na
Licdo 1. O Exemplo EC2 da Figura 13 objetiva ampliar as conclusbes acerca da
antiderivagdo como operacao inversa da derivagao, relacionando a antiderivagdo ao

calculo da area sob uma curva.



Figura 12 - Exercicio complementar 1
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EC1-Se f(X) = x? , ho intervalo [0,1], podemos calcular a area aproximada da regiao abaixo

da curva f(X) = x* e acima de [0,1], através do método da subdivisdo em retangulos. Assim, em
cada caso:

I) Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos e construa n retdngulos tendo como altura algum
valor de f(x) = x?

II) Use o método da subdivisdo em retangulos e calcule a area aproximada da regido
determinada.
[ll) Registre suas conclusoes.

em cada subintervalo;

a) > y n=>5
0,8 /
/
pd
o6 RY-TORAY 2./
y=f(x)=x
o
i
P
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5 i
o o2 T o5 o s o Lo T os T T |
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...... 55 /.
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£\ /.
=1 | =X/
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0.z
[
0 g™
IR RO RO R R B NCC I e

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 13 - Exercicio complementar 2

EC2 — Sabemos que é possivel estabelecer uma relacdo entre areas e
antiderivadas. Use o método de antiderivagao para calcular a area da regiao sob a
curva dada por f(x)= x2 no intervalo [0,1].

Sugestao: Encontre uma funcéo cuja derivada seja f(x)= x°.

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.1 Aplicagéao e analise dos resultados

Ao iniciar a Ligao 2, os alunos foram agrupados em duplas, sendo orientados
que em todas as atividades em equipe, a participacdo na execucao das atividades
seria avaliada, mas que nao se preocupassem com acertos ou erros. Ainda,
algumas equipes foram orientadas a resolverem o EC1 da Figura 12 por falta e
outras por excesso.

Ao iniciarem a Licdo 2, os alunos mostraram-se bastante dependentes do
professor, solicitando esclarecimentos sobre o que deveriam fazer; principalmente
os que foram orientados a realizarem a atividade por calculando os valores por falta,
tiveram dificuldades em entender que, por falta, o primeiro retdngulo teria altura
zero. Este fato evidencia dificuldades na interpretagdo de dominio e imagem de uma
funcao, conhecendo seu grafico.

Na turma 1, a dupla D1, formada pelos alunos Clayton e Rose, solicitou a
presenca do professor, pedindo esclarecimentos sobre o calculo da area por falta
(EC1). Eles apresentaram a figura ja colorida, com os quatro retangulos apés dividir
1 por 5, conforme orientagdo do exemplo. Entdo, Clayton perguntou: " professor,
queremos calcular com n=5, entdo a base é 1 dividido por 5, que é 0,2. Sabemos
que a altura do primeiro retangulo é zero, a altura do segundo retangulo é 0,2 ou
0,4?" Evitando fornecer respostas prontas, foi sugerido a dupla que numerasse os
retangulos, perguntando entdo: " A altura do segundo retangulo é 0,2 ou sera o valor
da funcao em 0,27" Apds alguns instantes, o aluno Clayton, questionou novamente:
"Entdo, pra calcular a altura do segundo retdngulo eu devo usar 0,2 ou 0,4?".
Imediatamente, sua colega de dupla, a aluna Rose respondeu, apontando na figura:

"0 0,2; aqui a altura ocorre em 0,2".
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Outros comentarios entre os grupos foram observados, do tipo: "Veja que
quanto mais retdngulos colocamos no intervalo, menos sobras temos".

Constatamos também, grandes deficiéncias em relagdo as operagdes basicas
da matematica como a multiplicagdo, potenciagcdo, adicdo de fracdes, etc.
Apresentamos a seguir, parte da resolugao da dupla D2 da T2, formada por Lucas e

Filipe.

Figura 14 - Resolugio da D2T2"

':.:':.-::Eﬁ ¢ & }
e J.} 4 34%
3 _‘é_‘{{ _,_'{_.l_ l:‘]{aﬂo

hys §=

’W

Fonte: Dados da pesquisa

A Figura 14 apresenta o calculo, por aproximagdo, da area sob a curva
introduzindo 5 retdngulos. A dupla errou ao interpretar a base b da expressao
A=b[h1 +h, +h; +h, +h5]. Admitiram como base o comprimento do intervalo [0,1].
Nao entenderam que a base b de cada retangulo sera calculada dividindo a
amplitude do intervalo que queremos calcular pelo numero de retadngulos que
desejamos introduzir no intervalo, assim, a base sera dada por b=1/n, no caso em

questdo, como n=5, o correto seria b=0,2.

Quadro 3 - Sintese das turmas 1 e 2 para o exemplo Ampliador EC1

Turma 1 Turma 2
Néo 4 2
resolveram
Acertaram 6 5
Erraram 3 3

Fonte: Elaborado pelo autor

' D2T2 denota dupla 2 da turma 2



80

No exemplo EC2 da Figura 13, os alunos das duas turmas ndo encontraram
dificuldades em apresentar uma antiderivada da fungao f(x)=x?, porém, na turma 2,
somente duas duplas apresentaram o valor da area, conforme apresentamos a

solugao fornecida pela dupla D8 da turma 2.

Figura 15 - Resolugao da D8T2

Fonte: Dados de pesquisa

Notamos pela resolugdo apresentada pela dupla que os objetivos principais
foram alcangados. Percebemos por parte da dupla um cuidado com a
representacdo, ndo muito comum aos alunos numa primeira atividade. Vale ressaltar
que, apesar da turma possuir alunos que ja haviam cursado a disciplina, os alunos
desta dupla nunca estudaram este assunto. Notamos que estes alunos
apresentaram em sua resolugdo, uma observagao lembrando a regra da derivagao
que contribuiu na descoberta da antiderivada procurada. Vemos que as operagoes

de antiderivacao e derivagao foram associadas como operagdes inversas pela dupla.
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Quadro 4 - Resultados das turmas 1 e 2 para o exemplo Ampliador EC2

Turma 1 Turma 2
Nao 2 7
resolveram
Acertaram 11 2
Erraram 0 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Na turma 1, apenas duas duplas ndo apresentaram a resolugao, os demais
alunos resolveram sem apresentar grandes dificuldades, fornecendo o valor da area,
conforme constatamos pelo Quadro 4.

Na turma 1, apenas duas duplas ndo apresentaram a resolug¢ao, os demais
alunos resolveram sem apresentar grandes dificuldades, fornecendo o valor da area,

conforme constatamos pelo Quadro 4.

4.3 Licao 3 : Aintegral indefinida e as primeiras ideias importantes

Optamos por dividir a Licdo 3 em duas etapas: a primeira etapa L3-A,
apresentamos a definicdo de antiderivada ainda relacionada a derivagdo. Na
segunda parte da licdo, denotada por L3-B, apresentamos a notagcao de integral
indefinida e as primeiras propriedades importantes através de exemplos
introdutorios.

Através do exemplo introdutério E1 da Figura 16, os alunos s&o convidados a

relacionar uma antiderivada a sua derivada sem muita dificuldade.
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Figura 16 - Slide 1

L3-A Antiderivada

Definigao™:

Dizemos que uma fungcdo F é uma antiderivada de uma
funcdo f em um dado intervalo se F'(x) = f(x) para cada x do
intervalo.

E1- Definicao

F(x)=x*+3x & uma antiderivada de f(x)=2x+3

Se derivarmos F encontraremos f. Logo, conhecendo uma
fungao f podemos encontrar uma primitiva ou antiderivada F.

* Anton, 2007, p.355

Fonte: Elaborada pelo autor

A seguir, na Figura 17 apresentamos o E2. No EZ2 selecionamos exemplos
que assumem o papel de introduzir e ampliar procedimentos e conceitos. Serao
conduzidos com a participacao dos alunos fixando e ampliando as ideias iniciais.
Ainda na primeira etapa da Ligdo 3 da Figura 16, apresentamos um exemplo
sistematizador E3, a fim de estimular os alunos a descobertas importantes que serao

formalizadas e frequentemente usadas.
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Figura 17 - Slide 2

E2 — Relacione a 12 e 22 colunas, associando cada fung¢do da 12
coluna a sua primitiva na 22 coluna.

(N f(x)=2x+3 (a) F(x)=e*+2x*+3

(2)f(x)=€"+4x (b) F(x)=-cos(x)
(3)f(x)=sen(x) (c)F(x)=x*+3x-2
4)f(x)=x (d) F(x)="5+4
(5)f(x)=cos(x) (e)F(x):X?3+3x2—8x+4
(6)f(x)=x*+6x-8 (f)F(x)=sen(x)

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 18 - Slide 3

E3 — Descobertas importantes

Seja um polinémio :
P(x) =ax"+ an_l)c”'1 + an_z)c”"2 +..+ax+a, para n inteiro
nao-negativo; a,.q, .4, ,,...,a, e a, sdo coeficientes reais.

Considere um dos termos deste polindmio, por

n A o
exemplo, a,X . Vocé seria capaz de encontrar uma
expressao que represente sua antiderivada?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Finalizamos a primeira parte da Licao 3, fixando ideias através da discussao,

juntamente com os alunos, do exemplo introdutério E4 da Figura 19.
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Figura 19 - Slide 4

E4 — Complete as colunas:

Fungdo F(x) | Derivada f(x) Fun¢do F(x) | Derivada f’(x)
2x-3
X2
2x° —5x -4
3x%2+2x+7
x? -3
5x% - x-12

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 20 - Slide 5

L3-B A INTEGRAL INDEFINIDA

TEOREMA 1* - Se F(x) for qualquer antiderivada de f(x) em
um intervalo |, entdo para qualquer constante C a fungéo F(x) + C
€ também uma antiderivada de f(x) naquele intervalo. Além disso,
cada antiderivada de f(x) no intervalo | pode ser expressa na forma
de F(x) + C, escolhendo-se apropriadamente a constante C.

Acompanhe o exemplo:
E1- Férmula da derivada  Férmula de integracédo equivalente

%[x3]=3x2 _[3x2dx=x3+C

Obs.: O sinal de s espichado jfoi inventada por Leibniz.
* Anton, 2003, p.356

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 21 - Slide 6

Integral Indefinida

NOTACAO:

Sinal de integral Primitiva

~. L

If(x)dx =F(x)+C
Integrando Integral Indefinida

A Integral indefinida € o conjunto de todas as primitivas.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 22 - Slide 7

DERIVACAO E INTEGRAGCAO

A derivacgao e a integragao sao operagodes inversas, assim:

I[rax]=r(x) o [f(x)dx=f(x)+C

Para encontrarmos a integral de uma fungédo ¢ devemos
encontrar uma fungao F tal que, sua derivada resulte na
fungdo f que conhecemos.

pssim, [ f(xkix=F(x)+C e < [F(x}+Cl=F/(x)=1(x) .

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 23 - Slide 8

E2 - Seja a fungo F(x)=x"* +5.
Sua derivada é:

F'(x)= :—X[F(x)] =4x*"4+0=4x° = F'(x)=f(x)= 4x3

Uma vez que a integragdo é uma operacao inversa da derivagao, entao,
a integral 5
[F(x)ax =F(x)+C 2I4x3dx:4§

+

+1

+C
1

4
J‘4x3dx:4%+C:x4 +C
No exemplo, conheciamos a constante C=5, porém, ao calcularmos
uma integral indefinida encontramos uma familia de fung¢des cuja
derivada conhecemos. A fungao F(x): x*+5 é uma das fungdes que
pertence a familia.
Assim: 4

4x
I4x3dx=T+C:x4 +C

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 24 - Slide 9

E3 - Fixagao:
Calcule a integral I(3x2 +5x —3)dx

Queremos encontrar uma funcao cuja derivada seja
flx)=3x"+5x-3,

n+l

X NP
Sabemos quejanx”dx =a, + C para n inteiro diferente de - 1.

n+l

I(3x2 +5x - 3)dx = I3x2dx +I Sxdx + I (= 3)dx

*Obs: Essa formula permanece valida para n real diferente de -1.
(Thomas, 2002, p.329)

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 25 - Slide 10

Retomando a integral pedida temos:

J-(3x2 +5x— 3)dx = I3x2dx +_[5xdx + J-(— 3 )dx

2+1 3
.[3x2dx=3;( 1+C1:3§ +C, = x> ++C,

+

141 2
.[5xdx=5: 1+C2=5%++C2

+

XO+1
j(—3)dx=—30+1+c3=—3x+c3

Uma vez que C,, C, e C, sdo constantes, podemos fazer

C,+C, + C, = C, também uma constante arbitraria.

2 2
I(3x2+5x—3)dx:x3 +C, +%+Cz -3x+C4 :x3+%—3x+c

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 26 - Slide 11

PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL

[+ gla)lex = [ £ (o) + [ g(x)x
E4 - Calcule a integral I[2x+cosx]dx

“2)( +cosxpx= J2xdx+ Jcosxdx

x2
=7+S€HX+C

=X2 +senx+c

Aintegral de uma soma ou diferenca de fungdes € igual a
soma ou diferenca das integrais dessas fungdes.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 27 - Slide 12

PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL

E5 - Calculemos a integra | _[(4X2 +4x+ 4)dx

3 2

[lax? +4x+4)dx=j4x2dx+j4xdx+j4dx=4% +4X?+4x+c

3
_ B o raxaC

+ Agora calculemos a integral
J'(4x2 +4x+4)dx:.|.4.(x2 +x+1)dx=4..|.(x2 +x+’l)dx:

3 2

3
=4.Ux2dx+.|.xdx+.|.1dx]:4. XX ix+C :ﬁ+2x2+4x+4C
3 2 3

Alintegral do produto de uma constante por uma fungao é igual
ao produto da constante pela integral da funcao.

J.kf(x)dx=kff(x)dx

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 28 - Slide 13

EG6 - Relacione a primeira coluna com a segunda encontrando
integrais equivalentes:

a)IBSen(Zx)dx () 2.[x4dx
b)IZSen(x)dx () %jsen(Zx)dx
C)j%(zx)dx () ZJsen(x)dx
d)IMZZX)dX () 3jsen(x)dx
e)j27rxe3de () BIsen(Zx)dx
)| 2x*ax () 27[xe>ax
g)[3sen(x)dx () ;jsen(Zx)dx

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Finalizamos esta licdo sistematizando os principais resultados através da
Figura 29.

Figura 29 - Slide 14

RESULTADOS IMPORTANTES

Xn+1
1) x"dx ==— +C para n diferente de -1.
n+1

Em palavras : para integrar uma poténcia em x, de expoente
diferente de -1, some 1 ao expoente e divida a nova poténcia
pelo novo expoente.

Z)I[f(x) +g(x)]dx = jf(x)dxi jg(x)dx Aintegral de uma
soma ou diferenga de fung¢des é igual a soma ou diferenga
das integrais dessas fungdes.

S)ka(x)dx = kJ'f(x)dx para qualquer constante k real.

As propriedades 2 e 3 podem ser reunidas em uma so.
Como ficaria?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3.1 Aplicagao e analise dos resultados

As duas turmas acompanharam e contribuiram durante a conducao da Licédo
3 pelo professor pesquisador. Sempre que foi sugerida a participagdo dos alunos

eles responderam demonstrando interesse e disciplina durante a licao tedrica.

4.4 Licao 4: Fixando e complementando conhecimentos sobre Integral

indefinida e as primeiras conclusdes importantes

A Figura 30 apresenta o EC3, Exemplo Sistematizador. Ao construir uma
tabela de integrais de posse de uma tabela de derivagdo, o aluno consulta as
regras de derivagao e a partir destas regras, sabendo que a integracao é a operagao
inversa, apresentara a expressdo correspondente a cada integral indefinida

solicitada. Julgamos este exemplo como sistematizador, uma vez que resgata e
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sistematiza importantes conclusées acerca das definicbes e procedimentos
anteriores ja estudados.

No EC4, da Figura 31, queremos que o aluno registre os procedimentos ja
adotados pelo professor ao resolver uma integral indefinida. Concordamos com
Pinto, (2008) e Porter e Masingila (2000), que atividades que levam o aluno a
registrar seus procedimentos podem contribuir com a aprendizagem.

Através dos exemplos retificadores EC5 da Figura 32 e EC6 da Figura 33,
queremos provocar discussbes sobre procedimentos errados frequentemente
cometidos pelos alunos. O EC7 da Figura 34 apresenta diversos exemplos a fim de
fixar e ampliar procedimentos estudados.

Seguimos a licao apresentando o exemplo desafiador EC8 da Figura 35,
pretendendo que os alunos, pesquisando entre as identidades trigonométricas,
identifiquem aquela que é adequada para transformar o integrando num integrando
mais simples, possibilitando a aplicagdo da tabela de integrag¢ao. Finalizamos a licao
com os exemplos que podem ser classificados como ampliadores e desafiadores
EC9 da Figura 36 e EC10 da Figura 37.

Figura 30 - Exercicio complementar 3

EC3- Vocé aprendeu que a derivagao e a integracdo sao operagoes
inversas. A partir das regras de derivagao que vocé conhece, monte uma
tabela de integrais indefinidas.

1 .fdx =
2 J. x"dx =
3 Iexdx =

4 jcos Xxdx =

5 j senxdx =

6 j sec? xdx =

7 j cossec? xdx =

8 J' sec x.fgxdx =

9 J' cossec x.cotgxdx =

10 j%dx:

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 31 - Exercicio complementar 4

EC4 — Vocé conhece algumas propriedades importantes das integrais
indefinidas. Aponte as propriedades que foram aplicadas na integral ja
resolvida:

—+1
X2+1 X2 —3+1
=6. 3 +C1—§.T+C2— +C3
2
3 2
=2x*——x2+2—1C,+C,y+C,4
3 2
=283 —x2+ X ¢
2
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 32 - Exercicio complementar 5
2
< , sen(x -
EC5 — N&o é correto afirmar quejsen(x)dx = T() + C. Justifique.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 33 - Exercicio complementar 6

3 7
EC6 — a) Justifique porque néo é correto afirmar quej2x2.x6dx 22X X ¢,

b) Qual o valor correto da integral? Justifique.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 34 - Exercicio complementar 7

EC7 — Fixe os procedimentos importantes ja estudados calculando as
seguintes integrais:

) I?xsdx

6
) [

c) I(Sex +2x —gjdx

d) [SSenx + —jd

I

e) j—d

f) j ————Jd

9 | %}ﬂ

h) j %+3xjdx (cuidado!)

Respostas:

7a)x +C b)—%+C c) 5e*+x2+%+C d)—3cosx+4«/;+C
X X

3

9
o 5 X2 1 x* 2

3Inx+%x2 +C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 35 - Exercicio complementar 8

EC8 - Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o
integrando, usando relagbes conhecidas, como no caso do calculo de
integrais que envolvem fungdes trigonométricas.
Calcule as integrais seguintes:
)I—dx (Sugest&o: cos2x = 2 cos? x — 1)
1+cos2x

2 X _ 1-cos x

b) J'Zsen (Zjdx (Sugestéo: sen” - =——==)

2
c) IL(X) dx (Sugestéo: sen’x +cos® x =1)
1+ cos(x)

Respostas: 8 a) ther C b) x—senx+C c) x—-senx+C

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 36 - Exercicio complementar 9

EC9 - Justifique porque sao verdadeiros os resultados das integrais
indefinidas:

2 2
a)j(x+1)dx—x—+x430 (x+1)
C 2

+K
b)[ (x+1)2dx A+

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 37 - Exercicio complementar 10

EC10 — a) Os procedimentos usados no exercicio anterior ndo se aplicam a seguinte

integral indefinida j(2x+1)2dx. Justifique.

b) Calcule a integral fazendo o desenvolvimento do produto notavel (2x+1)2e

aplicando as propriedades das integrais indefinidas ja estudadas.
c) Na letra b) foi possivel desenvolver o produto notavel e calcular o valor da

Desafio: Como proceder para calcular j(2x+1)5dx?

Fonte: Elaborada pelo autor

4.4.1 Aplicagao e analise dos resultados

Sendo uma ligdo pratica, os alunos agrupados em duplas desenvolveram os
exemplos apresentados anteriormente. Nos exemplos sistematizadores EC3 e

iniciais EC4 n&o apresentaram dificuldades. Nao foram observados erros comuns,
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cabendo destacar apenas que 4 duplas entre as 18 que fizeram o EC3 esqueceram
de apresentar o sinal negativo quando este era necessario, sendo que 3 entre as
duplas foram da turma 2. Apresentamos o desenvolvimento de uma das duplas a

seguir e o Quadro 5 com o resumo da execucéo do EC3 e EC4.

Figura 38 - Resolugao do EC3 - D3T2

Fonte: Dados da pesquisa

Quadro 5 - Resultados das turmas 1 e 2 para os Exemplos Ampliadores EC3 e

EC4
Turma 1 Turma 2
Fizeram 11 7
Nao 2 3
fizeram

Fonte: Elaborado pelo autor

Nos exemplos retificadores EC5 e EC6, os alunos experimentaram o desafio
de justificar porque nao sao corretos alguns procedimentos, podendo discutir com os
colegas situagdes conflitantes, comumente percebidas pelo professor através de sua
experiéncia didatica em turmas anteriores. Analisando a resolu¢céo apresentada pela
dupla 11 da turma 1, notamos que atingimos os objetivos de alertar os alunos sobre
situagdes conflitantes que podem ser esclarecidas coletivamente ao discutirmos

estes exemplos.



95

Figura 39 - Resolugao dos exemplos EC5 e EC6 - D11T1

~ . - =
ECS5 — Nao ¢ correto afirmar que [sen(x)ox = §eﬂx_)+ C. Justifique.

’{-'_"\_‘(o\ e gaal e yode B neofanda Sesta A8 vne peis Aok
Urenan  anteoped oe HANGAD *x\r\domwxe'{vc_n_ ¢

(1Y (\g_-g\(amlcc\ cevnete & 4 ),f;mr\k dk = - ees X+ T

EC6 — a) Justifique porque nao & correto afirmar que f2x2.x“dx =2%3.x77+ G
Penopa 27 Lrona J\m’ﬁﬁp afl de Prodads -
Jronod e (.m,etiMbe welo L WM’C&; e -Gv\hc?\u_q"‘

b

rreto da integral? Justifique.
9 q [y% B4l

Fonte: Dados da pesquisa

Com os exemplos contidos no EC7, feitos por todas as duplas, treinamos e
ampliamos os conhecimentos dos alunos ao executar procedimentos e fixando
importantes conceitos estudados. Apesar de apresentarem dificuldades em relacéo
as operagdes basicas da matematica, grande parte dos alunos resolveu os

exemplos, conforme o Quadro 6.

Quadro 6 - Resultados das turmas 1 e 2 para os exemplos Ampliadores EC5 e

EC6
Turma 1 Turma 2
Fizeram 12 7
Nao 1 3
fizeram

Fonte: Elaborado pelo autor

Nos exemplos desafiadores EC8 da Figura 35, percebemos que os alunos
apresentaram dificuldades relativas a identificacdo, substituicdo das identidades,
bem como dificuldades referentes as regras basicas como fatoragédo e simplificagao.
Das 13 duplas da turma 1, apenas 9 apresentaram a resolucéo; dessas, 5 corretas e
4 contendo erros em algum dos exemplos. A Figura 40 ilustra um tipo de erro

cometido pela D6T1 na resolugao do item b.
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Figura 40 - Resolugao do EC8 item b - D6T1

Fonte: Dados da pesquisa

Notemos que a dupla, apesar de apresentar uma resposta correta para a
integral indefinida, cometeu um erro grave na simplificagéo. Acreditamos que a dupla
tenha "forcado" para chegar a uma resposta, que ja era conhecida. A dupla D9T1
apesar de inicialmente ndo cometer erros algébricos, ndo teve cuidados com a
notacdo, escrevendo igualdades indevidas e errando o sinal ao final, conforme

observamos na Figura 41.

Figura 41 - Resolugao do EC8 item b - D9T1

Fonte: Dados da pesquisa

A falta de rigor matematico na resolugao de exercicios € muito comum como

no caso da resolugao apresentada pela dupla D5T1.

Figura 42 - Resolugao do EC8 item ¢ - D5T1

Fonte: Dados da pesquisa

Os exemplos ampliadores e retificadores EC9 contribuiram para que os
alunos percebessem e visualizassem a necessidade de aplicagdo de alguns
procedimentos que podem facilitar a resolugado de algumas integrais e compreender

que sem o uso de tais procedimentos a solugdo de algumas integrais torna-se muito



97

trabalhosa. Através do EC9 e EC10 preparamos os alunos para posteriormente
apresentarmos a técnica da substituicdo simples. As Figuras 43 e 44 ilustram como

a maioria dos alunos apresentou as resolugdes desses dois exemplos.

Figura 43 - Resolugao do E

e

g
SR ¥

C9 item a - D10T2

Fonte: Dados da pesquisa

Figura 44 - Resolugao do EC9 item a - D8T2

Fonte: Dados da pesquisa

Ao resolverem o exemplo EC10, os alunos perceberam as limitagdes dos
procedimentos usados no EC9 e apontaram os motivos que impediram a aplicagao
dos mesmos procedimentos do EC9 no EC10. Vejamos a explicagdo apresentada

pela dupla D8T2 na Figura 45.

Figura 45 - Observagao da D8T2 para o EC10

Fonte: Dados da pesquisa
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4.5 Licao 5: ldeias gerais sobre a técnica de integragcao por Substituicao
Simples

Inicialmente, através de um trabalho conjunto com a turma, procuramos

retomar ideias importantes da Li¢c&o 4, reunidas nos slides das Figuras 46 e 47.

Figura 46 - Slide 1

Retomando ideias importantes

Vocé viu na liggo anterior que a integral j 2x —1fdx ndo pode ser

resolvida aplicando diretamente a regra \ x™
I a,x"dx=a,

+C
n+1

E necessario primeiramente desenvolver o produto notavel:
I)J'(Zx—1)2dx:“'(4x2 —4x+1)dx:%x3 ~2x* +x+C

Ou entéo proceder da seguinte maneira:

u® (2x-1)°

2 >du 1 1U3
Il)j(2x—1)dx:.[(u)7:§ju2du:§.§+C:€+C: 5 +C

Observe que fizemos % =2 =du=2dx = dx= d_2u
X

Vejamos que os resultados obtidos em | e Il sdo equivalentes:
(2x-1)° c_BC-12C+6x-1 . 8 12¢ 6x 1

Desenvolvendo +C= +C="r- = 1= __1C
6 6 6 6 6 6

2x—1)° 3
(2x-1) +C=4%—2x2+x+K ondeK=—%+C

e simplificando temos

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 47 - Slide 2

Sistematizando a técnica da substituicao

Suponhamos que F seja uma antiderivada de f e que g seja
uma fungado diferenciavel. A derivada de F(g(x)) pode, pela
regra da cadeia, ser expressa como %[F(g(x))] =F'(g(x))g'(x)
e, em forma de integral indefinida, pode ser escrita como
[f(g(x)g'(x)dx=F(g(x))+C

Sera util tomar u = g(x) e escrever du/dx = g'(x) na

forma du = g'(x)dx. Assim podemos escreverJ'f(u)du =F(u)+C

Fonte: Elaborada pelo autor

Objetivando apresentar as primeiras ideias sobre a técnica da substituicdo
simples elaboramos os exemplos introdutorios E1 da Figura 48 e E2 da Figura 49.

Figura 48 - Slide 3

E1) Calcule | (x2 - 1)30. 2xdx

30

Note que J(x2 —1) 2xdx = j(f(x))ao g(x)dx

Ao derivarmos f, encontramos g imediatamente, assim,

a substituigdo torna a integral em termos de u mais simples.

u = x2—1—>%=2x—>du:2xdx
ax

, 30 20 1 (x2—1)31
J(x —1) .2xdx:j(u) du:azTJrC

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 49 - Slide 4

E2) Calcule [6x*Vx® -5 dx:

Por substituicdo temos:
u=x3—5—>$:3x2 —>du=3x2dx—>%=x2dx,
X

vemos que a integral J6x2v x3 —5dx = 6J\/X3 —5.x2dx, assim:
3

] 3
6_[\/x3 —5.x%dx = 6]@% = 6%_[\/Gdu = 2_[u5du :2.% +C
2

Fonte: Elaborada pelo autor

As Figuras 50 e 51 buscaram sistematizar as conclusbes que procuramos que

os alunos pudessem obter sobre 0 método de substituigdo simples.

Figura 50 - Slide 5

A TECNICA DA SUBSTITUIGAO SIMPLES

Em geral, ndo ha um método seguro e rapido para
escolher u, e, em alguns casos, nenhuma escolha de u
funcionar&. Em tais casos, outros métodos serdo
necessarios, alguns dos quais serdo discutidos mais adiante.
Fazer a escolha apropriada de u vira com a experiéncia,
mas, o dominio das regras basicas de integrais e seguir o

roteiro conforme sugerem Anton, Bivens e Davis (2007).

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 51 - Slide 6

ROTEIRO PARA USO DA TECNICA DE
SUBSTITUIGAO SIMPLES

Procure uma composi¢do f(g(x)) dentro do integrando
PASSO 1 Para a qual a substituigdo u= g(x) du=g(x)dx
produza uma integral expressa inteiramente em termos

de u e du. Isso pode ou n&o ser possivel.

Se o Passo 1 tiver sido completado com sucesso, tente
PASSO 2 .
calcular a integral resultante em termos de u.

Novamente, isso pode ou nao ser possivel.

Se o0 Passo 2 tiver sido completado com sucesso,
PASSO 3 substitua u por g(x) para expressar a resposta final em

termos de x.

Fonte: Elaborada pelo autor

A seqguir, pretendendo ampliar os conhecimentos e apresentar novos
procedimentos, utilizamos o E3 da Figura 52.

Figura 52 - Slide 7

E3) a) Seja a integral indefinida .[2.sen(2x +9) dx:

Vemos que no integrando temos 2.sen(2x +9)

Seu=2x+9—> % =2 — du=2dx e assim podemos fazer
X

a substituicdo de 2x +9 por u e 2dx por du. Assim:
.[2.sen(2x +9)dx = Isen(u)du = —cos(u) =—cos(2x+9)+C

b) Se tivéssemos a integral jsen(2x +9)dx o que mudaria?

c) E se tivéssemos a integral Isen(3x-9)dx ?

d) A integral jsen(2x2 + 9)dx poderia ser resolvida

usando a mesma técnica de substituicdo simples?

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.5.1 Aplicagéao e analise dos resultados

A apresentagcdo dos exemplos introdutdrios E1 e E2, contribuiu para a
compreensao da técnica da substituicdo simples, permitindo uma rapida visualizagao
dos procedimentos adotados. A proposta do E3 foi de ampliar os conhecimentos
anteriores, ao apresentar um integrando composto por uma fungéo trigonométrica,
inicialmente complexa, mas tornando-se muito simples ao aplicarmos os
procedimentos adequados. Todos os exemplos foram compreendidos pelos alunos
que contribuiram respondendo aos questionamentos feitos pelo professor, sendo
essa participacao fundamental na condugao da licdo. Assim, além de contribuir para
a aprendizagem evitamos a indisciplina durante as aulas tedricas. Finalizada a Lig&o

5, outros procedimentos importantes foram complementados na Licéo 6.

4.6 Licao 6: Fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a
técnica de integragao por substituicao simples

Para fixar e ampliar conhecimentos sobre a técnica da substituicado simples,
apresentamos os exemplos introdutorios no EC11 da Figura 53, visam apresentar o
algoritmo usado na aplicagéo da técnica possibilitando ao aluno perceber os motivos
que nos levam a escolher parte do integrando como u. Refletindo sobre os
procedimentos, podemos conduzir o aluno a uma real compreensiao € nido uma
memorizacao mecanica de procedimentos que podem nao contribuir para uma real
aprendizagem. Para atingir os objetivos pretendidos, apresentamos os exemplos
ampliadores EC12 da Figura 54 e finalizamos a licdo através dos exemplos
ampliadores e desafiadores do EC13 da Figura 55, EC14 da Figura 56 e EC15 da
Figura 57, objetivando evitar a mecanizagdo nédo refletida de procedimentos e
apresentando situagcdes que os levam a buscar outros recursos para a resolucao e

apontando as limitagdes da técnica estudada.
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Figura 53 - Exercicio complementar 11

EC11 - Algumas integrais ndo sédo imediatas, ou seja, ndo ha uma formula de
integracdo que aponte sua resposta. Em alguns casos a aplicagao da técnica
da substituicao torna mais simples sua resolugao. Veja o exemplo apresentado
e complete o quadro.

Integral Integrando | f(x) | g(x) f'xX)|g'(x)| U

a) [3x*(x* —2)° ax 3x?(xt —2f | 3x2 | ¥ -2) [6x | 3x% | (x*~2)

X

c) J.(2x2 —2)6 xdx

O método da substituigédo é relativamente direto, desde que o integrando
contenha uma composig¢ao f(g(x)) facilmente reconhecivel e seu resto seja
multiplo constante de g’(x). Ja que vocé apontou parte do integrando como u,
agora veja se sua escolha foi adequada fazendo a substituicao e resolvendo as
integrais.

a) _[3x2(x3 — 2)6 dx =

X
b) .[(3)(2—_1)dx =

c) _[(2x2 — 2)6 xdx =

d) J-(Sj%dxz

x’)

e) j(2x —1)"%dx =

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 54 - Exercicio complementar 12

EC12 - Vocé aprendeu um roteiro para a escolha de u adequadamente para a
aplicagao da técnica da substituigdo. Siga esse roteiro e resolva as integrais:

a) [ sen(3x)dx =

b) [ cos(3x — 2)dx

efx
C).[de=

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 55 - Exercicio complementar 13

EC13) a) Calcule a integraljsenx.cos xdx por dois métodos: primeiro fazendo

u=senx e, depois U=cosx,

b) Explique por que as duas respostas aparentemente diferentes de (a) sdo
realmente equivalentes.

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 56 - Exercicio complementar 14

EC14) As vezes a substituicdo ndo é imediata, ainda assim pode ser possivel
aplicar o método da substituigdo. Calcule as integrais aplicando as
substituicbes sugeridas:

a) J‘XZ\/X—']dX = (use u=x-1 logo x=u+1)

b) _[ cos® xdx =  (lembre-se que cos’x=cos?x.cosx,

cos’x +sen’x =1 = cos’x =1-sen’x, facau=senx )

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 57 - Exercicio complementar 15

EC15) a) Apesar de serem quase iguais, as integrais indefinidas Ixexzdx e

I xe*dx nao podem ser resolvidas usando os mesmos procedimentos.

Justifique.

b) Desafio. Resolva as integrais anteriores:

Fonte: Elaborada pelo autor
4.6.1 Aplicagao e analise dos resultados

Os alunos iniciaram a Li¢cao 11 e necessitaram que o professor esclarecesse
o primeiro exemplo EC11. Pelo item a, foram esclarecidas as duvidas gerais,
possibilitando que as equipes nao apresentassem dificuldades em completar o
quadro. Cabe destacar que no item e, alguns alunos mostraram-se indecisos em
relagdo ao fato de que o integrando era composto apenas por (2x-1)"° , ndo
percebendo que f(x) ou g(x) poderia ser completada com o valor 1. Essa duvida nao
foi apresentada pela dupla D2T1, conforme constatamos através da Figura 58.

Figura 58 - Resolugao do EC11 - D2T1

Fonte: Dados da pesquisa

Nao percebemos dificuldades nas turmas em relagao a finalizagao da questao
que propde aos alunos encontrarem as integrais indefinidas em cada caso.
Desenvolveram os exemplos, cometendo apenas erros referentes as operacdes
basicas, evidenciando a necessidade de buscar estratégias para a eliminagao
dessas dificuldades, que permanecem impedindo a evolucao das licdes; o professor

necessita quase sempre de esclarecer regras basicas que impedem uma correta
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conducdo das atividades apresentadas. Porém, algumas duplas evidenciaram uma
memorizacdo sem consciéncia dos procedimentos, apresentado um
desenvolvimento de exemplos sem sentido. Este comportamento foi observado em 4
das 18 duplas que apresentaram a resolugdo do EC11. Podemos notar tais

procedimentos através da resolugédo da dupla D13T1 mostrada na Figura 59.

Figura 59 - Resolugao do item a do EC11 - D2T1

Fonte: Dados da pesquisa

Os exemplos desafiadores apresentados no EC14 da Figura 56 provocaram
um desequilibrio com relacdo aos procedimentos até entdo utilizados, demandando
dos alunos uma reformulagcado dos mesmos a fim de modificar o integrando de forma
diferente dos exemplos anteriormente apresentados. Os alunos perceberam que os
procedimentos anteriores ndo eram suficientes. Durante a resolugao solicitaram com
frequéncia a ajuda do professor, que limitou apenas a alerta-los sobre o uso da
sugestdo, Assim, alguns conseguiram apresentar a solugao dos exemplos, enquanto
outros cometeram erros basicos. Acreditamos que a dupla D6T2 tenha copiado, de

forma errada, a resolucédo que outra equipe tenha feito. Vejamos na Figura 60 e 61:

Figura 60 - Resolugao do EC14 a - D6T2

T ==

e li—‘-\'l-u -l_";_:ﬂf.— i"'—’:—-

Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 61 - Resolugdao do EC14 b - D6T2

] - P g .

Fonte: Dados da pesquisa

Como o exemplo desafiador EC15 da Figura 57 exigia o conhecimento de
uma técnica ndo apresentada ainda, nenhum dos consegui resolvé-lo, evidenciando

a necessidade de repensarmos o seu formato.
4.7 Licao 7: ideias gerais sobre a técnica de integragao por partes

Retomamos desenvolvendo inicialmente com a turma uma sistematizacado de
resultados anteriormente estudados sobre a técnica de integragdo por substituicao
simples, elaborando o slide da Figura 62 e introduzimos as discussbes sobre a

integracéo por partes a partir do slide da Figura 63.

Figura 62 - Slide 1

LIMITAGAO DA TECNICA DA SUBSTITUIGAO

Apesar de serem aparentemente semelhantes as integrais
indefinidas Ixégdx efxé‘dx n&o podem ser resolvidas
utilizando-se os mesmos procedimentos. Justifique.

. 2
I) Para calcular a integral Ixex dx

fazemos u = x2, temos du = 2xdx = d_u = xdx
2
Assim, J'xe"zdx = 1_[e”du Jlevic
2 2

. ., 2 1 2
retornando a variavel x temos que Ixe" dx=—e* +C

X
Os procedimentos no se aplicam ao calculo da integral Ixe dx.
Voltaremos a questdo apds o conhecimento de uma nova técnica
de integragao.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 63 - Slide 2

A REGRA DO PRODUTO E A INTEGRAGAO POR PARTES

Quando u e v sao fungbes derivaveis de x, a Regra do Produto

para derivagdo nos diz que i(uv): udl Iy au
dx dx dx

Integrar os dois lados em relagédo a x e rearranja-los leva a
equacao da integral

j(u%jdx = I(%(uv )]dx - j(v Z—zjdx
=uv - I(v Z—Z}dx

Apresentando de forma mais simples temoszj udv = uv — Jvdu

Fonte: Elaborada pelo autor

O objetivo foi apresentar a técnica da integragédo por partes como importante
na resolucdo de integrais onde a técnica da substituicdo simples nao funciona,
através de exemplos introdutérios E1 e E2 da Figura 64, a fim de atingirmos
rapidamente a compreensao dos procedimentos usados na aplicacdo da técnica e
deixando claro que o dominio da técnica necessita de pratica e dos conhecimentos

das regras basicas de calculo diferencial e integral estudados anteriormente.

Figura 64 - Slide 3

E1: Podemos calcular Ixexdx aplicando a nova férmula obtida:
fazendo u=x = du=dx

e dv =efdx= v=¢e*
e usando a formula temos Ixexdx = xe* —Iexdx =xe*-e*+C

E2:Calcule j X cos xdx
Solugdo: Usamos a férmula IUdV =uv —fvdu

com u=x, dv=cosxdx

Para completar a férmula, tomamos a diferencial de u e
achamos a primitiva mais simples de cos x.

du=dx, Vv=senx
Entao,

_fxcos Xdx = xsenx — J.senxdx = xsenx +cosx+C

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 65 - Slide 4

ROTEIRO PARA INTEGRAGAO POR PARTES

O objetivo principal da integragdo por partes é
escolher u e dv para obter uma nova integral que € mais facil
de calcular do que a original. Nao ha regras imediatas e
precisas para isso.

Uma estratégia que geralmente funciona € escolher u
e dv de tal modo que u fique “mais simples” ao derivar,

enquanto dv seja facil integrar e obter v.

Fonte: Elaborado pelo autor

Ampliamos os conhecimentos através dos exemplos E3 e E4 da Figura 66.
Esclarecemos, porém, que assim como a técnica da substituicdo simples, esta

técnica apresenta suas limitagdes.

Figura 66 - Slide 5

E3: Resolva os exemplos seguintes como fixagao:

a) jxsen(2x)dx b)jx3ln(x)dx

E4: Algumas vezes é preciso usar a técnica de integracao
por partes mais de uma vez. Resolva as integrais seguintes:

a)j x%e*dx b)j2x3sen(x)dx

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.7.1 Aplicagéao e analise dos resultados

Através dos primeiro exemplos introdutérios os alunos compreenderam com
facilidade a técnica, ficando apenas duvidas em relacdo as escolhas de qual parte
do integrando seria nomeada de u e qual de dv. Porém, observou-se com o decorrer
das atividades que as grandes dificuldades ficavam mais evidentes quando havia
necessidade de repetirmos o processo da integragdo por partes mais de uma vez.
Os alunos novamente demonstraram deficiéncias basicas nas operacdes

elementares, impedindo o prosseguimento da resolugao.

4.8 Licao 8: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a

técnica de integragao por partes

Objetivando ampliar os conhecimentos acerca dos procedimentos adotados
na aplicagdo da técnica da integragcédo por partes, apresentamos alguns exemplos a
serem resolvidos pelos alunos, alertando sobre quais fungdes compdem o
integrando, estimulando-os a refletir sobre essas diferentes fungées e sobre qual
seria a escolha apropriada para u e dv em cada caso. Preparamos os exemplos
introdutorios e ampliadores EC16 da Figura 67, EC17 da Figura 68, EC18 da Figura
69 e apresentamos um exemplo sistematizador EC19 da Figura 70, que visa

formalizar as reflexdes dos exemplos anteriores.

Figura 67 - Exercicio Complementar 16

EC16) A integral do tipo jln xdx ndo é imediata, necessita a aplicagdo da

técnica de integragao por partes para a sua resolugdo. Da mesma forma,
quando temos integrais que envolvem o produto de fungao algébrica por
logaritmica, aplicamos a técnica de integragao por partes. Use esta técnica e
resolva as integrais abaixo. Dica: A escolha de dv=Inxdx néo é adequada

a) Iln xdx = b) len xdx c) J\/?In xdx

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 68 - Exercicio complementar 17

EC17) Observe as integrais seguintes envolvendo o produto de fungao
trigonométrica por fungao algébrica.

Vocé ja sabe que derivadas de fungdes algébricas sdo, na maioria das vezes,
mais simples que derivadas de fungdes trigonométricas. Procure fazer a
escolha adequada para u e dv e resolva as integrais.

Dica: Algumas vezes precisamos repetir a técnica de integragao por
partes para resolver uma integral.

a) Ixz cos(x Jdx b) j4xzsen(x)dx

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 69 - Exercicio complementar 18
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escolhendo u como a fungéo algébrica, sua diferencial sera mais simples.

Facas as escolhas adequadas de u e dv e calcule as integrais seguintes.

a) jxexdx b) j2xsexdx (Sugestao: ver dica do EX17)

EC18) Nas integrais que envolvem o produto de fungcéo exponencial

por fungdo algébrica, a escolha de dv mais adequada sera a exponencial,

pois, pela férmula de integracdo de exponencial Ieudu=€u+c e

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 70 - Exercicio complementar 19

EC19 - Baseando-se nas integrais ja resolvidas aplicando a técnica de
integragao por partes, observe a tabela e faga a sugestdo da escolha de u e dv,
para aplicagdo da técnica de integragao por partes.

Integral u dv

) _[(algébrica) (logaritmica)dx

) I(algébrica)(exponencial)dx

1)} _[(algébrica)(logaritmica)dx

Obs: Uma estratégia util para escolher u e dv quando o integrando envolve o
produto de duas fungdes de dois tipos diferentes da lista seguinte, € escolher u
como a fungéo que ocorre antes na lista e dv como o restante do integrando:
Logaritmica, trigonométrica Inversa, Algébrica, Trigonométrica, Exponencial.

O acrénimo LIATE ajuda a lembrar a ordem.

De acordo com o método apresentado anteriormente, procure resolver as
integrais:

a) [x*In(3x)ix b) [ xsec’(xpx c)[e* cos(x)ix (veja a dica do EC17)

d)J'eX cos(x)dx (inverta a escolha feita obedecendo o método do LIATE, e

veja se é possivel resolver a mesma integral)
Fonte: Elaborada pelo autor

Finalizamos a licdo ampliando e desafiando através do EC20 da Figura 71.

Figura 71 - Exercicio complementar 20

EC20 - Podemos encontrar integrais que necessitam a aplicagado de mais de
uma técnica na sua resolugdo. Aplicando a técnica de integragéo por partes e

a técnica da substituicdo simples, resolva as integrais.

a)Jxe‘“dx b)chos(zx)dx o) Ixzsen(3x)dx

Fonte: Elaborada pelo autor

4.8.1 Aplicagéao e analise dos resultados

Analisando os Quadros 7 e 8, vemos uma diferenca significativa entre as duas
turmas. Acreditamos que houve uma participagdo da segunda turma pelo tempo de
aula ser maior, assim, os alunos participaram da aula tedrica e em seguida

executaram os exemplos da Li¢cdo 7, enquanto na turma 1, como as aulas sao de 1
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hora e 15 minutos, sendo suficiente para a execucdo da aula tedrica, entdo, os
alunos receberam parte dos exemplos para fazerem em casa e os demais exemplos

foram fornecidos na aula seguinte, finalizando o prazo a Lig&o 7 foi recolhida.

Quadro 7 - Resultados das turmas 1 e 2 para o exemplo EC18 e EC19

Turma 1 Turma 2
Fizeram 7 8
Nao 6 2
fizeram

Fonte: Elaborado pelo autor

Quadro 8 - Resultados das turmas 1 e 2 para o exemplo EC20

Turma 1 Turma 2
Fizeram 5 8
Nao 8 2
fizeram

Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando os dados coletados percebemos que os exemplos introdutérios

EC16 nao apresentaram dificuldades para os que tentaram resolvé-los.

Figura 72 - Resolugao do EC16 item a - D8T2

Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, a evolugédo nos estudos € prejudicada pela falta de pré-requisitos.
Na resolugcédo apresentada pela dupla D9T2 na Figura 73, percebemos claramente
esta deficiéncia.
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Figura 73 - Resolugao do EC16 item a - D9T2

Fonte: Dados da pesquisa

A dupla cometeu um erro ao calcular a derivada, comprometendo a sequéncia
da resolucado da integral. No entanto, percebemos que em relagdo a técnica de
integracdo houve o entendimento, a dupla segue a resolugdo aplicando
corretamente os procedimentos aprendidos através dos exemplos.

Observamos que o EC17, item d, foi considerado dificil pelos alunos. Nas
duas turmas, apenas uma dupla apresentou uma resolu¢ao que sera apresentada a
seguir na Figura 74. Os demais alunos utilizaram os procedimentos corretos, porém,
nao identificaram a possibilidade de transportar para o primeiro membro da equacéao
obtida na aplicagdo da técnica, possibilitando encerrar com a parte do
desenvolvimento que resultava sempre numa integral, retornando ao inicio da
resolugado. Alguns alunos comentaram: "professor isso ndo vai acabar nunca;

guando eu repito a técnica, volta ao que comecou ".
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Figura 74 - Resolugao do EC17 item d - D5T2

Fonte: Dados da pesquisa

4.9 Licao 9: ideias gerais sobre Integral definida, teorema fundamental do

calculo e aplicacao das integrais ao calculo de areas

Considerando os alunos com os quais foi desenvolvida a pesquisa, julgamos
que seria razoavel uma abordagem menos rigorosa do ponto de vista de um trabalho
com teoremas e demonstragdes dos resultados relacionados a Integral definida e ao
Teorema Fundamental do Calculo. Os slides das Figuras 75 a 77 retomam conceitos

ja abordados.
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Figura 75 - Slide 1

RETOMANDO IDEIAS

Suponha que a fungédo f seja continua e nao-negativa no
intervalo [a,b] e que R denote a regido delimitada
inferiormente pelo eixo x, lateralmente pelas retas verticais
x=a e x=b e superiormente pela curva y =f(x)

y A(x)
y=f(x)

a’ XX  Xup X

Fig.1

Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos iguais
inserindo n-1 pontos igualmente espacados entre a e b e
denotamos esses pontos por X;,X, ,..., X,q Cada um desses
subintervalos tem comprimentoAx =(b-a)/n . Os retangulos
com bases Ax e alturas f(x, ), f(x,)...,f(x, ;)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 76 - Slide 2

O CALCULO DE AREA

As areas dos retangulos seriam denotadas por:

A, =f(x, ) Ax A, = f(x, A .. A, =f(x, )Ax

Dividimos o intervalo [a,b] em n
subintervalos iguais inserindo n-1 pontos
igualmente espagados entre a e b e
denotamos esses pontos por X;,X, ...,
X, Cada um dessbes subintervalos tem
comprimento Ax=2"2 0Os retangulos
Fig2 com bases Ax e altdras f(x, ) f(x, )..... f(x, )

A unido dos retangulos forma uma regido cuja area pode ser uma
aproximagé&o da area da regiéo abaixo da curva dada pela fungéo f e acima
do eixo x entre x=a e x=b. Em simbolos temos: A ~ 3" f(x, JAx

k=1
Quanto maior o nimero de subintervalos n, melhor sera a aproximagéo,
assim, a drea exata serd A =|jm Y. f(x,)Ax , se o limite existir.

n—wo k=1

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 77 - Slide 3

Anteriormente calculamos a area da regido sob a curva da
fungéo f(x)=-2x+5 no intervalo [0,1], recuperando a fungdo
primitiva F e fazendo A=F(1).

! F(x)=-x*+5xe A=—(1f +5(1)=4ua

NN e y: f(x):-2x+5
‘ Para calcularmos a area no intervalo de
fil [0,1/2], faremos F(1/2):

Lo i 1V (1) 9
e A1=_[EJ +5(2j=zu~a
Fig.3 ;

Como poderiamos aproveitar as
informagdes anteriores para calcular a
area 2, limitada acima por f, abaixo
pelo eixo x, entre x=1/2 e x=17?

Fig.4 : 1/2 1

Fonte: Elaborada pelo autor

O principal objetivo da Ligao 9 foi aplicar as integrais para o calculo de areas,
visando a um maior interesse e participacdo dos alunos. Através dos exemplos

introdutorios, E1 da Figura 78, E2 da Figura 80 e E3 da Figura 81, apresentamos as
principais ideias e procedimentos adotados.
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Figura 78 - Slide 4

3
E1) Calcule a integral definida szdx
1

3
F(x)= X?+C E uma ntegral indefinida de  f(x)

3 3 3 3 3

Ixzdx :F(3)—F(1):3+C—[1+CJ:3—1+C— -2

1 3 3 3 3
3

3
3 3 3 3

/ 2 X 3 1 27 1 26

\{ J‘de:zi = — _——= — —_——= —

£ ! 3/, 3 3 3 3 3
N\
Q \\\\j
QNN
AN

NN

AMnng
A\
N\

Esse método contribuiu para os matematicos Newton e Leibniz,
enunciarem um poderoso teorema, importantissimo no estudo do calculo,
o teorema fundamental do calculo, que possibilita o calculo de
integrais definidas usando antiderivadas.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 79 - Slide 5

Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

Parte 1:
Se f for continua em [a,b], entdo a fungao g definida por

X

g(x):jf(t)dt a<x<b

a

€ continua em [a,b] é diferenciavel em (a,b) e g’(x)=f(x).

Parte 2: b
Se f for continua em [a,b], entdo: [f(x)dx =F(b)-F(a)

Onde F é qualquer antiderivada de f, isto €, uma funcao
tal que F’=f.

Veja que, como 2x + 1€ continua para qualquer x real, a integral definida

ser4 :T(2x+1)dx x4 x] = [8F +3]-[4 +1]=12-2=10

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 80 - Slide 6

E2) Calcule a integral definida J(—x2 +3x )y

Sabemos que a fungao f(x):—x2+3x é definida em todo o
conjunto dos reais e podemos observar que é continua. Temos
ainda que, por se tratar de um polinémio, a fungao é diferenciavel
qualquer que seja o numero real e portanto é diferenciavel

em(0,2). Pela parte 2 do TFC, como f é

continua, encontremos qualquer
antiderivada de f:
3 2

F(x)=x—+3X—+C

o - 3 2

" 3 2

17 1 F(Z):—Q+3Q+C:—§+6+C:E+C
D R Do 3 2 3 3

F(O):—g+3g+C:C

Y

T 10 10
Assim, _[(—x +3x)dx:F(2)—F(0):?+C— =3
0

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 81 - Slide 7

E3) Calcule a integral definida Isenxdx .
0

Encontramos a antiderivada de senx, calculamos os valores
das antiderivadas nos limites superior e inferior e aplicamos a
segunda parte do TFC.

Tsenxdx = —cosx[; =[-cosm]-[-cos0]=[-(-1)]-[-(1)]=2

].senxdx =2
0

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.9.1 Aplicagéao e analise dos resultados

Ao reapresentar as ideias anteriores, envolvendo o calculo de as areas os
alunos nao demonstraram dificuldades no entendimento dos conceitos e
procedimentos relacionados. Cabe ressaltar a satisfacdo dos mesmos ao
visualizarem uma aplicacdo concreta do assunto estudado. Os comentarios e o
comportamento de grande parte da turma foram estimulantes para o professor que
também se sentiu motivado para dar continuidade ao trabalho, introduzindo a Ligao
10.

4.10 Licao 10: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a

integral definida, o teorema fundamental e calculo de areas

Apresentamos a proposta de resolu¢do de uma sequéncia de exemplos EC21
da Figura 82 e EC22 da Figura 83, que desempenham o papel de introdutérios,
ampliadores e sistematizadores, a fim de possibilitar aos alunos a construcao de
conceitos e procedimentos que serao aplicados posteriormente em exemplos mais

complexos.

Figura 82 - Exercicio complementar 21

EC21 - A representacao grafica ao lado refere-se a
regido plana delimitada por f(x)= 3, x=1 e x=4.
Calculando a integral definida da fun¢do dada no

— h
X
|

4
intervalo [1;4], teremos: I3dx = 3X|:' =3.(4)-
1

3.(1)=12-3=9. Observe que a integral definida
representa a area do retangulo limitado por x=1,
x=4, f(x)=3 e o eixo x.

Gréfico 1

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 83 - Exercicio complementar 22

_ EC22 - Observando o grafico das curvas f(x)=3 e
T S — g(x)=1, faga o que se pede:
a) No grafico 2, hachure a regido cuja area é

: 6
9= s dada pela integral J.f(x)dx.

b) No grafico 3, hachure a regido cuja area é

f(x)=3 e
—— T dada pela integral .[g(x)dx .
2
gix)=1 : c) Represente no grafico 4 a regido entre as
RIS I duas curvas dadas pelas funcdes f e g no
intervalo 2< X <6.
6 6
ET d) Usando If(x)dx e Ig(x)dx estabeleca
Grafico 3 5 5
___________ g _(?_<)_=_1. Py uma expressao matematica que represente
a area da regido especificada no item c.
e) é possivel expressar a area do item ¢
através de uma unica integral definida?
Grafico 4 Qual é essa integral?

f) Redija um pequeno paragrafo registrando
suas conclusdes sobre o calculo de areas
entre duas curvas num dado intervalo
usando integrais definidas.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 84 - Exercicio complementar 23

1 3 5
EC23 - Supondo [f(x)dx =M , [f(x)dx=N e [f(x)dx =P, calcule:
3

-2 1

a) j'22f(x)dx = j(— = c) j[zf(x)dx:

4

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o exemplo ampliador e retificador EC24 da Figura 85 pretendemos que
os alunos compreendam que nem toda integral corresponde a uma area. Queremos
ainda, que percebam que quando a fungdo possui uma representacao grafica abaixo
do eixo x, a integral nesse intervalo resulta num valor negativo, que, em mdédulo, é
igual ao valor da area. Com este exemplo, objetivamos discutir os procedimentos

usados para calcular areas através de integral definida. Apresentamos situagoes que
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a integral fornecera o valor da area e outros que ndo fornecera o valor da area,

provocando discussdes importantes.

Figura 85 - Exercicio complementar 24

EC24 - Observe a representagao grafica da fungéo f(x): x° e responda:

s

| A

4

3

a) Calcule a integral definida _Tf(x)dx . O valor da integral pode ser a area

limitada entre a curva e o eixc;x no intervalo [-1,0]?

b) Calcule a integral definida Jz'f(x)dx. O valor da integral pode ser a area
0

limitada entre a curva e o eixo x no intervalo [0,2]?

c) Calcule a integral definida Tf(x)dx . O valor da integral pode ser a area
S

limitada entre a curva e o eixo x no intervalo [-1,2]?
Estabeleca uma expressao matematica que represente a area da regido entre
f(x)=x*, x=-1, x=2 € 0 eixo x.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 86 - Exercicio complementar 25

EC25 - Use as técnicas de integragao ja estudadas e calcule as integrais
definidas:

2 2x In3 y y g % OS
a) !mdx b)!e .(1+e )de c) !xcos 2x Jdx ! o 2x)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 87 - Exercicio complementar 26

EC26 - E possivel calcular a area da regido limitada por uma curva e o eixo x
num intervalo a <x < b, usando integrais.

A representagao grafica abaixo refere-se a fungéo y =—x" +4x.
a) Escreva uma expressao envolvendo integrais que fornega a area da
regidao sombreada.

b) Calcule o valor da area em destaque.

T

4

Fonte: Elaborada pelo autor

4.10.1 Aplicagao e analise dos resultados

Consideramos que a proposta de conducdo de descobertas através da
analise do exemplo resolvido EC21 da Figura 82 e de resolugdo do EC22 da Figura
83, poderia incentivar os alunos a refletir sobre os procedimentos e resultados
encontrados. Assim, organizando e registrando estas informacdes e conclusdes,eles
estariam vivenciando a experiéncia de uma descoberta guiada, que segundo Ernest
(1996), pode contribuir para uma aprendizagem mais eficiente, uma vez que, o aluno
assume um papel de coadjuvante no processo de aprendizagem. Proporcionando

momentos em que o0s alunos séo levados a expor suas descobertas e conjecturas, o
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professor estara contribuindo para o desenvolvimento ndo apenas de conceitos, mas
da capacidade de argumentacéo, verbal ou escrita. Os recursos mentais que o aluno
utiliza para expor, verbalmente ou através da escrita podem contribuir para a
aprendizagem, conforme constataram Porter e Masingila (2000).

Ao analisarmos as conclusdes fornecidas no final do EC22, observamos
ainda, uma deficiéncia na capacidade de escrita dos alunos. Vejamos os registros da
D8T2 na Figura 88. Esta dupla, assim como as outras 9 duplas que compdem a
turma 1, forneceram as respostas corretas para as questdes levantadas neste
exemplo. Esta analise se estende a turma 1, pois, os resultados obtidos foram

semelhantes.

Figura 88 - Resolugdo do EC22 - D8T2

Q‘g[ ;‘fﬁﬂcfﬂi_ﬂ__‘l;.mufuz{{ J-l"ry”ﬁ{ "-/Llf{t!ifq/ﬁfﬁﬂﬁ_t ..fﬂﬁff-fﬁ f
am Gl el Wt Ll‘..-l'.f-"ﬁhﬂ.ﬂ:’e. L S80S O Eﬁ_’m’:.ﬂ -:AJ;J"—"FZ-""___‘:. o,
B et O .Ltm,.u: mx_z.‘u!jc‘ ﬂ_.,u.{z? ton i

J(-« g;urwéza rz{( L i —~ r‘}.uugf 4; = /frmufar de Ag'{

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 89 - Resolugao do EC22 - D4T1

s - - i i 1 K
e Coalnalan o s e LI, |t fpa VL 2 s _L_-."H‘-'\ Ol

o L L i
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y ra | . P it L |
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 89 vemos uma conclus&do fornecida pela D4T1 e verificamos a
dificuldade de registrar suas conclusdes, talvez pela pouca ou nenhuma pratica em
atividades que exijam esta habilidade.

O EC23, que pode ser classificado como sendo um exemplo introdutério e ao
mesmo tempo ampliador, visando apresentar procedimentos e propriedades das
integrais definidas, desempenhou seu papel; os alunos das duas turmas
apresentaram as respostas corretas, ndo apresentando dificuldades.

Esperavamos que ao final do EC24, os alunos representassem usando
integrais a area entre uma curva dada por uma funcgao f e o eixo x, num intervalo em

que a imagem da funcao f alterna o sinal, passando de negativa para positiva. Os
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alunos calcularam corretamente o valor das integrais nos intervalos considerados.
Observaram que a integral no intervalo de [-1,0] era negativa e quando questionados
se o valor poderia representar a area, responderam que nao, justificando que a
funcdo esta abaixo do eixo x. No intervalo [0,2], disseram que sim, pois a fungao
estava acima. Quando questionados sobre o valor da integral no intervalo [-1,2],
calcularam corretamente. Apesar de terem executado todos os procedimentos
corretos no calculo da integral definida, as duplas ndo conseguiram apresentar uma
expressao por meio de integrais que representasse a area solicitada.

Apoés a entrega da ligdo, durante a socializagdo dos resultados, a questao foi
retomada com os alunos. Foram feitos alguns questionamentos, solicitando que
observassem a representacdo grafica e os valores das integrais definidas nos
intervalos solicitados no exemplo, a fim de contribuir para o debate. Os alunos nao
tiveram dificuldades em concluir que no intervalo que a funcido estava abaixo, seria
necessario alterar o sinal da integral obtida, para que assim, representasse a area
entre a curva e o eixo x. Assim, conseguiram observar que a integral no intervalo
[-1,2] apresentava um valor menor do que o valor da integral em [0,2]. Na turma 2,
um aluno muito participativo, comentou: "professor, o valor € menor porque a parte
negativa foi descontada da parte positiva".

Os exemplos diagnosticadores EC25 possibilitaram verificar o aprendizado
das técnicas e recuperar os procedimentos aprendidos anteriormente. Para resolvé-
los os alunos tiveram de retomar as anotacdes anteriores para a execugao. Assim,
julgamos que esses exemplos desempenharam o papel esperado.

No EC26 observamos que os alunos nao evidenciaram dificuldades em
resolver corretamente o exemplo. No entanto, 5 duplas, entre as 23 construiram

apenas uma integral apenas no intervalo e errando o exemplo.
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Quadro 9 - Resultado das turmas 1 e 2 para o exemplo ampliador 26

Turma 1 Turma 2
Representar 10 8
am
Nao 3 2
representaram

Fonte: Elaborado pelo autor

ApoOs a socializagado desta licao, elaboramos uma lista contendo exemplos

para retornar e discutir pontos importantes ndo compreendidos.
4.11 Licao 11: ideias gerais sobre o calculo de volumes através das integrais

Através da Ligao 11, pretendemos fornecer as nogdes gerais sobre os
procedimentos usados para calcular o volume de sélidos obtidos por rotagéo ou nao,
dando uma maior énfase aos solidos obtidos por rotagdo de uma regido plana R, em
torno dos eixos x e y, ou em torno de um eixo qualquer, paralelo aos eixos
coordenados.

Para atingir nossos objetivos, resgatamos as ideias ja apresentadas no
calculo de areas e estendemos as nogdes ao calculo de volumes, a partir dos slides

da Figura 90 e 91. Um exemplo sistematizador E1 foi apresentado na Figura 92,

b
objetivando possibilitar um entendimento da expressao jA(x)dx, usada para o

a
calculo do volume de um solido que se estende ao longo de um eixo; eixo X, por
exemplo, num intervalo de [a,b]. Nesse caso A(X) representa a area das secgdes
perpendiculares obtidas ao longo do intervalo considerado e dx a altura destas

seccgoes.
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Figura 90 - Slide 1

RELEMBRANDO PROCEDIMENTO IMPORTANTES

y Lembramos que o principio basico
para encontrar a area de uma regiao
plana R ¢é dividr a regido em
retdngulos com comprimentos cada
{ | vez menores, agrupar os retangulos
M R para formar uma aproximagdo da
n regido que queremos encontrar.
Zf(x*i)AX Soma de Riemann Formar uma soma de Riemann com a
- area desses retangulos e calculamos o
AR:IimZn:f(x’i)Ax limite, obtendo uma inte.g~ral definida

o i que representa a area regiéo R.

b

Ag = [f(x)dx Integral definida de a para b da fungéo f

a

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 91 - Slide 2

CALCULO DE VOLUMES

Sob condigbes apropriadas, a mesma estratégia usada
para calcular areas pode ser usada para calcular volumes. A ideia
¢é dividirmos o sélido em fatias finas, aproximar o volume de cada
fatia, somar as aproximacdes para formar uma soma de Riemann
e passar ao limite para obter uma integral definida que nos
fornega o volume.

Para comegarmos, consideremos um cilindro gerado pela
translagdo de uma regido A ao longo de uma distancia h, entao
dizemos que h é a altura do cilindro e o volume V deste é definido

por v = Ah = [area de uma seg&o transversalx[altura]

) .

/ \

Fig.2

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 92 - Slide 3

E1) Seja S um sdlido que se estende ao longo do eixo x e
que é delimitado a esquerda e a direita, respectivamente, pelos
planos perpendiculares ao eixo x em x=a e x=b. Vamos encontrar
o volume V do solido, supondo que sua sec¢do transversal tenha
area A(x), conhecida em cada ponto x do intervalo [a,b].

¢ A secgao \

transversal
aquitem

Somando as aproximagdes
obtemos a soma de Riemann
que aproxima o volume V:

Vsz;:A(x;)Ax

Tomando limite quando n
cresce e as extensoes

area A(x,)

tendem a zero, obtemos a
integral definida

V = lim ZH:A(X;)Axk - ]J'A(x)dx
= 3

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 93 - Slide 4

Resultados Importantes

12 Férmula para o volume Seja S um sdlido delimitado por
dois planos perpendiculares ao eixo x em x=a e x=b. Se,
para cada x em [a,b], a area da secdo transversal de S
perpendicular ao eixo x for A(x), entdo o volume do sélido é

V= J A(x)dx  desde que A(x) seja integravel.

22 Férmula para o volume Seja S um sdlido delimitado por
dois planos_perpendiculares ao eixo y em y=c e y=d. Se,
para cada y em [c,d], a area da secdo transversal de S
perpendicular ao eixo y for A(y), entdo o volume do sélido é

d

V= IA(y)dy desde que A(y) seja integravel.

c

Fonte: Elaborada pelo autor
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No exemplo E2 das Figura 94 e 95, objetivamos apresentar o volume de uma

piramide usando os procedimentos discutidos no E1.

Figura 94 - Slide 5

E2) Vejamos uma pirdmide de base quadrada com aresta da
base a, e altura h. Introduzimos um sistema retangular de
coordenadas no qual o eixo y passa pelo apice, o eixo x passa
pela base e é paralelo a um de seus lados.

Em qualquer ponto y de [0,h] sobre o eixo y, a se¢ao transversal
perpendicular ao eixo y € um quadrado. Se s for o comprimento
de um lado desse quadrado, entdo, por semelhanca de
triangulos, podemos escrever:

E
S
h-y 2_hYous-@no
B 2 ousfh(h y)
h 2
y
o Fig.6 G(0.h)
. X
a
Fig.5
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 95 - Slide 6
Assim, a area A(y) da secao transversalemy é A(y) h2 (h y)

E o volume é dado por \/ = IA(y)dy fazendo as devidas trocas e
operagdes temos:

V= Awy = 2 -

ofer=iz Jn-vres =] ot

3 0
2 2
V-l @ lh-yP] =-2 [h-n} -(h-op]=Lazh
3 h 3
Verificamos que o volume é 1/3 da area da base vezes
a altura.
Esse resultado ja era esperado?

Fonte: Elaborada pelo autor
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Recordamos os conceitos basicos relacionados ao calculo de area do circulo
e volume de cilindro para apresentarmos as ideias gerais sobre o calculo do volume

dos sdlidos obtidos pela rotagao.

Figura 96 - Slide 7

RECORDANDO RELAGOES IMPORTANTES

Circulo ou disco “¢c” Coroa circular ou anel “cc”

A, =Tt -’ = 1'r(re2 - riz)
Cilindro
\, =T1r’h

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 97 - Slide 8

GERANDO UM CILINDRO A PARTIR DA ROTAGCAO DE
UMA REGIAO PLANA RETANGULAR

Um sdlido de revolugao se forma da seguinte maneira:

Dada uma regido R plana e L uma linha reta que pode tocar ou
néo em R e que esteja no mesmo plano de R.

Girando-se R em torno de L, forma-se uma regido chamada de
solido de revolugao. Veja:

Girando um retangulo de comprimento x e largura y, em torno de
uma reta L obtemos um cilindro de altura x e raio da base v.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Apresentamos os exemplos introdutérios E3 através das Figura 98 e 99 e E4
na Figura 100.

Figura 98 - Slide 9

E3) GERANDO UM CILINDRO A PARTIR DA ROTAGAO
DE UMA REGIAO PLANA RETANGULAR.

Seja R a regido plana limitada por f(x)=2, x=5 e 0 eixo x.
secao

X=1

Fig.10

A(x) = Tir?

Fig.9
Note que, ao girarmos em torno do eixo X, a regido gera um cilindro, com
raio igual ao valor da fungao f e altura igual a variagéo de x.

b
Usando a expresséo, ja conecida,temos:V = _[A(x)dx A(x) =4

5 5 com ,a=1eb=5
Assim, V= I41TdX = 41X, =4m[5-1]=16mu.v.
1

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 99 - Slide 10

VOLUME OBTIDO PELA ROTAQAO DE UMA REGIAO
PLANA EM TORNO DO EIXO X

Seja D a regido plana esbogada na figura 11. Quando cada um
dos pequenos retangulos sdo girado em torno do eixo X, geramos
pequenos cilindros. A soma dos volumes de cada cilindro gerado
aproxima o volume da regido D. Formando uma soma de Riemann com
todos os volumes e tomando limite para formar uma integral definida,
encontraremos o volume do solido obtido pela rotagdo em torno do eixo
X. V, = ff(x,)f.Ax

S A = Tff(x, )F.Ax

\v - m[f(x, )F.Ax

f(x,) Fio 12 Soma de Riemann znlrr[f(x'i) Ax

i=1

Vv, = W:T[f(x'i) Ax| AssimV, = W_T[f(X)]z.dx

v, = limrlf(x"Jf.ax

h = Ax
Fig.13

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 100 - Slide 11

VOLUME OBTIDO PELA ROTAGAO DE UMA REGIAO

PLANA EM TORNO DO EIXO Y
E4) Vamos calcular o volume do sdlido gerado pela rotagdo da

regido plana limitada por y = Jx, y=2 e x=0 é girada em torno do
eixo y. Raio =g(y)=> R =y’
altura=Ay = h=dy

&

=21 L
h=dy
oLX X, X

Cada um dos retangulos inscritos, com comprimeﬁ{o r=g(y) e largura
h=dy, ao girar em torno do eixo y, gera um cilindro, com raio r e altura h.
Sabemos que uma integral definida V J‘ y)dy hos fornece o volume
do sdlido gerado, e que a area A(y) é

5

Fonte: Elaborada pelo autor

Os exemplos ampliadores E5 da Figura 101, E6 da Figura 102 e E7 da Figura
103 objetivaram apresentar as variagdes necessarias, fornecendo meios para

generalizarmos o método do disco e da coroa-circular.

Figura 101 - Slide 12

E5) Qual é o volume do sdlido gerado pela rotagdo da regido
anterior em torno do eixo eixo x?

v, = 'IT_:[ [22 —[f(X)]z}iX _ 'IT:[|:4 _[X;]ZJdX = 11‘:[[4— X]dX =4x —)(22:|0'IT

N 4 2
V,=4x- 2 | m= 44-% m=[16 - 8} = 8ru.v.
2 |, 2

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 102 - Slide 13

Ex6) Seja D a regiéo limitada por y=+vx , y=1 e x=4. Escreva a
integral que nos fornega o volume do sdlido gerado pela
rotagédo da regido D em torno de y=1.

y
R =+vx —1

@) (b)
Nesse caso, o raio sera R =+/x —1 assim, pela formula de volume

temos: ¢

V, :Trj“x/;—1}1x:Trji[x—Z\/;H}jx:nj{x—Zx; +1}dx:1'r X—Z—

2
{[42 a(4)> } [12 a1 H 7m
V,=m| —-—+4|-| =——L+1||=— = 3,66u.v.
2 3 2 3 6

3
2x?

+ X

3
2

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 103 - Slide 14

E7) Seja D aregido limitada por f(x)=+x, g(x)=1 e x=4. Escreva
a integral que nos fornegca o volume do sdlido gerado pela
rotagdo da regidao D em torno do eixo x.

Re=f(x) Ri=g(x)
P Como o solido apresenta
superficie interna, seu volume
sera a diferenca entre o
volumes, e pode ser calculado
diretamente com a integral:

R | NI

X

4 2 Y9
V, = nj[[x ~1fdx = 'IT|: - x} =—TTU.V.
/ 2 , 2

Fonte: Elaborada pelo autor
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Apresentamos, entdo, alguns slides (Figuras 104 e 105 ), com o objetivo de

possibilitar a sistematizacdo e generalizagcdo dos procedimentos trabalhados no
calculo de volumes.

Figura 104 - Slide 15

GENERALIZANDO PROCEDIMENTOS IMPORTANTES

Seja a regiao plana D, sombreada, limitada pelas funcdes
f, g e pelo eixo y, representada na figura.

Girando a regiao plana D, em
c g torno do eixo y, obtemos um
—f sélido, cujo volume sera dado por:
a b ‘
[of
V. =m|[f(y)
. Vo=l
f
a b

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 105 - Slide 16

Girando a regiao plana D em torno do eixo x, obtemos

um soélido que possui superficies internamente, seu
volume sera dado por:

¢ e

V, =1 g0 - [F ()1 o

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.11.1 Aplicagéao e analise dos resultados

Nas duas turmas percebemos que os alunos mostraram-se motivados, por
verem uma aplicacao interessante do assunto estudado.

Ao apresentar o exemplo E1, para que os alunos compreendessem, foi
necessario retornar aos procedimentos relacionados a semelhanca de tridngulos
para justificar a resolugdo apresentada, pois alguns alunos ndo compreenderam a
expressao apresentada na Figura 91. No entanto, ao final, percebeu-se um clima de
satisfagcao ao ver uma aplicacao pratica de um conteudo estudado.

Percebemos, através de questionamentos que as nogdes basicas foram
compreendidas, restando, porém, a confirmagdo através dos exemplos
complementares, necessarios para fixagdo e complementacdo de conceitos e

procedimentos.

4.12 Licao 12: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre o

calculo de volumes através das integrais

Através dos exemplos sistematizadores EC27 da Figura 106, pretendemos
fortalecer importantes procedimentos e esclarecer quaisquer duvidas ainda

presentes no uso de integrais para calcular volumes.
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Figura 106 - Exercicio complementar 27

EC27) Seja D a regido plana sombreada. Escreva uma integral que represente o
volume do soélido obtido em cada caso:

a) b . I) Girando D em torno do eixo x:

II) Girando D em torno do eixo y.

I) Girando D em torno do eixo y.
b)

II) Girando D em torno do eixo x.

Fonte: Elaborada pelo autor

Com os exemplos introdutérios e ampliadores do EC28 Figura 107 e EC29
das Figura 108 pretendemos desenvolver e fixar os procedimentos visto
genericamente pelo EC27.
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Figura 107 - Exercicio complementar 28

EC28 - Represente no sistema cartesiano a regiao D, limitada por

f(x)=-x+2, 0 eixo x € 0 eixo .

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao da regido D, em torno:

a) do eixo x

b) do eixoy

c) da reta x= -1

d)
)

e) da reta y=-1

da reta x=3

f) da reta y=3

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 108 - Exercicio complementar 29

EC29 - Faca a representacao grafica da regido limitada por y=x*, x=3 e o eixo
X, em seguida calcule:
a) O volume do sdlido gerado pela rotagcédo da regido em torno do eixo x.

b) O volume do sdélido gerado pela rotagao da regido em torno do eixo y.

Fonte: Elaborada pelo autor

Através dos exemplos introdutorios e diagnosticadores EC30 da Figura 109 e
EC31 da Figura 110, pretendemos verificar se ficou compreendido que nem todo
sélido é obtido por rotagdo em torno de um eixo. O objetivo destes exemplos é
esclarecer que os solidos obtidos por rotacdo compreendem uma aplicacdo do

procedimento geral que adotamos na apresentagédo dos exemplos EC30 e EC31.

Figura 109 - Exercicio complementar 30

EC30 - Um sdlido S se estende ao longo do eixo x de x=1 até x=3. Para x
entre 1 e 3, a area da secdo transversal de S perpendicular ao eixo x & 3x°.
a) Escreva uma integral que representa o volume de S.

b) Qual o valor do volume do sélido S?

Fonte: Elaborada pelo autor



138

Figura 110 - Exercicio complementar 31

EC31 - Encontre o volume do sdlido cuja base € a regido delimitada pelas
curvas Yy =Xe y =Xx? cujas secdes transversais perpendiculares ao eixo x sdo

quadrados.

Fonte: Elaborada pelo autor

O EC32 da Figura 111 visa ampliar e sistematizar os procedimentos
aprendidos. No exemplo desafiador EC33, pretendemos que o aluno movimente
recursos para representar a regido nao muito comum e apos esta representagao
calcule o volume do sélido obtido. Com o exemplo sistematizador e desafiador EC34
da Figura 109, possibilitamos, primeiramente, um retorno aos procedimentos
aplicados anteriormente e, consequentemente uma reflexdo sobre estes
procedimentos e conduzimos os alunos a uma organizagao mental, categorizando

os exemplos, conforme os procedimentos adotados.

Figura 111 - Exercicio complementar 32

EC32 - Qual o volume do sdlido obtido pela rotagdo da regido plana limitada

abaixo por y=x2, acima por y=9 e a esquerda pelo eixo y , girando em torno:

a) do eixo y; b) do eixo x; c) de y= -1 d) de x= -1
Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 112 - Exercicio complementar 33

EC33 - Seja a regido plana D, limitada por y=x>?, y=1 e x=3. Crie exemplos de
sélidos rotacionando a regido plana D, em torno de um eixo, de forma que:
a) A secao transversal ao eixo de rotagdo seja um disco;

b) A secao transversal ao eixo de rotagcado seja uma coroa circular.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 113 - Exercicio complementar 34

EC34 - Entre os exercicios resolvidos:

a) Quais aqueles em que a sec¢ao transversal em relagéo ao eixo de rotagéo é
um disco?

b) Quais aqueles em que a sec¢ao transversal em relagéo ao eixo de rotagéo é
uma coroa circular?

¢) Quais os que ndo sao exemplos de sélidos de revolugéao.
Fonte: Elaborada pelo autor

4.12.1 Aplicagao e analise dos resultados

No desenvolvimento da Licdo 12 percebemos um interesse maior pelos
exemplos. Acreditamos que o assunto despertou a curiosidade da maioria dos
alunos.

O EC27a foi corretamente resolvido por 16 entre as 23 duplas, conforme
quadro 10. Como os erros estavam relacionados a auséncia do expoente 2 no
integrando, acreditamos que os alunos n&o tiveram atencdo ao apresentar a

expressao.

Quadro 10 - Sintese das turmas 1 e 2 para o EC27a

Turma 1 Turma 2
Acertaram 10 7
Erraram 1 1
Nao entregaram 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor

A seguir, na Figura 114, ilustramos através da resolucdo das duplas D6T1 e
D4T2 a resposta apresentada com maior frequéncia. Notamos que nos casos que a
rotagcdo gera um disco os alunos compreendem os procedimentos, necessitando
ainda, trabalhar um pouco mais os casos que a rotagao é em torno do eixo y ou de

um eixo paralelo ao eixo y.
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Figura 114 - Resolugado do EC27 item a - D6T1

Fonte: Dados da pesquisa

No EC27b-I, ao girarmos a regido em torno do eixo y, sera gerado um sélido
cujas secgOes transversais perpendiculares ao eixo y serdao discos. Este fato foi
compreendido por todos, porém, além da dificuldade em relagdo a qual funcao
adotar, em termos de x ou de y, notamos para este exemplo, a dificuldade em
relagéo aos limites de integragcdo. Observamos que 5 entre as 13 duplas da turma 1
e 4 entre as 10 da duplas da turma 2 apresentaram apenas uma integral.
Apresentamos na Figura 115, a resolu¢do apresentada pela D6T1, percebemos que
a dupla compreendeu os procedimentos apresentando corretamente a soma das

integrais para o volume solicitado.

Figura 115 - Resolugado do EC27 item b, sub-item | - D6T1

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 116, apresentamos o desenvolvimento do EC27b-Il da D4T2. Pela
expressao, percebemos que o exemplo sistematizador desempenhou seu papel, ao
girarmos a regido em torno do eixo x, notamos que parte das segdes transversais ao
sélido, perpendiculares ao eixo x serao discos, parte serdo coroa-circular. Este fato

foi corretamente visualizado pela dupla. Consideramos este um exemplo relevante,
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porque sistematiza importantes procedimentos.

Figura 116 - Resolugao apresentada pela D4T2

Il) Girando D em torno d:g eixo X. :
H:ﬂ?[gf:cﬂiclj: e [[qx)7*- (el doe
T .

a

Fonte: Dados da pesquisa

Ao acompanhar os alunos no desenvolvimento do EC28, notamos que este
nao foi um bom exemplo, pois ao representarmos a regido, percebemos que girando
a regidao em torno do eixo x ou em torno do eixo y, encontraremos 0 mesmo valor. A

dupla D3T1, apresentou a resolugéo para o EC28a, conforme a Figura 117 abaixo.

Figura 117 - Resolugao apresentada pela D3T1

e 5
i 5

g L TR ':':-?.'.
N “’“[1 U= e 2 obx
Ve ﬁ')gl{xl—’u ph | dx
o= (T L,«‘f_?"‘ - qat +—H;f]l_
5 Sul

‘Jc;-' i

EL;— RLLY ¢ 4 () -qi

Fonte: Dados da pesquisa

Percebemos que os procedimentos foram corretamente aplicados, obtendo-se
o resultado esperado. Observamos que a dupla confirmou seu resultado aplicando a
expresséo ja conhecida para o calculo do volume de um cone.

Porém, ao acompanharmos as duplas, percebemos na turma 1 que a dupla
D1T1 apesar de cometer um erro, obteve uma resposta correta, o que pode causar
duvidas em relagdo aos procedimentos corretos. Vamos transcrever os

procedimentos tomados pela dupla através da Figura 118.
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Figura 118 - Resolucao apresentada pela D1T1

2 3|2
\% =nIy2dx=ny—
0 3

0

Fonte: Elaborada pelo autor

Analisando o desenvolvimento da dupla, onde foi apresentado y, deveria ser
(2-x), pois, o integrando devera estar em funcao de x. A dupla ndo substituiu y pela
expressao correspondente, encontrando o mesmo resultado encontrado ao resolver
corretamente. Sob orientagdo do professor, os alunos registraram suas
observagdes. A resolugcdo correta estd na Figura 119 e as observagdes foram

apresentadas na Figura 120.

Figura 119 - Resolugao do EC28 - D1T1

Fonte: Dados da pesquisa



Figura 120 - Comentarios sobre a resolugao do EC28 - D1T1
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Fonte: Dados da pesquisa
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Nos demais exemplos que compdéem o EC28, os alunos puderam esclarecer

e reforgar os procedimentos referentes ao método apresentado na licao tedrica. Para

demonstrar a importancia dos exemplos ampliadores, apresentamos na Figura 121 a

resolucdo da dupla D5T1. Mudamos o eixo de rotag&o para que o aluno perceba que

girando em torno do eixo y € equivalente dizer, girando em torno de x=0. Para evitar

duvidas em relagdo a construgcédo da integral, alertamos que se o sélido é obtido

girando uma regido em torno do eixo x, por exemplo, a altura das secg¢des sera dx,

assim, o integrando ficara em fungao de x.

Figura 121 - Resolugao apresentada pela D5T1

Fonte: Dados da pesquisa

Vale observar que tanto para o EC28, quanto para os demais exemplos que

exigem a representagdo da regido, os alunos apresentaram dificuldades
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relacionadas aos conceitos basicos, fundamentais para o prosseguimento dos
estudos, relacionadas a construcdo de uma tabela de pares ordenados e a
representacao destes no plano cartesiano.

Na Figura 122 apresentamos a resolugédo do EC31. Este exemplo amplia e
sistematiza as ideias sobre o calculo de volume de sdlidos obtidos nao por rotacao,
assim, neste caso, as secg¢des geram quadrados. A dupla compreendeu estes

procedimentos.

Figura 122 - Resolugao apresentada pela D5T1

5
Io » Jlx.x?) dx
-}

Vsz } !:1'2.. J.‘.[i-l-.:l:q}d.':t

s i) &7
fo: ] = 32 X |
s y 5. 1o

TEiEei
Vasle 1"5] e

B i =
: L Jo, ]

US: -J- (7R

No EC33, desafiamos os alunos a elaborar exemplos gerados pela rotagédo da
regido em torno de um eixo, formando solidos cuja secgéo perpendicular aos eixos x
e y fossem s&o: discos ou coroas circulares. Gerar exemplo € uma atividade que

Fonte: Dados da pesquisa

contribui para o aprendizado

Aprender matematica consiste em explorar, rearranjar e estender espacos
de exemplos e as relagbes entre eles e dentro deles. Desenvolvendo uma
familiaridade com esses espacos, os estudantes podem ganhar fluéncia e
facilidade em associar técnicas e discursos. (WATSON; MASON, 2005, p.6,

~ 15
tradugdo nossa ).

Finalizamos a Licdo 12 com um exemplo sistematizador, desafiador e
diagnosticador. Consideramos estas funcbes para este exemplos. Eles visam

sistematizar através da reflexdo que o aluno sera levado a fazer sobre os

1 Learning mathematics consists of exploring, rearranging, and extending example spaces and the
relationships between and within them. Through developing familiarity with those spaces, learners can

gain fluency and facility in associated techniques and discourse. (p. 6).
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procedimentos aplicados em todos os exemplos, apontando entre eles os que séo
solidos de rotacédo e os que nao sao; entre os de rotagcédo, quais os que tém secgao

representando discos e quais representam coroa circular.

4.13 Avaliagoes aplicadas

Durante as ligbes, ao longo do curso, foram aplicadas duas avaliagdes.
Na turma 1, considerando o elevado numero de alunos, foram aplicados dois

modelos de avaliagdo, mas com exercicios similares.
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Figura 123 - Modelo A da Primeira avaliagao aplicada na turma 1

1) Sabemos que as vezes precisamos aplicar algumas técnicas para facilitar o calculo
de algumas integrais. Use a substituigdo simples e calcule as integrais

a) [2sen(x).cos(xHix. b) [3xe™ dx

2) Responda as seguintes perguntas:

a) Descreva, em poucas linhas, os procedimentos que vocé usa para a aplicagao da
técnica da substituicdo simples.

b) Verifique se os procedimentos descritos anteriormente possibilitam a resolugao das
integrais, caso n&o seja possivel, mude para a outra técnica estudada.

N[5 —d 2x=2 1) x*In(x)x.

x* —2x

3) A aplicacao das propriedades das integrais pode modificar a expresséo, facilitando
a resolucgao através do uso da tabela de integrais. Use as propriedades e consulte a
tabela de integracao para resolver as integrais indefinidas seguintes.

a) H3X +3e* —3x” + 5sen(x Z}iX b) I[)g—2003(x)+i+23ec"‘(x)—x}dx

4) Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o integrando,
usando identidades trigonométricas ou a fatoragao do integrando. Faga as
transformagées necessarias e calcule as integrais seguintes:
~ 1+ cos(2x
a) [ x.cos (x) cos’(x) 4 ( sugestdo: cos?(x)= 1+ cos(2x) ))
1+ cox 2x) 2

b)j%dx (sugestao: fatoragcéo do trinbmio quadrado perfeito
X -6x+9

X2 —2xy+y? = (x-yf

5) Use seus conhecimentos e calcule as integrais apresentadas a seguir:
1

a) J.(xz—i/;)jx. b) ji—:dx. c) fxezxdx

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 124 - Modelo B da Primeira avaliagao aplicada na turma 1

1) A aplicacéo das propriedades das integrais pode modificar a expressao, facilitando
a resolucgéo através do uso da tabela de integrais. Use as propriedades e consulte a
tabela de integracéo para resolver as integrais indefinidas seguintes.

a) | [3x° + 3e* —3x? + 5sen(x)-2x  b) f{%z —2cos(x)+ g +2sec?(x)- x}dx

2) Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o integrando,
usando identidades trigopnométricas ou a fatoragao do integrando. Faga as
transformacdes necessarias e calcule as integrais seguintes:

2
a) ILS(X)dX ( sugestdo: Cosz(x)zﬁLs(zx))
1+ cox(2x) 2
b)j%dx (sugestao: fatoragao do trinbmio quadrado perfeito
X —6x+9

x* —2xy+y® = (x—y)’
3) Sabemos que as vezes precisamos aplicar algumas técnicas para facilitar o calculo
de algumas integrais. Use a substituicdo simples e calcule as integrais

coslx X2
a) J'nggdx. b) J'3xe dx
4) Responda as seguintes perguntas:
a) Descreva, em poucas linhas, os procedimentos que vocé usa para a aplicagao da
técnica da substituicdo simples.
b) Verifique se os procedimentos descritos anteriormente possibilitam a resolugédo das
integrais, caso ndo seja possivel, mude para a outra técnica estudada.

2x -2 3
I)jﬁdx. Il Ix In(x )dx.

5) Use seus conhecimentos e calcule as integrais apresentadas a seguir:

a) [[x* —xix. b) | i—:dx. ¢) [ xe®dx

Fonte: Elaborada pelo autor

Na turma dois, ndo foi necessario elaborar modelos diferentes, ja que se

tratava de uma turma com poucos alunos.
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Figura 125 - Primeira avaliagao aplicada na turma 2

1) A aplicagao das propriedades das integrais pode modificar a expressao, facilitando
a resolugédo através do uso da tabela de integrais. Use as propriedades e consulte a
tabela de integragao para resolver as integrais indefinidas seguintes.

4
a)_[[x2+3ex—2x—53en(x)—5}ix b) f 5%—2003(x)+§+%—x dx

2) Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o integrando,
usando identidades trigonométricas ou a fatoragao do integrando. Faga as
transformacdes necessarias e calcule as integrais seguintes:

a)j%dx (sugestao: fatoragao do trinbmio quadrado perfeito
x“+10x+25

x* = 2xy+y? = (x—-yf
senb
cosb

2
J.Ls(x)dx ( Sugestéo: COSz(X) = HLS@X)
1+ cox(2x) 2
3) Sabemos que as vezes precisamos aplicar algumas técnicas para facilitar o
calculo de algumas integrais. Use a substituicdo simples e calcule as integrais

a) _[sen(x). cos(x)dx.. b) J'xze‘xadx

4) Responda as seguintes perguntas:

a) Descreva, em poucas linhas, os procedimentos que vocé usa para a aplicagao da
técnica da substituicdo simples.

b) Verifique se os procedimentos descritos anteriormente possibilitam a resolugao
das integrais, caso nao seja possivel, mude para a outra técnica estudada.

b) fcose.tgede (Sugestao: tgb = )

x-1
) | ———dx. I | x3In(x dx.
)J‘ X2 _2X ) _[ ( b
5) Use seus conhecimentos e calcule as integrais apresentadas a seguir:
1
a) [ (2 ~xhx. b) [Sdx.  ©) [**In(5x)x
X

Fonte: Elaborada pelo autor

4.13.1 Anadlise da primeira avaliagao

No Quadro 11 apresentamos os resultados da primeira avaliagdo, fazendo a
equivaléncia das questbes; por exemplo, a questdo 1 do modelo A equivale a
questado 3 do modelo B.

O Quadro 11 apresenta os indices de acertos, erros e resolugdes incompletas
de cada turma, dos exemplos que sdo classificados como diagnosticadores, por

desempenharem esta fungdo principal, mas que podem assumir outras




classificagdes possiveis.

Quadro 11 - Resultados da primeira avaliagao
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TURMA 1
T1P1 CERTO ERRADO INCOMPLETO TOTAL
A 5 4 6 15
Q1A/Q3B B 12 2 1 15
A 8 1 6 15
Q2A/Q4B B 6 2 7 15
A 11 1 3 15
Q3A/Q1B B 10 1 4 15
A 11 2 2 15
Q4A/Q2B B 8 2 5 15
A 12 1 2 15
B 0 13 2 15
Q5 C S 6 4 15
TURMA 2
T2P1 CERTO ERRADO INCOMPLETO TOTAL
A 7 0 5 12
Q1 B 4 0 8 12
A 5 6 1 12
Q2 B 10 2 0 12
A 8 3 1 12
Q3 B 11 1 0 12
A 3 5 4 12
Q4 B 2 3 7 12
A 9 3 0 12
B 0 12 0 12
Q5 C 9 2 1 12

Fonte: Dados de pesquisa

Analisando o Quadro 11, verificamos que a primeira questao da prova A, da

turma 1, corresponde a terceira questdo da prova B, que por sua vez, possui

questdes similares as da prova aplicada na turma 2. Percebemos que os alunos

encontraram dificuldade no primeiro item, talvez pelo fato de serem necessarios

conhecimentos de derivadas para aplicagao da técnica da substituicdo. Grande parte

dos alunos escolheu fazer u=cosx, na solucdo da e ao derivar, apresentaram

du=senx, esquecendo o sinal, fato que levou a considerar como incompleta a

resolucdo. Conforme vemos na resolugao apresentada pelo aluno Willian da turma
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1, ilustrada na Figura 126.

Figura 126 - Resolugao do item a - Q1 — turma 1- Willian

Fonte: Dados da pesquisa

Notemos que dos 27 alunos que fizeram a avaliacdo, 13 acertaram
integralmente e outros 7 acertaram parcialmente a questdo. Ao todo erraram esta
questao 26% dos alunos.

No item b o percentual de erro foi de aproximadamente 11%. Consideramos
um bom desempenho dos alunos nesta questdo, que exigia a aplicagao da técnica
da substituicao.

Na questado dois, item a, a necessidade de descrever pode ter representado
uma dificuldade para os alunos. Percebemos que 11 foram capazes de descrever,
10 apresentaram descrigdes incompletas e outros 6 erraram ou ndo apresentaram
uma descrigao. Para o item b, percebemos que dificuldades em relacdo técnica de
integragéo por partes.

Na terceira questdo, nos itens a e b, exigimos apenas o conhecimento das
regras basicas de integracdo. Percebemos que este estilo de questdo ficou bem
entendido, apenas 2 alunos erraram as questdes.

Na quarta questdo, apresentamos um exemplo desafiador, e talvez por esse
motivo, constatamos dificuldades pelos alunos. Na turma 1 o resultado foi bom, no
entanto na turma 2, 5 entre os 12 erraram e outros 4 apresentaram uma resolucao
incompleta. Notamos que as dificuldades em relagao a fatoragao, substituicdo de um
termo por outro e a simplificacdo impediram a execugao correta da questao.

Alguns alunos demonstraram confusédo entre os procedimentos usados para
derivagdo e integragao; derivando quando o0 que se exigia era a integragao.
Conforme vemos na Figura 127, da resolugéo do item b da quarta questao, feita pelo

aluno André da turma 1.
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Figura 127 - Resolugdo do item b - Q4 - turma 1 - André

e

Fonte: Dados da pesquisa

Na questdo 5 analisando, primeiramente o item a, notamos que este nao
apresentou dificuldades. Observando o Quadro 11, constatamos que 21 alunos duas
turmas acertaram este item, enquanto apenas 4 erraram e dois apresentaram uma
resposta incompleta. Consideramos um bom aproveitamento, confirmando o dominio
das regras basicas de integracdo. Vale destacar que entre os erros mais comuns,
mais uma vez observamos os relativos as operagdes basicas da matematica. No
entanto, por se tratar de uma atividade desafiadora, que exigia a aplicacdo da
substituicdo e um dominio das operacgdes basicas da matematica, percebemos um
alto indice de erros nesta questdo. Nenhum aluno apresentou uma resolugao correta
para o item b, apenas 2 apresentaram parte da resolucédo e os outros 15 erraram ou
nao resolveram este item. Evidenciando a necessidade de buscarmos recursos para
vencer estas dificuldades.

Finalizamos analisando o item c, que apresentou um rendimento satisfatorio,
14 acertaram, 8 erraram e outros 5 fizeram parte da resolucdo correta. Nesta
questdao exigimos a aplicagdo da técnica de integracdo por partes. Apesar de
representar um desafio para os alunos, entre os participantes, que estiveram
presentes ao longo do curso, notamos um bom aproveitamento, evidenciando que,
através de um comprometimento dos alunos, as licdes podem contribuir para a

aprendizagem de calculo integral.
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derivar o numerador, talvez por esse motivo ndo tenha completado sua resolugéo.

nem a técnica da integragao por substituicdo nem a integragéo por partes.

Figura 128 - Resolugao do item b - Q5 — turma 1 - Rose

1

Fonte: Dados da pesquisa

Ao observarmos o inicio da resolu¢cdo, vemos que a aluna comete um erro ao

Figura 129 - Resolugdo do item ¢ - Q5 turma 1 - Jorge

Fonte: Dados da pesquisa

Pela Figura 129, percebemos que o aluno ndo compreendeu corretamente,

4.13.2 Andlise da segunda avaliagao

A segunda avaliacdo abordou o calculo das integrais definidas e sua

aplicagdes para determinar areas e volumes.



Figura 130 - Modelo A da segunda avaliagao aplicada na turma 1

1) Aplicando o teorema fundamental do calculo, calcule as integrais definidas:

2 Ul
a) ﬁ 4x° —X?+ 2x —1dx b) J‘fcos(Bx)dx

b
2) Algumas integrais definidas do tipo j f(x)dx , representam a area sob a curva
a

dada por f, acima do eixo x, entre x=a e x=b.
Veja as representacgdes graficas de algumas fungdes, calcule as integrais
apontadas e verifique se as integrais calculadas correspondem a area.

a) J';er(x)dx b) jjf(x)dx

3 3

f(X)=x>-2x
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4) Baseando-se na representacao grafica da questao 3, qual o volume do sdlido
obtido pela rotacao da regiao D, em torno do eixo x?

5) Com base ainda na representacao grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotacao da regiao D em torno do eixo y?

( Sugestao: Separe a regidao em duas regides usando y=1)

Fonte: Elaborada pelo autor

153
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Figura 131 - Modelo B da segunda avaliagao aplicada na turma 1

1) Aplicando o teorema fundamental do calculo, calcule as integrais definidas:

2
a) J;S{sz—%+4x—1}dx b) J}e@dx

b
2) Algumas integrais definidas do tipo J. f(X)dX , representam a area sob a curva
a

dada por f, acima do eixo x, entre x=a e x=b.
Veja as representacgdes graficas de algumas fungdes, calcule as integrais apontadas
e verifique se as integrais calculadas correspondem a area.

a) J'Ozf (x )dx b) J'j f(x )dx

:
3) Aregido D abaixo, esta limitada pela fungao f(x) = X?, acima do eixo x e x=4.
Calcule area da regiao D.

4) Baseando-se na representacao grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotac&o da regido D, em torno do eixo x?

5) Com base ainda na representacéao grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotacéo da regidao D em torno do eixo x=-17?

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 132- Segunda avaliagao aplicada na turma 2

1) Aplicando o teorema fundamental do calculo, calcule as integrais definidas:

2 Ll
a) ﬁ 4x° —X?+ 2x —1|dx b) J‘fcos(Bx)dx

b
2) Algumas integrais definidas do tipo j f(x)dx , representam a area sob a curva
a

dada por f, acima do eixo x, entre x=a e x=b.
Veja as representacgdes graficas de algumas fungbes, calcule as integrais apontadas
e verifique se as integrais calculadas correspondem a area.

a) J';er(x)dx b) ij(x)dx

\\ 2 7;/
. f(x)=cosx 1 (x)=x-2x

3) Aregiao D abaixo, esta limitada pela fungao f(x) =x?, eixo X, x= 1 e x=3. Calcule
area da regiao D.
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4) Baseando-se na representacao grafica da questao 3, qual o volume do sdlido
obtido pela rotacdo da regido D, em torno do eixo x?

5) Com base ainda na representacéo grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotacao da regiao D em torno do eixo y?

( Sugestao: Separe a regiao em duas regides usando y=1)

Fonte: Elaborada pelo autor
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No Quadro 12 apresentamos os resultados das avaliagdes conduzidas.

Quadro 12 - Resultados da segunda avaliagao

TURMA 1
T1P2 CERTO ERRADO INCOMPLETO TOTAL
A 7 2 8 17
Q1 B 4 5 17
A 6 7 4 17
Q2 B 3 4 10 17
Q3 11 6 0 17
Q4 2 13 2 17
Q5 2 11 4 17
TURMA 2
T2P2 CERTO ERRADO INCOMPLETO TOTAL
A 3 3 7 13
Q1 B 2 9 2 13
A 10 1 2 13
Q2 B 7 0 6 13
Q3 10 1 2 13
Q4 9 2 2 13
Q5 0 8 5 13

Fonte: Elaborada pelo autor

No Quadro 12 observamos que a questao Q1a apesar de ter um baixo indice
de erro, apresentou um alto indice de alunos que cometeram erros nas operacgdes
elementares: soma, multiplicagdo, potenciagcdo etc. Mais uma vez fica evidente o
que diversos pesquisadores ja apontaram. A falta de pré-requisitos € um dos fatores
que contribuem para as altas taxas de reprovagao e evasdao em Calculo. Sem o
dominio dos procedimentos basicos, os alunos ficam desestimulados. Essas
deficiéncias em conteudos basicos os impedem de prosseguir os estudos. No item b,
observamos as mesmas dificuldades, muitos executaram os procedimentos para a
substituicdo simples, porém, cometeram erros na sequéncia da resolucgao.

Na Figura 133, notamos a deficiéncia em relagao as operagdes basicas. Os
procedimentos usados para integragcdo foram corretos, no entanto, apesar de ter
executado corretamente os procedimentos no item a, o aluno parou sua resolugao
antes de substituir os limites de integragdo. Acreditamos que isso ocorreu porque o

aluno nao sabia como proceder com os logaritmos.
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Figura 133 - Resolugdo do item b Q 1 — turma 1 - Jorge
[ jrais genniaas!

Fonte: Dados da pesquisa

Através da questdo 2, notamos que conhecida a representacédo grafica, os
procedimentos usados para calcular areas através de integrais ficaram claros,
porém, se ha a necessidade de fazer as representagdes, os alunos apresentam
grandes dificuldades. Nesta questdo, como nao foi exigida a representacdo da
funcdo, observamos poucos erros, principalmente na turma 2. Apenas 1 aluno errou
a Q2a e nenhum errou a Q2b, enquanto na turma 1, 7 erraram a Q2a e 4 erraram
Q2b.

Fica evidente que a falta de dominio de conteudos basicos, estudados no
ensino médio, como operagdes envolvendo polindbmios, construgdes graficas, etc,
interferem seriamente no rendimento dos alunos. Ao observarmos a tabela xx,
analisando as questodes 3, 4 e 5 e o rendimento apresentado por elas, notamos erros
originados da falta de pré-requisitos. Na questao 3, fornecemos a regido e pedimos
para calcular a area. Nas duas turmas observamos apenas 6 erros na turma 1 e 1
erro entre os alunos da turma 2. Por apresentar uma expressdo com expoente
fracionario, pensamos que a turma 1 errou mais. Muitos alunos ainda apresentarem
deficiéncias em relagao ao uso das integrais para calcular areas.

Pela Figura 134 percebemos que, da mesma maneira que o aluno Daniel,
outros 10 alunos usaram apenas uma integral para representar a area solicitada,
nao percebendo que no intervalo de [-2,0] a funcao esta abaixo do eixo x e de [0,1] a

funcao esta acima do eixo x.
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Figura 134 - Resolugdo do item a — Q2 — turma 2 - Daniel
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Fonte: Dados da pesquisa

Em relagcdo a questdo 4, observamos que na turma 1, 13 pessoas erraram,
enquanto que na turma 2 apenas 2 alunos erraram. Vale observar que na turma 1
foram aplicados dois modelos de prova, um deles exigia o volume do sdlido gerado
pela rotagcdo da regido em torno do eixo x, o outro girando em torno de x=4.
Notamos maior quantidade de erro no modelo que exigia girar em torno de x=4.
Acreditamos que alguns procedimentos ainda nao ficaram claros para alguns alunos.
A mudanca da variavel no integrando. Muitos nao perceberam que girando em torno
de x=4, as seccdes serao perpendiculares ao eixo y, assim os raios seriam obtidos
pela variagao de x, ou seja, x em fungéo de y. Essa troca ndo ficou muito clara para
os alunos. Ainda observamos dificuldades em relagao as operagdes fundamentais.
Na turma 2, exigimos apenas 0 modelo que exigia que girasse a regiao em torno do
eixo Xx, talvez por isso nao observamos muitos erros.

Ja na questao 5, considerada desafiadora, o sélido gerava uma coroa circular.
Talvez o fato de envolver dois raios e outras operag¢des, normalmente potenciagao
de polinbmios, ou ainda, a necessidade de representar um dos eixos tenha
provocado tanta dificuldade. Nas duas turmas observamos dificuldades
semelhantes, dos 33, apenas 2 alunos da turma 1 acertaram a questdo, enquanto
que, ainda considerando as duas turmas, 19 alunos erraram esta questao.
Aproximadamente 58% dos alunos erraram esta questéao.

Vale lembrar, que este percentual é entre os alunos que participaram em

duplas que permaneceram juntos durante o trabalho desenvolvido ao longo do
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semestre. Se considerarmos a turma toda, o percentual sera muito maior.
Entre os alunos que participaram das duplas, alguns deixaram de fazer
alguma prova. Para analisarmos o aproveitamento entre os alunos que participaram

da pesquisa, apresentamos o Quadro 13.

Quadro 13 - Aproveitamento das turmas nas duas provas

Turma 1 Turma 2
Acima Abaixo Acima Abaixo
de 60% de 60% de 60% de 60%
12 3 8 4
4 13 9 4
2

Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando o quadro, vemos que considerando apenas as provas, 20 entre os
27 ficaram acima de 60% na primeira prova. Ja na segunda prova, vemos que 13
ficaram acima de 60%, enquanto outros 17 ficaram abaixo de 60%. Notamos que na
prova 2 a turma 1 apresentou um rendimento inferior. Talvez a justificativa seja que
muitos alunos ainda se dedicam aos estudos apenas para serem aprovados, ndo se
preocupando em relagdo a entender conceitualmente o assunto. Como ja estavam
aprovados pelas boas notas obtidas na primeira prova e trabalhos, ndo se
esforgcaram para a ultima prova, assim, ndo apresentaram um bom rendimento.

A titulo de informacdo apenas, entre as duplas que analisamos nesta

pesquisa, 4 alunos da turma 1 e 3 da turma 2 foram reprovados.

4.13.3 Questionario de avaliagao das licoes

Ao final das ligdes os alunos responderam algumas questdes, elaboradas

com o objetivo de avaliar os reflexos do trabalho, na perspectiva dos alunos.
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Figura 135 - Questionario apresentado na ultima avaliagao para as duas turmas

Prezados alunos, as questdes que serdo abordadas ndo influenciarao no resultado de
sua avaliacao. O objetivo das questdes € avaliar o trabalho realizado durante este
curso, possibilitando a vocé contribuir com sua opinido para uma possivel melhora
nas atividades e procedimentos.

1) Em relagéo aos procedimentos usados pelo professor, na exposigcéo e aplicagcao
das atividades desenvolvidas, vocé avalia em:

( )Ruim ( )Regular ( )Bom ( ) Otimo

2) Em relagao as atividades elaboradas, como vocé avalia?

a) Atividades comuns, normalmente trabalhadas por outros professores e ndo
trouxeram grandes desafios.

b) Atividades desafiaram os conhecimentos, possibilitando a abordagem de conceitos
e procedimentos aprendidos.

c) Atividades interessantes, mas, ndo me ajudaram no aprendizado. Aponte os
motivos.

3) Em relacéo ao seu aprendizado, durante o curso desenvolvido com a metodologia
e atividades propostas:

a) Nada aprendi.

b) Aprendi como poderia ter aprendido com qualquer outro método.

¢) Aprendi mais do que aprenderia com métodos ja estudados.

4) Descreva uma atividade que foi desenvolvida durante o curso que chamou sua
atencéo, contribuindo para o seu aprendizado, aponte as caracteristicas desta
atividade.

5) Use o espacgo abaixo para redigir qualquer comentario em relagao ao trabalho
desenvolvido, apontando pontos positivos e negativos.

Novamente os meus agradecimentos as contribuicdes no desenvolvimento dos
trabalhos. Boas Férias!!

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao analisarmos os questionarios, observamos que entre os 17 da turma 1, um
nao respondeu o questionario. Este aluno apenas pegou a avaliagao e desistiu de
fazé-la. Na turma 2, apenas 12 responderam ao questionario.

Dos 28 que responderam ao questionario, com relacdo a primeira questao
que pia que classificassem o trabalho desenvolvido, 1 aluno indicou regular, 7 bom e
outros 20 indicaram 6timo.

Para a segunda pergunta, conforme questionario, um aluno escolheu a opgao
a, outros 26 a opcéo b e 1 escolheu a opgédo c. Na terceira pergunta, na turma 1, um
aluno deixou de responder, assim, 10 escolheram a op¢ao b como resposta e os
outros 17 escolheram c.

Nas demais perguntas, observamos que dois alunos apontaram a

necessidade de mais tempo para discutir as ligdes, eles alegaram que faltou mais
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tempo para retirar eventuais duvidas, apesar de todas as licdbes praticas serem
socializadas apos a aula seguinte.

Muitos alunos ainda resistem a metodologias que os fazem trabalhar em
alguns momentos sozinhos para uma posterior discussao sobre suas duvidas.
Solicitam a ajuda do professor sem antes ter movimentado seus recursos; mostram-
se dependentes do professor e ndo evoluem nas suas proprias construgoes.

Destacamos na questdo 4 a satisfacdo dos alunos ao verem uma aplicacéo
pratica do conteudo de integral, evidenciando a necessidade de buscarmos a
contextualizacdo dos conteudos por nds trabalhados.

Para as questbes 4 e 5, vamos transcrever algumas das respostas
observadas.

Para a questdo 4, perguntamos: "Descreva uma atividade que foi
desenvolvida durante o curso que chamou sua atencgao, contribuindo para o seu
aprendizado, aponte as caracteristicas desta atividade."

Resposta do aluno Jénatas, da turma 2: "As listas de exercicios, é importante
apo6s a explicagao da matéria fornecer logo apds uma lista para fixar o aprendizado".

Resposta do aluno Willian: "Trabalhar em equipe com a assisténcia do
professor; a utilizagdo de integrais para calcular areas e volumes".

Na questdo 5, pedimos: Use o espago abaixo para redigir qualquer
comentario em relacdo ao trabalho desenvolvido, apontando pontos positivos e
negativos."

De modo geral a turma gostou do trabalho desenvolvido, alguns apontaram
que aprenderam até o que nao haviam aprendido no Calculo 1, no caso, as
derivadas. Alguns alunos se ofereceram para fazer depoimentos, porém, néao

julgamos necessario.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A pesquisa desenvolvida e aqui relatada abordou o tema “Calculo Integral”,
indagando sobre as contribuicbes de Li¢cdes de Calculo, com um foco no uso de
exemplos, para a aprendizagem de integrais.

Comprometidos com uma melhoria constante do processo de ensino e
aprendizagem, pensamos que o trabalho do professor €& diario, e como um
pesquisador, o professor devera observar e registrar suas experiéncias, sejam elas
positivas ou ndo. Com esse objetivo, pretendemos investigar as contribuigdes que os
exemplos, sejam eles elaborados por alunos, resolvidos pelo professor com ou sem
a participacao dos alunos, puderam trazer para a melhoria do processo de ensino e
aprendizagem na Educacédo Matematica, em especial, no ensino de Calculo Integral,
em cursos de Engenharia.

Com o desenvolvimento do trabalho percebemos inicialmente algumas
dificuldades em relagcdo a metodologia usada. Acostumados a aulas tradicionais em
que o conteudo € apresentado pelo professor, que em seguida resolve listas de
exercicios e ao obter a resposta correta encerra a atividade, os alunos, muitas vezes
nao tém nocgdo da real utilidade do exercicio executado. Nos casos em que 0s
alunos ao resolverem um exercicio hao encontraram a resposta, solicitam a corregao
pelo professor, que, por vezes, nao faz qualquer analise acerca dos motivos que
levaram a execucgao errada do exercicio.

A metodologia adotada buscou integrar os alunos, provocando discussdes
entre as duplas, apresentando licdes que os levaram a descobrir resultados
importantes sobre integrais indefinidas e definidas e sobre aplicagbes das integrais
ao calculo de areas e volumes. Os alunos deixaram de ser expectadores do
processo, passando a participantes ativo do processo.

Percebemos a satisfacdo dos alunos ao experimentarem aplicagdes praticas
de um conteudo por eles estudado. Como muitos deles citaram, as atividades
desenvolvidas que mais chamaram sua atengédo foram as aplicagbes das integrais
ao calculo de areas e volumes.

Percebemos que a participacdo e o interesse dos alunos evoluiram através
das licbes. Analisando os questionarios respondidos ao final, constatamos que se
mostraram satisfeitos em relacdo ao desenvolvimento dos trabalhos através de

duplas. Segundo eles, a oportunidade de discutir suas duvidas e conclusbées com o
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colega, e oportunamente um acompanhamento pelo professor, proporcionaram
momentos produtivos. Ao defenderem seus pontos de vista, apresentar suas
hipéteses e tentar defendé-las com o colega, eles refletem sobre o conteudo
estudado e, as vezes, descobrem novas coisas.

Consideramos que uma das limitagdes da pesquisa foi o tempo limitado pelo
calendario escolar, que impediu trabalhar de forma mais detalhada e intensiva, para
eliminar deficiéncias basicas apresentadas pelos alunos que cursam a disciplina de
Calculo Il. Entretanto, entre as duplas que pudemos acompanhar e que se
mostraram dispostas a buscar tais conhecimentos, notamos uma consideravel
melhora.

Novas questdes surgem a partir de nossos estudos e apontam a possibilidade
de elaborar ligdes com um foco no uso de exemplos para trabalhar as lacunas na
formacdo basica em matematica dos ingressantes nos cursos de engenharia,
trabalho que poderia ser desenvolvido na disciplina de Matematica Basica, que faz
parte do curriculo da instituicdio em que desenvolvemos a pesquisa. O uso de
exemplos introdutérios, ampliadores, sistematizadores, esclarecedores e
diagnosticadores, pode contribuir para os alunos retomarem conteudos matematicos
do ensino fundamental e médio? Pode contribuir para desenvolver também estudos
envolvendo outros conteudos de Calculo?

O desenvolvimento dessa pesquisa provocou reflexdes importantes na vida
profissional do professor/pesquisador. Ao desenvolver os estudos, conhecendo um
pouco da pesquisa em Educacdo Matematica, foi possivel perceber que ha
professores e pesquisadores que possuem expectativas semelhantes as nossas a
fim de investigar estratégias e possibilidades pedagdgicas que contribuam para
tornar o ambiente de sala de aula um constante laboratério de ensino/pesquisa.

Esperamos que as ligdes tenham desempenhado o seu papel, provocando os
desequilibrios necessarios a construgdo de conceitos e procedimentos para lidar
com integrais, fornecendo meios para que os alunos compreendam o conteudo de
forma significativa. Esperamos ainda que as ligbes contribuam para outros
pesquisadores, apontando possibilidades para a sua pratica docente. Certamente as
licbes poderdo ser melhoradas, incorporando novos exemplos, com 0 mesmo
objetivo de incentivar o desenvolvimento de conhecimentos conceituais e

procedimentais de Calculo Integral.
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1 APRESENTAGAO

Este trabalho € um extrato da dissertacdao de mestrado intitulada "Licbes de
Calculo com um foco no uso de exemplos para aprendizagem de Integrais",
desenvolvida por Sebastido Lednidas Ferreira, sob a orientagdo da professora Dra.
Maria Clara Rezende Frota e defendida no Programa de Mestrado em Ensino de
Ciéncias e Matematica da Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais.

As licdbes de Calculo abordam o estudo das técnicas de integragao por
substituicdo simples e a integragcao por partes. As licdes introduzem as integrais
indefinidas e definidas, o Teorema Fundamental do Calculo e algumas aplicagbes
das integrais definidas ao calculo de areas e volumes.

As licdes foram desenhadas objetivando o uso de exemplos para proporcionar
situagdes de ensino que possam promover o aprendizado conceitual e
procedimental de topicos de Calculo Integral. As diversas atividades propostas
buscam apresentar conceitos e procedimentos através de exemplos, que sao
sistematizados apds um processo de reflexdo do qual participam os alunos e o
professor.

Esperamos que este texto possa ser util para professores e para alunos de
cursos de engenharia e de outros cursos de graduagdo no estudo inicial das

integrais.
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2 REFERENCIAIS TEORICO-METODOLOGICOS

Quando elaboramos as Ligdes de Calculo, para discutirmos um determinado
conteudo, ndao queremos apenas fazer uma exposicdo de conceitos e
procedimentos, transmitindo aos nossos alunos informacgdes; pretendemos torna-los
capazes de fazer novas descobertas. Nossas licdes devem promover o crescimento
dos alunos, sua criatividade, capacidade de descoberta e adaptacdo. Entendemos
que as licdes sdo importantes, desempenhando um papel regulador no processo de
ensino-aprendizagem.

Um planejamento cuidadoso € um grande passo para o sucesso de uma ligao.
Ao planejar uma licdo, o professor deve entender que ela sera o caminho para a
aprendizagem dentro ou fora da sala de aula, procurando ndo desperdicar tempo em
questdes que poderdo nao contribuir com a aprendizagem, ou até mesmo prejudicar
o entendimento dos alunos. No planejamento devemos considerar os objetivos,
selecionando os métodos e procedimentos que ajudam na execucgdo e avaliagdo da
licdo considerando os objetivos pretendidos.

Sabendo da importancia de uma licdo no processo de ensino-aprendizagem,
consideramos que esta deve contemplar trés pontos fundamentais: conteudo, aluno
e objetivos.

No conteudo focalizamos o assunto a ser abordado com os alunos que séo
aqueles sujeitos que ativamente participardo da ligdo. O professor é um
coparticipante, que acompanha e faz intervengdes, sempre que forem necessarias.
Algumas ligdes sdo preparadas para que, inicialmente, apenas o aluno a execute, e,
posteriormente a execucgao, o professor possa socializar as discussdes, abordando
duvidas e observagbes que surgiram durante a execugao da ligdo. Nestas licoes, o
aluno é o principal sujeito; o professor podera atuar retirando duvidas e apontando
resultados importantes pretendidos com a licdo. Em relagdo aos objetivos da li¢cao,
entendemos que devemos especificar o que é esperado durante e apds sua
execucao, estando atentos as observacdes e duvidas evidenciadas. Isto podera
facilitar uma socializacdo posteriormente, abordando os principais pontos
pretendidos e as vezes nao alcangados pelo coletivo da turma.

Uma licdo apresenta contribuicbes importantes no processo de
aprendizagem; ao ser um instrumento de ajuda para o professor, acarreta reflexos

positivos para os alunos.
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Quadro 1 - A ligdo e suas contribuigoes

Promove situagdes de aprendizagem
para os alunos

Ajuda o professor Estimula o envolvimento
estabelecer as prioridades dos alunos com as
do conteudo abordado atividades escolares

Ajuda o professor a melhorar,
enriquecer e desenvolver métodos e
estratégias no seu trabalho.

Pode otimizar o tempo de estudo do
aluno, sistematizando conceitos e
sugerindo procedimentos

Fonte: Elaborado pelo autor

Estamos certos que um planejamento prévio, selecionando exemplos, com
objetivos de desenvolver procedimentos e a reflexdo sobre estes procedimentos,
promove situacbes que favorecem discussdes conceituais. A licdo pode
desempenhar o papel de introduzir, ampliar, esclarecer, sistematizar, desafiar e

diagnosticar conhecimentos, sejam procedimentais ou conceituais.

2.1 Conhecimento conceitual e procedimental

Nosso desejo como professores de matematica é que os alunos apresentem
uma compreensado conceitual da Matematica e sejam competentes ao
desenvolverem os procedimentos corretamente quando necessario.

Hiebert e Lefevre (1986) caracterizam o conhecimento conceitual como
aquele que é parte de uma rede composta por pecas individuais de informacgao e as
relagdes entre estas pecas. Ja se referindo aos conhecimentos processuais, definem
que esses incluem uma familiaridade com o sistema de representacdo de simbolos
da matematica e os conhecimentos de regras e procedimentos para a resolugéo de
exercicios de matematica.

O conhecimento processual pode ou nao ser aprendido de forma significativa,

porém, o conhecimento conceitual € sempre aprendido com significado. (HIEBERT;
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LEFEVRE, 1986)

Skemp, classifica o conhecimento em conhecimento relacional e
conhecimento instrumental. De acordo com ele, a Matematica envolve uma extensa
hierarquia de conceitos, n6s ndo podemos formar qualquer conceito especifico até
que tenhamos formado todos aqueles que dele dependem. (SKEMP, 1976).

Conhecimento instrumental, € a capacidade de aplicar uma regra apropriada
para a solugao de um problema sem saber a razdo pela qual a regra funciona. Em
outras palavras, saber "como", mas nao saber "por qué". Este conhecimento,
geralmente requer ndo s6 o conhecimento dos objetos, mas também do formato e
da representacdo simbdlica relacionada. Além disso, muitas vezes exige execugéo
de algoritmos, que as vezes sao executados inconscientemente. (SKEMP, 1976).

Ja o conhecimento relacional esta associado a capacidade de saber o
"porqué". Compreender os motivos pelos quais aplicamos determinados
procedimentos e perceber outras possibilidades. Quando o aluno €& capaz de
relacionar e reorganizar conceitos, podendo deduzir outras possibilidades para os
conceitos e procedimentos aprendidos, dizemos que houve a compreensao
conceitual.

Para exemplificarmos o conhecimento conceitual, suponhamos duas funcgdes f

e g, com f(x)>g(x) num intervalo [a,b]. O aluno ao entender que a integral

[f(x)- g(x)dx , podera ser interpretada como a area da regido compreendida entre

Q ey T

as duas curvas representadas pelas fungbes y=f(x) e y=g(x) no intervalo [a,b]
demonstra uma compreensdo conceitual. Demonstra ter compreendido que essa
area corresponde a soma das areas de todos os infinitos retadngulos introduzidos no
intervalo de a até b, entendendo que a base de cada retangulo é representada por
um valor infinitamente pequeno dx e a altura representada pela diferenga f(x)-g(x). O
conhecimento procedimental corresponderia a execugdo dos procedimentos,
escolhendo a técnica de integragao e fazendo os desenvolvimentos algébricos.

E compreensivel o desejo dos professores de que seus alunos equilibrem os
dois tipos de conhecimentos. O aprendizado procedimental sem o conhecimento
conceitual ndo fornece aos alunos a capacidade de extrapolar suas conclusdes a

respeito do poder das integrais. Ja o aprendizado conceitual podera mostrar para os
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alunos que outras aplicagdes semelhantes a utilizada para o calculo de areas
usando o conceito de soma infinita poderédo surgir, como a utilizagdo das integrais

para o calculo de volumes, comprimento de arcos, etc.
2.2 O papel dos exemplos em matematica

Qual o papel representado pelo uso de exemplos no ensino de Matematica?
Consideramos que o uso de exemplos é fundamental no processo de ensino
aprendizagem de Matematica, em particular de Calculo Diferencial e Integral.

Concordamos com Figueiredo, Contreras e Blanco (2006, p.31), que afirmam
que “os alunos aprendem matematica mais pelo envolvimento com exemplos do que
através de definicoes formais.”

Através de nossa experiéncia académica, € comum ouvirmos durante nossas
aulas, ap6s a exposicao de determinadas definicdes o aluno propondo; "professor dé
um exemplo". Percebemos muitas vezes que esse pedido visa esclarecer melhor o
que nao foi assimilado ou confirmar suas conclusdes, tornando as definicdes e
conceitos, mais proximos e palpaveis ao aluno.

Figueiredo, Contreras e Blanco, (2009), fundamentados em Goldenberg e
Mason (2008), afirmam que aprender mais sobre um determinado tépico € evoluir
para exemplos mais avancados e construgdes mais avancadas para esses
exemplos. Ensinar eficientemente inclui o uso de atividades e interacbes através das
quais os alunos melhoram os acessos aos exemplos.

Watson e Mason propéem que os exemplos constituem elementos de
espacgos estruturados. Os autores usam o termo espaco de exemplos para
denominar esse espaco. Para eles a extensdo e exploragdo de espacos de

exemplos sédo essenciais em matematica.

Aprender matematica consiste em explorar, rearranjar e estender espagos
de exemplos e as relagdes entre eles e dentro deles. Desenvolvendo uma
familiaridade com esses espacgos, os estudantes podem ganhar fluéncia e
facilidade em associar técnicas e discursos. Experienciando extensdes de
seu espaco de exemplos ( se bem orientado) contribui para a flexibilidade
de pensamento ndo apenas em matematica, mas, talvez, de modo mais
geral, e isso fortalece a apreciacdo e adocdo de novos conceitos.

(WATSON: MASON, 2005, p.6, tradugdo nossa)'

16 Learning mathematics consists of exploring, rearranging, and extending example spaces and the
relationships between and within them. Through developing familiarity with those spaces, learners can
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Consideramos que o professor devera apresentar uma grande variedade de
exemplos que deverdo contemplar diferentes abordagens de forma a atender as
necessidades dos alunos, promovendo circunstancias de aprendizagem. A utilidade
de um exemplo dependera de diversos fatores. A forma como o professor apresenta
um exemplo e as caracteristicas desse exemplo podem fazer a diferenca entre um
exemplo bem compreendido e util e, apenas, mais um outro exemplo (FIGUEIREDO;
CONTRERAS; BLANCO, 2009).

Cabe destacar que a aprendizagem Matematica ndo é uma tarefa facil,
necessitando dedicacdo e estudo. A medida que o aluno vai evoluindo através da
discussdao e estudo dos exemplos, definicbes e procedimentos podem ser
esclarecidos e reformulados.

Nossas leituras e investigagdes sobre os tipos de exemplos e sua fungao
possibilitaram propor categorias que buscam contemplar os tipos de exemplos com
os quais lidamos na sala de aula e que julgamos adequada para a elaboragao das
Licdes de Calculo Integral que integraram a pesquisa desenvolvida e que integram

este texto.

2.3 Uma proposta de classificagcao de exemplos

Apos um estudo de diversos trabalhos envolvendo o uso, a construgao e as
contribui¢des possiveis dos exemplos na aprendizagem de Matematica, procuramos
elaborar uma classificagdo que, julgamos ser objetiva e clara em relagdo as
atribuicbes e objetivos que desejamos ao elaborar um exemplo como parte
integrante de licdes que objetivam o ensino de Calculo Integral.

Essa classificagdo compreende seis categorias de exemplos: introdutérios,

ampliadores, sistematizadores, retificadores, desafiadores e diagnosticadores.

2.3.1 Exemplos introdutorios

Sao exemplos usados para introduzir conceitos e/ou procedimentos.
Equivalem aos exemplos iniciais. (RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO;

gain fluency and facility in associated techniques and discourse. Experiencing extensions of your
example spaces (if sensitively guided) contributes to flexibility in thinking not just within mathematics
but perhaps even more generally, and it empowers the appreciation and adoption of new concepts.
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BLANCO; CONTRERAS, 2009). Normalmente sdo de facil entendimento e sem
grandes dificuldades, sendo usados nas primeiras explicagdes. Envolvem regras e
procedimentos basicos.

O exemplo ilustrado na Figura 1 pode ser considerado como introdutério.

Notemos que o exemplo da Figura 1 pode ser usado para introduzir conceitos
e procedimentos usados para calcular areas através de integral. O aluno podera
relacionar a representacédo simbolica da integral definida e rapidamente percebera a
eficiéncia do processo que podera ser estendido a outras representacbes mais

complexas.

Figura 1 - Exemplo Introdutério
A representacgédo grafica seguinte refere-se a regido plana delimitada por f(x)= 3,
x=1 e x=4.

4 4
Calculando a integral definida I = J'3dx obtemos: J.3dx = 3x]f =3(4-1)=9
1 1

a) Que relacdo existe entre o valor da integral calculada e o valor da area do

retdngulo sombreado?
b) Observe os contornos do retangulo e os limites de integragao da integral e descreva

suas observagoes.

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.3.2 Exemplos ampliadores

Sao aqueles que dao seguimento a apresentacdo dos conceitos e
procedimentos feita através de exemplos introdutérios. Evoluem quanto ao nivel de
complexidade; apresentam procedimentos mais complexos e exigem recursos
normalmente n&o necessarios em exemplos introdutérios. Esses exemplos
desempenham o papel de ampliar os conhecimentos dos alunos, propondo
situagdes de conflitos que, gradativamente conduzem o aprendiz a niveis mais
complexos, levando o aluno a reformular seus conceitos e procedimentos. Podem
ser comparados aos exemplos de referéncia. (RISSLAND-MICHENER apud
FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO, 2009).

Propor primeiramente ao aluno que faga a representacédo grafica de uma
funcdo f(x)=x e que use uma integral para representar e calcular a area da regiao
limitada, por y=x, o eixo x, x=1 e x=3. Em seguida, pedir que calcule a area limitada,
por y=x, y=-1, x=1 e x=3. O aluno percebera que a area ndo sera a mesma,
necessitando uma reformulacdo de procedimentos; percebendo as variacdes ele

retomara suas conclusdes e ampliara seus modelos.
2.3.3 Exemplos retificadores

Sdo exemplos que exibem situagcdes conflitantes que aparecem
frequentemente apds a introducdo de conceitos e procedimentos. Discutem
possiveis interpretacdes equivocadas de conceitos e procedimentos adotados nas
resolucdes. Esta classificagcdo contempla os contraexemplos adotados por Rissland-
Michener (RISSLAND-MICHENER apud FIGUEIREDO; CONTRERAS; BLANCO,
2009).

Para melhor compreendermos o papel dos exemplos retificadores, apds uma

primeira abordagem sobre a operagdo de integragdo como operagao inversa da

n+1
derivagdo e apresentando a integral indefinida do tipo J'anx”dx=anx—1+C17,
n-+

frequentemente os alunos ao integrarem uma fung&o do tipo _[senxdx, apontam

como respostas funcdes do tipo senx®. Percebemos facilmente que houve uma

' Essa formula permanece valida para n real diferente de -1. (THOMAS, 2002, p.329).
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associagao indevida com a formula de integracéo de poténcias: a ideia de somar ao
expoente de x uma unidade. O professor podera apontar tal solugdo e pedir ao aluno
que identifique qual o erro cometido, antecipando situagbes que poderdo surgir
posteriormente.

Esses exemplos podem otimizar o aprendizado, uma vez que, apontando e
discutindo procedimentos e interpreta¢des erradas que surgem durante as leituras e
aplicacdo de conceitos. Esses exemplos antecipam duvidas que podem surgir
individualmente ou coletivamente.

E evidente que a ampliagdo do espaco de exemplos por um professor
depende muito da sua experiéncia profissional, observacéo e interesse em detectar

as interpretacdes erradas que podem e surgem com mais frequéncia.
2.3.4 Exemplos sistematizadores

S&o exemplos que resgatam e sistematizam importantes conclusdes acerca
das definicdes e procedimentos, frequentemente utilizados. Desempenham papel
semelhante ao dos exemplos modelos. Normalmente sao tedricos. Podem ou nao
anteceder outros exemplos. Apds um primeiro contato com um determinado assunto,
o professor podera apresentar tais exemplos como forma de sistematizar as ideias
gerais. A construgcdo de uma tabela contendo as regras basicas de integracédo a
partir das regras de derivagéo constitui um exemplo sistematizador, uma vez que

resgata o conceito de integragdo como operagao inversa da derivagao.
2.3.5 Exemplos desafiadores

Sdo0 exemplos que, para a sua execucdo, lancamos mao de diversos
conhecimentos acumulados nos exemplos introdutorios, exemplos ampliadores e
exemplos retificadores. Normalmente articulam diversos conhecimentos e
procedimentos desenvolvidos pelo estudante nos varios conteudos ja estudados.

Para exemplificar podemos apontar algumas integrais envolvendo fungdes
trigonométricas. Em algumas delas o aluno necessita aplicar recursos diversos como

fatoragcdo, arco duplo ou arco metade, identidades trigonométricas etc. Ex.:

CaIcuIar_[Zsenz(gjdx . O desafio consiste na busca que tera de ser feita pelo aluno,
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pesquisando entre as identidades trigonométricas aquela que € adequada para

x 1-cosx .
transformar sen’ > = — e entao integrar.

2.3.6 Exemplos diagnosticadores

Consideramos exemplos diagnosticadores aqueles que usamos para
diagnosticar as ideias prévias dos alunos sobre um conteudo matematico, ou
conceito ja estudado. Podemos usar os exemplos diagnosticadores pretendendo
uma verificagcdo a priori; objetivamos, assim, um diagnostico antecipado, para
elaborar intervengdes pedagdgicas posteriores. Exemplos diagnosticadores estédo
sempre presentes em avaliagbes feitas individualmente ou em grupos, quando
queremos verificar a compreensao por parte dos estudantes sobre os principais
pontos dos conteudos estudados.
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Figura 2 - Exemplo diagnosticador

Dada a representagao grafica de y=e*, faga o que se pede:

a) Destaque no gréfico a regido cuja area sera calculada ao resolvermos a
2

integral definida I1=Iexdx, em seguida, calcule esse valor.
-1

b) Represente graficamente a regido cuja area é dada pela integral

definida |2=T[ex —1jx.

0

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor

E importante ressaltar, que um exemplo poderd ser aoc mesmo tempo
introdutdrio e sistematizador, pois, podera desempenhar as duas ou até mais
funcdo. Assim, uma classificacdo como exemplo inicial ndo o impedira de ser
classificado como sistematizador etc.

Estamos certos das contribuicbes que os exemplos podem desempenhar na
aprendizagem. Entretanto, vale lembrar que a exposicdo de exemplos, mal
conduzidos pelo professor, podera criar concepg¢des erradas, causando
consequéncias desastrosas para o aprendizado. A transmissao de informacdes para
a construgdo conhecimentos, por parte do professor, requer todo -cuidado
(FIGUEIREDO; BLANCO; CONTRERAS, 2006).
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3 PROPOSTA DE DESENVOLVIMETO

Sugerimos, de modo geral, que as licdes desenvolvam-se através de uma
abordagem que compreenda duas etapas:

tedrica, através da exposicdo de slides contendo um resumo tedrico dos
conceitos e procedimentos basicos de cada tépico a ser estudado, sendo conduzida
pelo professor em conjunto com os alunos;

pratica, momento que as equipes, em duplas, executem as licdes que foram
preparadas objetivando complementar a abordagem tedrica, exercitando e
ampliando os conceitos e procedimentos apresentados na primeira abordagem.

O trabalho em dupla pode desempenhar um importante papel no
desenvolvimento das ligdes. Os alunos ao se envolverem nas discussdes deixam o
papel de ouvinte para assumir o papel ativo no processo. A exposicao de suas
duvidas e conjecturas pode promover o desenvolvimento da argumentacgéo logica de
suas duvidas e conclusdes.

A elaboracao das ligdes proporciona ao professor possibilidades de refletir e
pensar sobre suas abordagens, antecipando e direcionando discussdes, objetivando
alcancar o entendimento necessario. Entendemos que € fundamental que o
professor esteja atento durante a execugado das ligdes, pois, ocorrerdo resultados
previsiveis e nao previsiveis, podendo os alunos atingir ou ndo os objetivos
pretendidos. Assim, se o papel dos exemplos nao for alcangado, o professor devera
alertar sobre esses objetivos, assim como perceber quando um exemplo pode n&o
ter sido o mais adequado.
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4 AS LIGOES

Apresentamos as licdes de Calculo que foram elaboradas e desenvolvidas
com alunos de Engenharia de uma instituicdo particular de Ensino Superior do
interior do Estado de Minas Gerais. As licdes foram desenhadas de forma a focalizar
0 uso e producdo de exemplos, visando a facilitar o processo de ensino e
aprendizagem de Calculo Integral.

Para cada licdo s&o estabelecidos os objetivos e apresentados os diversos
exemplos, de acordo com as categorias por nés definidas e apresentadas no
Capitulo 2, a partir dos estudos tedricos que foram conduzidos.

Procuramos adequar as ligbes as expectativas dos cursos objetivando
trabalhar conceitos e procedimentos atendendo a um publico que apresenta
dificuldades diversas, como falta de pré-requisitos, pouco tempo disponivel para os
estudos, entre outras.

No processo de ensino e aprendizagem, consideramos professor e aluno
como sujeitos ativos, cada um com seu papel. O professor estimula a aprendizagem,
criando situacdes que possibilitem ao aluno o entendimento necessario. As licoes
desenvolvidas buscam fornecer elementos para o professor, que precisara ter
cuidados com a forma de conduzi-las. A empatia e a confianga no professor poderao
contribuir para que o ambiente de aprendizagem seja adequado aos estudos. Dos
alunos esperamos o comprometimento com os estudos, dedicando-se sempre que
possivel as leituras, sejam dos slides, livros recomendados, formar grupos de
estudos para discussdo dos conteudos estudados e principalmente a participagao

durante as aulas.

4.1 Licao 1: Ideias gerais sobre a Antiderivagao como operagao inversa da
Derivagao

A Licdo 1 apresenta rapidamente o método da exaustdo de Arquimedes, e,
representando os grandes nomes da Historia da Matematica que contribuiram para a
construcdo e evolugdo do calculo, cita Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Von
Leibniz, com o intuito de mostrar aos alunos que, muitas vezes, os conhecimentos
sdo construidos a partir de outros ja existentes e em resposta a demandas de uma

eépoca. No caso das integrais, o problema pratico era o de determinar a area de
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terrenos.

A matematica envolve uma extensa hierarquia de conceitos. Historicamente
foi preciso tempo e esforgco até que fossem estabelecidos todos os conceitos
matematicos relacionados ao calculo de areas: a derivada, a integral, uma relagao
entre as duas operagdes, como sendo uma a inversa da outra. (SKEMP, 1976).

O conhecimento processual pode ou ndo ser aprendido de forma significativa,
porém, o conhecimento conceitual é sempre aprendido com significado, assim,
procuramos dar sentido as ideias basicas de integragao, objetivando contribuir para
o conhecimento processual e conceitual. (HIEBERT; LEFEVRE, 1986),

O slide da Figura 3 teve o objetivo de motivar as primeiras colocagdes
historicas sobre o problema.

Figura 3 - Slide 1

INTRODUGAO

O Calculo Integral surgiu da necessidade de se
calcular areas de superficies limitadas por arcos,
espirais, parabolas e varios outros tipos de curvas, até
entdo calculadas através do método desenvolvido por
Arquimedes. Esse método genial mais tarde foi
denominado método de exaustao.

:
R _
A N -

Fig.1

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 4 - Slide 2

O PROBLEMA DA AREA
Dada uma fungdo f continua e nao-negativa em um
intervalo [a,b], encontre a area entre o grafico de f e o
intervalo [a,b] no eixo x. (Fig.2)
y
= y=f(x
Uma abordagem do problema da area é a
utilizacdo do método da exaustdo de
a b X Arquimedes dividindo o intervalo[a, b ]em n
subintervalos iguais e em cada um deles
y construindo um retédngulo que se estende
y=f(x) desde o eixo x até algum ponto na curva
W\/ y=1(x).
a o [imA
y A denota a area exata sob a curva e
A, denota a aproximagao de 4 usando n retigulos
y=f(x
a (Fg2) b X
As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Para atingir os objetivos pretendidos nos apoiamos nos exemplos
introdutérios Ex1 da Figura 5 e 6 e Ex2 das Figuras 7 e 8. Através de
questionamentos e sugestdes presentes nos exemplos conduzimos os alunos a
buscar conhecimentos e recursos anteriormente estudados, que as vezes ficam

esquecidos.

Figura 5 - Slide 3

O METODO DOS RETANGULOS

Para ilustrar essa ideia, vamos calcular a area sob a curva
y=x2 , acima do intervalo [0,]] Comecemos subdividindo o
intervalo em n subintervalos iguais, cada um, portanto, com
base 1/n; as alturas serdo as imagens da fungdo em

535--'9’17—191
n

0L,
n n

S o

Ex.1 - Vamos calcular por, excesso, a area sob a curva
y=x2, acima do intervalo [0,1], subdividindo em 4 reténgulos.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 6 - Slide 4

Para n=4 teremos a base b=1/4 e alturas serao :

h o=

~—_
© ©
Il
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+Paran=4;temos:
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Somando as areas dos retangulos temos A = b.h, +b.h, +b.h, +b.h,.

Escrevendo de forma mais simples temos 4=b.h, +h, +h, +h,)

Fazendo as substituicbes e os calculos temos 4o 1; — 0.46875"

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 7 - Slide 5

CALCULANDO AREAS A PARTIR DE DERIVADAS

EX.2 - Determinar a area sob o grafico de fungao f(x)=-2x+5
acima do intervalo [0,a], com a menor ou igual a 5/2.

o Através de conhecimentos de
 SRURRVARY SNRE N geometria plana sabemos que:
g B+b)h  [(5)+(-2a+5)]a
- A = =
‘ ] 2 2
Ala)= (-2a+10)a
g ! " L,

Fig.3

A(a): —a’+5a
Como a é um parametro real variavel podemos fazer a=x.

A(x)=—-x* +5x
Derivando A(x) o que obtemos?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 8 - Slide 6

Vamos calcular a area da regiao sob a curva da fungao
f(x)=-2x+5 no intervalo [0,1] .

T y=f(x)=-2x+5 b= f(1)_ 0=3
. B=f(0)-0=5
By G b h=1-0=1
L | ~ Fazendo as substituices:
0 h 1
A (B +2b)h _6 +23)1 4

Retomando a expressao que encontramos anteriormente
que nos fornece a area em fungdo de x, veja: A(x)=—x* +5x

Faga x=1 na fungéo A(x)=-x* +5x e compare com o valor
da area A encontrada anteriormente.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Finalizamos a Licdo 1 sistematizando as primeiras ideias e apresentando

algumas contribuicées das integrais, conforme as Figuras 9 e 10.

Figura 9 - Slide 7

SISTEMATIZANDO IDEIAS IMPORTANTES

Se f é uma fungdo continua nio-negativa no intervalo [a,b]
e A(x) denota a area sob o grafico de f acima do intervalo [a,x]
em que x é um ponto qualquer do intervalo [a.bl (Figura 4 ),

entdo v

y=f(x)

AX)
a b X

Assim , a partir da derivada A'(x)=f(x) dangj se recuperarmos
a férmula de A(x), poderemos obter a area sob o grafico f
acima do intervalo [a,b] calculando A(b).

O processo de encontrar uma fungéo a partir de sua derivada
é denominado antiderivagdo, e o procedimento para
encontrar areas através da antiderivagdo é denominado
método da antiderivagao.

* Anton, Bivens e Davis, 2007 p.352

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 10 - Slide 8

NECESSIDADE E IMPORTANCIA DO CALCULO
INTEGRAL

Determinacéo de:

* areas

* volumes

» comprimento de curvas

« trabalho realizado por uma forga variavel
* centros de massa

* aplicagdes na engenharia

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2 Licao 2: Fixando e complementando conhecimentos sobre antiderivagao

A Licao 2 utiliza o exemplo ampliador EC1 da Figura 11, que promove
situagbes de aprendizagem para reforcar e ampliar informagdes apresentadas na
Licdo 1. O Exemplo EC2 da Figura 12 objetiva ampliar as conclusbes acerca da
antiderivagdo como operacao inversa da derivagao, relacionando a antiderivagao ao

calculo da area sob uma curva.
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Figura 11 - Exercicio complementar 1

EC1 — Se f(x)=x?, no intervalo [0,1], podemos calcular a 4rea aproximada da

regido abaixo da curva f(x)=x?e acima de [0,1], através do método da
subdivisdo em retangulos. Assim, em cada caso:

I) Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos e construa n retangulos tendo como
altura algum valor de f(x) = x* em cada subintervalo;

II) Use o método da subdivisdo em retangulos e calcule a area aproximada da
regidao determinada.

[Il) Registre suas conclusdes.

a) e N=5

C) i n=20

I
x
|

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 12 - Exercicio Complementar 2

EC2 — Sabemos que € possivel estabelecer uma relacdo entre areas e

antiderivadas. Use o método de antiderivagao para calcular a area da regiao sob a

curva dada por f(x)= x? no intervalo [0,1].

Sugestao: Encontre uma fungéo cuja derivada seja f(x) = x°.

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3 Licao 3: A integral indefinida e as primeiras ideias importantes

Optamos por dividir a Licdo 3 em duas etapas: a primeira etapa L3-A,
apresentamos a definicdo de antiderivada ainda relacionada a derivagcdo. Na
segunda parte da licdo, denotada por L3-B, apresentamos a notagao de integral
indefinida e as primeiras propriedades importantes através de exemplos
introdutorios.

Através do exemplo introdutério E1 da Figura 13, os alunos sao convidados a

relacionar uma antiderivada a sua derivada sem muita dificuldade.

Figura 13 - Slide 1

L3-A Antiderivada

Definicao*:

Dizemos que uma funcdo F é uma antiderivada de uma
funcdo f em um dado intervalo se F’'(x) = f(x) para cada x do
intervalo.

E1- Definicao

F(x)=x*+3x & uma antiderivada de f(x)=2x +3

Se derivarmos F encontraremos f. Logo, conhecendo uma
fungao f podemos encontrar uma primitiva ou antiderivada F.

* Anton, 2007, p.355

Fonte: Elaborada pelo autor
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A seguir, na Figura 14 apresentamos o E2. No E2 selecionamos exemplos
que assumem o papel de introduzir e ampliar procedimentos e conceitos. Serao
conduzidos com a participacdo dos alunos fixando e ampliando as ideias iniciais.
Ainda na primeira etapa da Ligcdo 3 da Figura 15, apresentamos um exemplo
sistematizador E3, a fim de estimular os alunos a descobertas importantes que serao

formalizadas e frequentemente usadas.

Figura 14 - Slide 2

E2 —Relacione a 12 e 22 colunas, associando cada fun¢do da 12
coluna a sua primitiva na 22 coluna.

(N f(x)=2x+3 (a)F(x)=e*+2x*+3
(2)f(x)=e"+4x (b) F(x)=-cos(x)
(3)f(x)=sen(x) (c)F(x)=x*+3x-2
(4)f(x)=x (d)F(x):X?2+4

(5)f(x) = cos(x) (e)F(x):);—3+3x2—8x+4
(6)f(x)=x*+6x-8 (f)F(x)=sen(x)

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 15 - Slide 3

E3 — Descobertas importantes

Seja um polinbmio :
-1 -2 . .
P(x)= ax"+a, x"" +a, ,x""+..+ax+a, para n inteiro
ndo-negativo; «,,a, .4, ,,....a, € a, sdo coeficientes reais.

Considere um dos termos deste polinbmio, por

n ~ .
exemplo, a,x . Vocé seria capaz de encontrar uma
expressao que represente sua antiderivada?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Finalizamos a primeira parte da Licao 3, fixando ideias através da discussao,

juntamente com os alunos, do exemplo introdutério E4 da Figura 16.

Figura 16 - Slide 4

E4 — Complete as colunas:

Funcdo F(x)  |Derivada £’(x) Funcdo F(x) | Derivada f’(x)
2x-3
X2
2x° —5x-4
3x% +2x+7
x°-3
5x3 —x-12

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 17 - Slide 5

L3-B A INTEGRAL INDEFINIDA

TEOREMA 1* - Se F(x) for qualquer antiderivada de f(x) em
um intervalo |, entdo para qualquer constante C a fungado F(x) + C
é também uma antiderivada de f(x) naquele intervalo. Além disso,
cada antiderivada de f(x) no intervalo | pode ser expressa na forma
de F(x) + C, escolhendo-se apropriadamente a constante C.

Acompanhe o exemplo:

E1: Férmula da derivada Férmula de integracéo equivalente

%[x:”}:sxz j3x2dx=x3+C

Obs.: O sinal de s espichado jfoi inventada por Leibniz.
* Anton, 2003, p.356

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 18 - Slide 6

Integral Indefinida

NOTACAO:

Sinal de integral

Primitiva
\ /
jf x)dx = F(x)+C
N\

Integrando Integral Indefinida

A Integral indefinida € o conjunto de todas as primitivas.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 19 - Slide 7

DERIVACAO E INTEGRAGCAO

A derivagao e a integragao sao operagdes inversas, assim:

I[rax]=r(x) o [f(x)dx=F(x)+C

Para encontrarmos a integral de uma fungdo f devemos
encontrar uma funcéao F tal que, sua derivada resulte na
fungdo f que conhecemos.

Assim, If(x)dx=F(x)+C e di[F(x)JrC]:F'(x):f(x).

X

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 20 - Slide 8

E2: Sejaafungdo F(x)=x"+5.
Sua derivada é:
F'(x)= %I:F(X)] =4x""+0=4x= F'(x)=f(x)= 4x°

Uma vez que a integracao € uma operacao inversa da derivagao, entéo,
a integral o

If(x)dx=F(x)+C:j4x3dx=43 +C

+1

4
_[4x3dx:4%+C: x*+C

No exemplo, conheciamos a constante C=5, porém, ao calcularmos
uma integral indefinida encontramos uma familia de fung¢des cuja
derivada conhecemos. A fungéo F(x)z x* +5 & uma das funcdes que
pertence a familia.
Assim:

4x*

J.4x3dx=T+C=x4 +C

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 21 - Slide 9

E3 —Fixacgao:
Calcule a integral I(SXZ + 5x—3)dx

Queremos encontrar uma fungéo cuja derivada seja

fx)=3x"+5x-3,

n+l

X T
Sabemos quejanx”dx =a, + C para n inteiro diferente de - 1.

n+l

J(3x2 +5x - 3)dx = I3x2dx +J Sxdx +J(— 3 )dx

*Obs: Essa formula permanece valida para n real diferente de -1.
(Thomas, 2002, p.329)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 23 - Slide 10

Retomando a integral pedida temos:

j(?)xz +5x—3)dx = j3x2dx +j 5xdx+j(—3)dx

2+1 3
I3x2dx=3x +C1=3L+C1=x3++C1
2+1 3
141 2
_[5xdx=5x +C2:5L++C2
1+1 2

XO+1

j(—3)dx=—30+1+c3 = -3x+C;

Uma vez que C,, C, e C, sdo constantes, podemos fazer

C,+C, + C, = C, também uma constante arbitraria.

2 3 5X2 3 X2
I(3x +5x—3)dx=x +C1+T+C2—3x+C3=x +T_3X+C

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 23 - Slide 11

PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL

[0 (e)+ g(e)lex = [ £ (x)dx + [ g ()

E4: Calcule a integral J[2x+ cos x]dx

j [2x +Cos x]dx = I2xdx + Icos xdx

2x?
=——+senx+c

:x2+senx+c

Aintegral de uma soma ou diferenca de fungdes € igual a
soma ou diferenga das integrais dessas fungdes.

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 24 - Slide 12

PROPRIEDADES BASICAS DA INTEGRAL

E5 - Calculemos a integra | _|.(4X2 +4x+ 4)dx

j(4x2+4x+4)dx=j4x2dx+j4xdx+j4dx=4X—;+4X72+4x+c

3
=4%+2x2+4x+C

» Agora calculemos a integral
J'(4x2 +4x+4)dx =J'4.(x2 +x+1)dx=4.J'(x2 +x+1)dx =

2

3 3
— ][ xtdx+ [xax+ [1ax]= 4] X+ X k0= P ok s axac
32 3

Aintegral do produto de uma constante por uma fungao € igual
ao produto da constante pela integral da funcao.

ka(x)dx = kff(x)dx

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 25 - Slide 13

E6 - Relacione a primeira coluna com a segunda encontrando
integrais equivalentes:

a)[3sen(2x)dx () 2[x*ax
b)sten(x)dx () %Isen(Zx)dx
C)Jsen;ZX)dX () 2Jsen(x)dx
d)j%;x)dx () 3Isen(x)dx
e)| 27xe>dx (1) 3[sen(2x)dx
f)I2x4dx () 2ﬂJX93XdX
g)[3sen(x)dx () ;Isen(Zx)dx

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Finalizamos a licao sistematizando os principais resultados através da Figura
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Figura 26 - Slide 14

RESULTADOS IMPORTANTES

n+1

X
1)andX = +C para n diferente de -1.
n+1

Em palavras : para integrar uma poténcia em x, de expoente
diferente de -1, some 1 ao expoente e divida a nova poténcia
pelo novo expoente.

2)[[f(x)+g(x)]dx =[f(x)dx+[g(x)dx Aintegral de uma
soma ou diferenca de fungdes € igual a soma ou diferencga
das integrais dessas fungoes.

3).|. kf (x)dx = k_[f(x)dx para qualquer constante k real.

As propriedades 2 e 3 podem ser reunidas em uma sé.
Como ficaria?

As laminas foram elaboradas a partir de textos de Anton, Bivens e Davis (2007)

Fonte: Elaborada pelo autor

4.4 Licao 4: fixando e complementando conhecimentos sobre integral

indefinida e as primeiras conclusdes importantes

A Figura 27 apresenta o EC3, Exemplo Sistematizador. Ao construir uma
tabela de integrais de posse de uma tabela de derivagao, o aluno consulta as regras
de derivagao e a partir destas regras, sabendo que a integracdo é a operagao
inversa, apresentara a expressdo correspondente a cada integral indefinida
solicitada. Julgamos este exemplo como sistematizador, uma vez que resgatam e
sistematizam importantes conclusbes acerca das definicdes e procedimentos
anteriores ja estudados.

No EC4, da Figura 28, queremos que o aluno registre os procedimentos ja
adotados pelo professor ao resolver uma integral indefinida. Concordamos com
Pinto, (2008) e Porter e Masingila (2000), que atividades que levam o aluno a
registrar seus procedimentos podem contribuir com a aprendizagem.

Através dos exemplos retificadores EC5 da Figura 29 e EC6 da Figura 30,
queremos provocar discussdes sobre procedimentos errados frequentemente

cometidos pelos alunos. O EC7 da Figura 31 apresenta diversos exemplos a fim de
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fixar e ampliar procedimentos estudados.

Seguimos a ligdo apresentando o exemplo desafiador EC8 da Figura 32,
pretendendo que os alunos, pesquisando entre as identidades trigonométricas,
identifiquem aquela que é adequada para transformar o integrando num integrando
mais simples, possibilitando a aplicagdo da tabela de integragdo. Finalizamos a ligao
com os exemplos que podem ser classificados como ampliadores e desafiadores
EC9 da Figura 33 e EC10 da Figura 34.

Figura 27 - Exercicio complementar 3
EC3 - Vocé aprendeu que a derivagao e a integragao

sdo operagoes inversas. A partir das regras de derivagao que

vocé conhece, monte uma tabela de integrais indefinidas.

T Jax=

2| [xrdx =

3| Jerax=

| [cos xdx =

° | [senxdx =

® | [sec? xdx =

7| Jcossec® xdx =

8 j sec x.tgxdx =

? | [cossec x.cotgxdx =
10 | %dx =

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 28 - Exercicio complementar 4

EC4 — Vocé conhece algumas propriedades importantes das integrais indefinidas.
Aponte as propriedades que foram aplicadas na integral ja resolvida:

> Ix 1
I(Gx —7—7}3
1

| = _[6x2dx—_[§dx—_[x3dx

= BI x2dx —%Ix;dx - I x3dx

1+1

2+1 -3+1
X 1 x2 X
2
3 -2

3 2
= 2x° —1x2 XL
2
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 29 - Exercicio complementar 5
. . sen(x?) .
EC5 — N3o é correto afirmar quejsen(x)dx == C . Justifique.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 30 - Exercicio complementar 6

3 7
EC6 — a) Justifique porque nio é correto afirmar quej2x2.x6dx = Z%X? +C.

b) Qual o valor correto da integral? Justifique.

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 31 - Exercicio complementar 7

EC7 — Fixe os procedimentos importantes ja estudados calculando as
seguintes integrais:

i) j?dex
. [ 6
) J-zdx

k) I(Sex +2X - 1—2jdx

) I (3senx + ijdx

Jx
m) I—dyx_4 X
2
Ix 1
n) J. 6X2—7X—?Jd

p) | %+3xjdx (cuidado!)

Respostas:

7 a) x +C b)—%+C c) 5ex+x2+%+c d)—3cosx+4\/;+C
X X

3
5 3 X2 1 x> 2 1
x5 +Cf)2x° -—+ +C g) — -+
e)18 ) 3 x? 9 2 x 3x°

+C h)

3Inx+%x2 +C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 32 - Exercicio complementar 8

EC8 - Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o
integrando, usando relagdes conhecidas, como no caso do calculo de
integrais que envolvem fungdes trigonométricas.

Calcule as integrais seguintes:

a)j;dx (Sugestao: cos2x =2 cos?*x — 1)

1+cos2x
b) J'ZSenz[ﬁde (Sugestao: senzﬁ:m)
2 2 2
2
c) Imdx (Sugestdo: sen’x +cos® x =1)
1+ cos(x)
Respostas: 8 a) tg7x+c b) x—senx+C «c) x—senx+C

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 33 - Exercicio complementar 9

EC9 - Justifique porque sao verdadeiros os resultados das integrais indefinidas:

a)I(X+1)dX=X72+X+C=%+K b)I(X+1)2dx:—(X+1)3+C

3

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 34 - Exercicio complementar 10

EC10 — a) Os procedimentos usados no exercicio anterior ndo se aplicam a seguinte integral

indefinida [ (2x +1)°dx. Justifique.

2
b) Calcule a integral fazendo o desenvolvimento do produto notavel (2X + 1) e aplicando

as propriedades das integrais indefinidas ja estudadas.
c) Na letra b) foi possivel desenvolver o produto notavel e calcular o valor da integral, mas
por vezes o desenvolvimento da poténcia torna-se trabalhoso.

5
Desafio: Como proceder para calcular I(ZX + 1) ax?

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.5 Licao 5: Ideias gerais sobre a técnica de integracao por substituicao

simples

Inicialmente, através de um trabalho conjunto com a turma, procuramos

retomar ideias importantes da Li¢ao 4, reunidas nos slides das Figuras 35 e 36.

Figura 35 - Slide 1

Retomando ideias importantes

Vocé viu na ligdo anterior que a integral [ (2x — 1Y dx ndo pode ser

resolvida aplicando diretamente a regra R x™
janx dx =a, +C
n+

E necessario primeiramente desenvolver o produto notavel:
N[ (2x—1Fdx :_[(4x2 —4x +1)dx :%x3 —2x*+x+C

Ou entéo proceder da seguinte maneira:
1u° u® (2x-1)

du 1
Il)j(2x—1)2dx:J‘(u)2?:Ejuzdu:E.?+C:E+C: 5 +C
Observe que fizemos % =2 = du=2dx =>dx= d—zu
Vejamos que os resultados obtidos em | e Il sdo equivalentes:
Desenvolvendo (2X71)3 +C= 8x° —12x" + 6x 1 +C :gfﬁJrg,iJrC
6 6 6 6 6
e simplificando temos (ng 1)3 +C= % —2x? +x+K ondeK = —% +C

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 36 - Slide 2

Sistematizando a técnica da substituicdao

Suponhamos que F seja uma antiderivada de f e que g seja
uma funcdo diferenciavel. A derivada de F(g(x)) pode, pela

regra da cadeia, ser expressa como di[F(g ()= F'(g(x))g'(x)
X

e, em forma de integral indefinida, pode ser escrita como

J'f(g (x))g'(x)dx =F(g(x))+C
Sera util tomar u = g(x) e escrever du/dx = g'(x) na
forma du = g'(x)dx. Assim podemos escreverff(u)du =F(u)+C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Objetivando apresentar as primeiras ideias sobre a técnica da substituicao

simples elaboramos os exemplos introdutorios E1 da Figura 37 e E2 da Figura 38.

Figura 37 - Slide 3

E1) Calcule j(x2 —1)30 . 2xdx

30
Note que J‘(x2 —1) 2xdx = J‘(f(x))30 g(x)dx

Ao derivarmos f, encontramos g imediatamente, assim,

a substituicdo torna a integral em termos de u mais simples.

u-= x2—1—>%:2x—>du:2xdx
ax

J‘(x2 —1)30 2xdx = .[(u)?’o du=—=~—"-_4C

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 38 - Slide 4

E2) Calcule j 6x2vx% =5 dx:

Por substituicao temos:
u=x3—5—>$:3x2 —>du=3x2dx—>%=x2dx,

vemos que a integral J6x2\/ x> —5dx = 6J\/x3 - 5.x%dx, assim:

3
. 3

ej\/xi* —5.x%dx = 6”6% = 6.%Nﬁdu = 2ju5du :2.%+c
2

Fonte: Elaborada pelo autor
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As Figuras 39 e 40 buscaram sistematizar as conclusdes que procuramos que

os alunos pudessem obter sobre o método de substituigao simples.

Figura 39 - Slide 5

A TECNICA DA SUBSTITUIGAO SIMPLES

Em geral, ndo ha um método seguro e rapido para
escolher u, e, em alguns casos, nenhuma escolha de u
funcionara. Em tais casos, outros métodos seréo
necessarios, alguns dos quais serao discutidos mais adiante.
Fazer a escolha apropriada de u vira com a experiéncia,
mas, o dominio das regras basicas de integrais e seguir o

roteiro conforme sugerem Anton, Bivens e Davis (2007).

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 40 - Slide 6

ROTEIRO PARA USO DA TECNICA DE
SUBSTITUICAO SIMPLES

Procure uma composi¢do f(g(x)) dentro do integrando
PASSO 1 Para a qual a substituigdo u= g(x)  du=g(x)dx
produza uma integral expressa inteiramente em termos
de u e du. Isso pode ou nao ser possivel.
Se o Passo 1 tiver sido completado com sucesso, tente
PASSO 2 .

calcular a integral resultante em termos de u.

Novamente, isso pode ou nao ser possivel.

Se o Passo 2 tiver sido completado com sucesso,
PASSO 3 substitua u por g(x) para expressar a resposta final em

termos de x.

Fonte: Elaborada pelo autor
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A seguir, pretendendo ampliar os conhecimentos e apresentar novos

procedimentos, utilizamos o E3 da Figura 41.

Figura 41 - Slide 7

E3) a) Seja a integral indefinida I2.sen(2x+9) dx:

Vemos que no integrando temos 2.sen(2x +9)

Seu=2x+9 — % =2 — du = 2dx e assim podemos fazer
X

a substituicdo de 2x +9 por u e 2dx por du. Assim:
I2.sen(2x +9)dx = Isen(u)du = —cos(u) = —cos(2x+9)+C

b) Se tivéssemos a integral J'sen(2x + 9)dx 0 que mudaria?

c) E se tivéssemos a integral Jsen(3x-9)dx ?

d) A integral J'sen(Zx2 + 9)dx poderia ser resolvida

usando a mesma técnica de substituicdo simples?

Fonte: Elaborada pelo autor

4.6 Licao 6: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a

técnica de integragao por substituicao simples

Para fixar e ampliar conhecimentos sobre a técnica da substituicao simples,
apresentamos os exemplos introdutorios no EC11 da Figura 42, visam apresentar o
algoritmo usado na aplicagao da técnica possibilitando ao aluno perceber os motivos
que nos levam a escolher parte do integrando como u. Refletindo sobre os
procedimentos, podemos conduzir o aluno a uma real compreensao € ndo uma
memorizagao mecanica de procedimentos que podem nao contribuir para uma real
aprendizagem. Para atingir os objetivos pretendidos, apresentamos os exemplos
ampliadores EC12 da Figura 43 e finalizamos a licdo através dos exemplos
ampliadores e desafiadores do EC13 da Figura 44, EC14 da Figura 45 e EC15 da
Figura 46, objetivando evitar a mecanizagdo nédo refletida de procedimentos e
apresentando situagdes que os levam a buscar outros recursos para a resolugao e

apontando as limitagdes da técnica estudada.
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Figura 42 - Exercicio complementar 11

EC11 - Algumas integrais ndo sao imediatas, ou seja, ndo ha uma férmula de
integracado que aponte sua resposta. Em alguns casos a aplicagao da técnica
da substituicao torna mais simples sua resolugao. Veja o exemplo
apresentado e complete o quadro.

Integral Integrando | f(x) | g(x) f'(x)|g’(x) | U

a)_[3x2(x3—2)6dx 3x2(x* - 2f | 3x? (-2) [ 6x | 3x2 | (x*-2)

X

c) _[(2x2 —2)6 xax

2
d) I(H%dx:

)

e) [(2x—1)"dx

O método da substituigdo é relativamente direto, desde que o integrando
contenha uma composigéao f(g(x)) facilmente reconhecivel e seu resto seja
multiplo constante de g’(x). Ja que vocé apontou parte do integrando como u,
agora veja se sua escolha foi adequada fazendo a substituigdo e resolvendo
as integrais.

a) J.3x2(x3 —2)6 dx =

X
b) J.(s)(z—_1)dx =

c) J.(sz —2)6 xdx =

2x
d) [—=2dx=
)J.(5-3x2)5 ’

e) [(2x-1)dx =

Fonte: Elaborado pelo autor



210

Figura 43 - Exercicio complementar 12

EC12 - Vocé aprendeu um roteiro para a escolha de u adequadamente para a
aplicagao da técnica da substituigcdo. Siga esse roteiro e resolva as integrais:

a) _[ sen(3x)dx =

b)fcos(Sx — 2)dx

efx
c)jﬁdx:

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 44 - Exercicio complementar 13

EC13) a) Calcule a integraljsenx.cos xdx por dois métodos: primeiro fazendo

u=senx e, depois U=cosx,

b) Explique por que as duas respostas aparentemente diferentes de (a) sdo
realmente equivalentes.

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 45 - Exercicio complementar 14

EC14) As vezes a substituicdo ndo é imediata, ainda assim pode ser possivel
aplicar o método da substituigdo. Calcule as integrais aplicando as
substituigdes sugeridas:

a) J.XZ\/X—1dX = (use u=x-1 logo x=u+1)
b) _[ cos® xdx =  (lembre-se que cos’x=cosx.cosx,

cos’x+sen’x =1 = cos’x =1-sen’x, facau=senx )

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 46 - Exercicio complementar 15
EC15) a) Apesar de serem quase iguais, as integrais indefinidas J'xexzdx e

Ixexdx nao podem ser resolvidas usando os mesmos procedimentos.
Justifique.

b) Desafio. Resolva as integrais anteriores:
Fonte:Elaborada pelo autor

4.7 Licao 7: Ideias gerais sobre a técnica de integragao por partes

Retomamos inicialmente desenvolvendo com a turma uma sistematizacao de
resultados anteriormente estudados sobre a técnica de integragdo por substituicao
simples, elaborando o slide da Figura 47 e introduzimos as discussdes sobre a
integracao por partes a partir do slide da Figura 50.

Figura 47 - Slide 1

LIMITAGAO DA TECNICA DA SUBSTITUIGAO

Apesar de serem aparentemente semelhantes as integrais
indefinidas J‘xégdx ejxé‘dx nao podem ser resolvidas
utilizando-se os mesmos procedimentos. Justifique.

. 2
I) Para calcular a integral Ixex dx

fazemos u = x?, temos du = 2xdx = du_ ydx
H X2 1 u 1 u
Assm,jxe dx:—_[e du=—e"+C
2 2

\ . 2 1 .2
retornando a variavel x temos que _[xex dx = Eex +C

X
Os procedimentos nao se aplicam ao calculo da integral Ixe dx.
Voltaremos a questao apds o conhecimento de uma nova técnica
de integracéo.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 48 - Slide 2

A REGRA DO PRODUTO E A INTEGRAGAO POR PARTES

Quando u e v sdo funcgdes derivaveis de x, a Regra do Produto
para derivagdo nos dizque d (uv) _ dv du

ax ax dx

Integrar os dois lados em relagéo a x e rearranja-los leva a
equacao da integral

IS o= [ et o 52
=uv - I(vjﬁjdx

Apresentando de forma mais simples temos:f udv =uv —fvdu

Fonte: Elaborada pelo autor

O objetivo foi apresentar a técnica da integragédo por partes como importante
na resolugao de integrais onde a técnica da substituicdo simples nao funciona,
através de exemplos introdutérios E1 e E2 da Figura 49, a fim de atingirmos
rapidamente a compreensao dos procedimentos usados na aplicacdo da técnica e
deixando claro que o dominio da técnica necessita de pratica e dos conhecimentos

das regras basicas de calculo diferencial e integral estudados anteriormente.

Figura 49 - Slide 3

E1: Podemos calcular .fxexdx aplicando a nova férmula obtida:
fazendo u=x = du=dx

e dv =efdx= v=¢e*
e usando a férmula temos Ixexdx = xe* —Iexdx =xe¥-e*+C
E2:Calcule | XCoS xdx
Solugdo: Usamos a formula Iudv =uv —Ivdu
com u=x, dv=cosxdx

Para completar a férmula, tomamos a diferencial de u e
achamos a primitiva mais simples de cos x.

du = dx, vV = senx

Entao,

j X COS Xdx = xsenx — j senxdx = xsenx +cos x +C

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 50 - Slide 4

ROTEIRO PARA INTEGRAGAO POR PARTES

O objetivo principal da integracdo por partes é
escolher u e dv para obter uma nova integral que é mais facil
de calcular do que a original. Nao ha regras imediatas e
precisas para isso.

Uma estratégia que geralmente funciona é escolher u
e dv de tal modo que u fique “mais simples” ao derivar,

enquanto dv seja facil integrar e obter v.

Fonte: Elaborado pelo autor

Ampliamos os conhecimentos através dos exemplos E3 e E4 da Figura 51.
Esclarecemos, porém, que assim como a técnica da substituicdo simples, esta

técnica apresenta suas limitacoes.

Figura 51 - Slide 5

E3: Resolva os exemplos seguintes como fixagao:

a) jxsen(Zx)dx b)stln(x)dx

E4: Algumas vezes é preciso usar a técnica de integracao
por partes mais de uma vez. Resolva as integrais seguintes:

a)szexdx b)j2xssen(x)dx

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.8 Licao 8: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a

técnica de integragao por partes

Objetivando ampliar os conhecimentos acerca dos procedimentos adotados

na aplicagdo da técnica da integragédo por partes, apresentamos alguns exemplos a

serem resolvidos pelos alunos, alertando sobre quais fungdes compdem o

integrando, estimulando-os a refletir sobre essas diferentes fungées e sobre qual

seria a escolha apropriada para u e dv em cada caso. Preparamos os exemplos
introdutérios e ampliadores EC16 da Figura 52, EC17 da Figura 53, EC18 da Figura

54 e apresentamos um exemplo sistematizador EC19 da Figura 55, que visa

formalizar as reflexdes dos exemplos anteriores.

Figura 52 - Exercicio complementar 16

EC16) A integral do tipo jln xdx ndo é imediata, necessita a aplicagdo da

técnica de integracao por partes para a sua resolugdo. Da mesma forma,
quando temos integrais que envolvem o produto de fungao algébrica por
logaritmica, aplicamos a técnica de integragao por partes. Use esta técnica e
resolva as integrais abaixo. Dica: A escolha de dv=Inxdx ndo é adequada

b) jlnxdx: b) lenxdx c) Ix/;ln xdx

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 53 - Exercicio complementar 17

EC17) Observe as integrais seguintes envolvendo o produto de fungéo
trigonomeétrica por fungao algébrica.

Vocé ja sabe que derivadas de fungdes algébricas sdo, na maioria das vezes,
mais simples que derivadas de fung¢des trigonométricas. Procure fazer a
escolha adequada para u e dv e resolva as integrais.

Dica: Algumas vezes precisamos repetir a técnica de integragao por
partes para resolver uma integral.

a) Ixz cos(x )dx b) J.4xzsen(x)dx

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 54 - Exercicio complementar 18

EC18) Nas integrais que envolvem o produto de fungdo exponencial

por fungcéo algébrica, a escolha de dv mais adequada sera a exponencial,

pois, pela férmula de integragdo de exponencial Ieudu=eu+c e

escolhendo u como a fungao algébrica, sua diferencial sera mais simples.
Fagas as escolhas adequadas de u e dv e calcule as integrais

seguintes.

a) Jxexdx b) fosede (Sugestao: ver dica do EX17)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 55 - Exercicio complementar 19

EC19 - Baseando-se nas integrais ja resolvidas aplicando a técnica de
integracao por partes, observe a tabela e faga a sugestdo da escolha de u e dv,
para aplicagao da técnica de integragao por partes.

Integral u Dv

) I(algébrica)(logaritmica)dx

) f(algébrica)(exponencial)dx

) j(algébrica)(Iogaritmica)dx

Obs: Uma estratégia util para escolher u e dv quando o integrando envolve o
produto de duas func¢des de dois tipos diferentes da lista seguinte, € escolher u
como a fungéo que ocorre antes na lista e dv como o restante do integrando:
Logaritmica, trigonométrica Inversa, Algébrica, Trigonométrica, Exponencial.
O acrénimo LIATE ajuda a lembrar a ordem.

De acordo com o método apresentado anteriormente, procure resolver as
integrais:

a) [x* In(3x)ix b) [ xsec’(xlx c)[e* cos(x)ix (veja a dica do EC17)

d)Je" cos(x):lx (inverta a escolha feita obedecendo o método do LIATE, e

veja se € possivel resolver a mesma integral)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Finalizamos a licdo ampliando e desafiando através do EC20 da Figura 56.

Figura 56 - Exercicio complementar 20
EC20 - Podemos encontrar integrais que necessitam a aplicagado de mais de

uma técnica na sua resolugédo. Aplicando a técnica de integragéo por partes e

a técnica da substituicdo simples, resolva as integrais.
a)Jxe‘“dx b)chos(zx)dx o) Ixzsen(3x)dx

Fonte: Elaborada pelo autor

4.9 Licao 9: ideias gerais sobre integral definida, teorema fundamental do

calculo e aplicagao das integrais ao calculo de areas

Considerando os alunos com os quais foi desenvolvida a pesquisa, julgamos
qgue seria razoavel uma abordagem menos rigorosa do ponto de vista de um trabalho
com teoremas e demonstragdes dos resultados relacionados a Integral definida e ao

Teorema Fundamental do Calculo. Os slides das Figuras 57 a 59 retomam conceitos

ja abordados.

Figura 57 - Slide 1

RETOMANDO IDEIAS

Suponha que a fungdo f seja continua e n&o-negativa no
intervalo [a,b] e que R denote a regido delimitada
inferiormente pelo eixo x, lateralmente pelas retas verticais
x=a e x=b e superiormente pela curva y =f(x)

y=f(x)

Dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos iguais
inserindo n-1 pontos igualmente espagados entre a e b e
denotamos esses pontos por X;,Xy ..., X,.1 Cada um desses
subintervalos tem comprimento Ax :(b—a)/n . Os retangulos
com bases Ax e alturas (x,),f(x,)...,f(x, ,

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 58 - Slide 2

O CALCULO DE AREA

As areas dos retangulos seriam denotadas por:

A, =f(x,)Ax; A, = f(x, )AX;..; A, = f(x, ).Ax

Dividimos o intervalo [a,b] em n
subintervalos iguais inserindo n-1 pontos
igualmente espacgados entre a e b e
denotamos esses pontos por X;.,X; ...,
X,.1. Cada um dess()ef,asubintervalos tem
comprimento Ax=—— Os retangulos
Fig2 com bases Ax e altdras f(x,)f(x,)....f(x, )

A unido dos retangulos forma uma regido cuja area pode ser uma
aproximacé&o da area da regido abaixo da curva dada pela fungéo f e acima
do eixo x entre x=a e x=b. Em simbolos temos: A ~ }"f(x, )Ax

k=1

Quanto maior o ntimero de subintervalos n, melhor sera a aproximagéo,
assim, a area exata sera A = lim Zf(xk)Ax , se o limite existir.

nowo k=1

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 59 - Slide 3

Anteriormente calculamos a area da regiao sob a curva da
fungéo f(x)=-2x+5 no intervalo [0,1], recuperando a fungéo
primitiva F e fazendo A=F(1).
T F(x)=-x?+5xe A=—(1f +5(1)=4ua

e y=f(0=-2x+5

Para calcularmos a area no intervalo de
[0,1/2], faremos F(1/2):

: . , 1V 1\ 9
- * * A=~ +5=|=2u
T t 1 [2j " @ 4
Fig.3

Como poderiamos aproveitar as
informagdes anteriores para calcular a
Aiin area 2, limitada acima por f, abaixo
A A, pelo eixo x, entre x=1/2 e x=1?

Fgd 0 1/2 1

Fonte: Elaborada pelo autor

O principal objetivo da Licdo 10 foi aplicar as integrais para o calculo de
areas, visando a um maior interesse e participacdo dos alunos. Através dos
exemplos introdutoérios, E1 da Figura 60, E2 da Figura 64 e E3 da Figura 63,

apresentamos as principais ideias e procedimentos adotados.
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Figura 60 - Slide 4

3
E1) Calcule a integral definida [ x°dx
1

3
F(x)="-+C E uma ntegral indefinida de ~ f(x)=x?

3
3 3 3 3 3
szdx:F(3)—F(1):3—+C— T2 Tcc-2
) 3 3 3 3 3
heax--X] 3£ 27 1 26
3, 3 3 3 3 3

Esse método contribuiu para os matematicos Newton e Leibniz,
enunciarem um poderoso teorema, importantissimo no estudo do calculo,
o teorema fundamental do calculo, que possibilita o calculo de

integrais definidas usando antiderivadas.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 61 - Slide 5

Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

Parte 1:
Se f for continua em [a,b], entdo a fungao g definida por

g(x)= Jx'f(t)dt a<x<b
e continua em [a,b] é diferenciavel em (a,b) e g’'(x)=f(x).
Parte 2: b
Se f for continua em [a,b], entdo: [f(x)dx =F(b)-F(a)
Onde F é qualquer antiderivada de f, isto €, uma fungéao
tal que F’=f.
Veja que, como 2x +1é continua para qualquer x real, a integral definida

sera :ff(2x+1)dx =x? +x‘13 = [(3)2 +3]—[(1)2 +1]:12—2 =10

Fonte: Elaborada pelo autor




Figura 62 - Slide 6

E2) Calcule a integral definida [ (-x*+3xkx

0

Sabemos que a fungao f(x):—x2+3x é definida em todo o
conjunto dos reais e podemos observar que é continua. Temos
ainda que, por se tratar de um polinémio, a fungao é diferenciavel
qualquer que seja o numero real e portanto é diferenciavel

em(0.2). Pela parte 2 do TFC, como f é
continua, encontremos qualquer
antiderivada de f:

3 2
i AT Fx)=2+3% 1c
3 2

p . .
a > x F(Z):—@+3@+C:_§+6+C:E+C
5 115 & 25 pe 3 2 3 3

F(O):—@+3%+C:C

2 10 10
Assim, [ (-x* +3x)dx:F(2)—F(0):?+C—C:?
0

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 63 - Slide 7

E3) Calcule a integral definida Jsenxdx :
0

Encontramos a antiderivada de senx, calculamos os valores
das antiderivadas nos limites superior e inferior e aplicamos a
segunda parte do TFC.

Tisenxdx = —CO0S x]}JT = [— cos 'IT]— [— cos 0] = [— (_ 1)]_ [_ (1)] -2

Tsenxdx =2
0

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.10 Licao 10: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre a

integral definida, o teorema fundamental e calculo de areas

Figura 64 - Exercicio complementar 21

EC21 - A representagao grafica ao lado refere-se a
regiao plana delimitada por f(x)= 3, x=1 e x=4.
WA= Calculando a integral definida da fungéo dada no

4
intervalo [1;4], teremos: I3dx = 3X|:1 =3.(4)-3.(1)=12-
1

3=9. Observe que a integral definida representa a area
do retangulo limitado por x=1, x=4, f(x)=3 e 0 eixo X.

EC22 - Observando o grafico das curvas f(x)=3 e
g(x)=1, faga o que se pede:
g) No grafico 2, hachure a regido cuja area é dada

)
¢
<

o =

11}

o~
1
Cl—

6
pela integral .[f(x)dx .
2

L’rcﬂl [ h) No grafico 3, hachure a regido cuja area é dada

6
(x)=3 pela integral J.g(X)dX-
2

Represente no grafico 4 a regido entre as duas
curvas dadas pelas fungdes f e g no intervalo

2<x<6.

0Q
Kb
ORI T S
=l
=

6 6
j) Usando J.f(X)dX e J.g(x)dx estabeleca uma
2 2

Grafico3
X)T} expressdo matematica que represente a area
da regiao especificada no item c.
k) ¢é possivel expressar a area do item c através
de uma unica integral definida? Qual é essa
e integral?
Grafico 4 9

I) Redija um pequeno paragrafo registrando suas
conclusdes sobre o calculo de areas entre duas
curvas num dado intervalo usando integrais
definidas.

Fonte: Elaborada pelo autor

Apresentamos a proposta de resolugcdo de uma sequéncia de exemplos EC21
e EC22 da Figura 64, que desempenham o papel de introdutérios, ampliadores e
sistematizadores, a fim de possibilitar aos alunos a constru¢do de conceitos e

procedimentos que serao aplicados posteriormente em exemplos mais complexos.
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Figura 65 - Exercicio complementar 23

1 3 5
EC23 - Supondo [f(x)dx =M , [f(x)dx=N e If(x)dx =P, calcule:
-2 1 3

a) jZf(x)dx = b) j@dx = c) jff(x)dx =

Fonte: Elaborada pelo autor

Através dos exemplos introdutérios e sistematizadores que compdem o EC23
da Figura 65, desejamos fixar e sistematizar propriedades da integral definida.

Com o exemplo ampliador e retificador EC24 da Figura 66 pretendemos que
os alunos compreendam que nem toda integral corresponde a uma area. Queremos
ainda, que percebam que quando a fungao possui uma representacao grafica abaixo
do eixo x, a integral nesse intervalo resulta num valor negativo, que, em mddulo, é
igual ao valor da area. Com este exemplo, objetivamos discutir os procedimentos
usados para calcular areas através de integral definida. Apresentamos situagdes que
a integral fornecera o valor da area e outros que nao fornecera o valor da area,

provocando discussdes importantes.
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Figura 66 - Exercicio complementar 24
EC24 - Observe a representagao grafica da fungao f(x): x* e responda:

i

; f(x)=x

3

4

3

0
a) Calcule a integral definida jf(x)dx . O valor da integral pode ser a area
-1

limitada entre a curva e o eixo x no intervalo [-1,0]?
2

b) Calcule a integral definida _[f(x)dx. O valor da integral pode ser a area
0

limitada entre a curva e o eixo x no intervalo [0,2]?
2

c) Calcule a integral definida If(x)dx . O valor da integral pode ser a area
-1

limitada entre a curva e o eixo x no intervalo [-1,2]7?
Estabeleca uma expressdo matematica que represente a area da regido entre
f(x)= x>, x=-1, x=2 € 0 eixo x.

Fonte: Elaborada pelo autor

Objetivando retomar procedimentos os exemplos desafiadores EC25 da
Figura 67 foram apresentados. Retomam algumas técnicas de integragao e fixam os

procedimentos vistos em integral definida.

Figura 67 - Exercicio complementar 25
EC25 - Use as técnicas de integragao ja estudadas e calcule as integrais
definidas:

O (x22r1)2 dx b)mfex.(ﬂexfdx c) Ixcos(Zx)dx d)

) N

a)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Através do exemplo ampliador e sistematizador EC26 da Figura 68,
pretendemos provocar discussdes acerca da composi¢gao do integrando adequado

para a obtencdo da area destacada.

Figura 68 - Exercicio complementar 26

EC26 - E possivel calcular a area da regi&o limitada por uma curva e o eixo x
num intervalo a < x < b, usando integrais.

A representagao grafica abaixo refere-se a fungéo y=—x" +4x.
a) Escreva uma expressao envolvendo integrais que fornega a area da
regiao sombreada.

b) Calcule o valor da area em destaque.

Y

—+ N ESEE

Fonte: Elaborada pelo autor
4.11 Licao 11: ideias gerais sobre o calculo de volumes através das integrais

Através da Ligdo 11, pretendemos fornecer as nogbes gerais sobre o0s
procedimentos usados para calcular o volume de sélidos obtidos por rotagdo ou nao,
dando uma maior énfase aos solidos obtidos por rotagdo de uma regido plana R, em
torno dos eixos x e y, ou em torno de um eixo qualquer, paralelo aos eixos
coordenados.

Para atingir nossos objetivos, resgatamos as ideias ja apresentadas no
calculo de areas e estendemos as no¢des ao calculo de volumes, a partir dos slides

da Figura 69 e 70. Um exemplo sistematizador E1 foi apresentado na Figura 71,

b
objetivando possibilitar um entendimento da expressao _[A(x)dx, usada para o

a

calculo do volume de um so6lido que se estende ao longo de um eixo; eixo X, por
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exemplo, num intervalo de [a,b]. Nesse caso A(x) representa a area das secgdes
perpendiculares obtidas ao longo do intervalo considerado e dx a altura destas

seccoes.

Figura 69 - Slide 1

RELEMBRANDO PROCEDIMENTO IMPORTANTES

y Lembramos que o principio basico
para encontrar a area de uma regiao
y=100) plana R ¢é dividir a regiao em

flx'

R retdngulos com comprimentos cada
| _ vez menores, agrupar os retangulos
S R B para formar uma aproximagdo da

n regido que queremos encontrar.

Zf(x JAx Soma de Riemann Formar uma soma de Riemann com a

. area desses retangulos e calculamos o

A, - Iime(x’i)Ax limite, obtendo uma mtegral definida
N> ig que representa a area regiao R.

b
Ar = [f(x)dx Integral definida de a para b da fungéo f

a

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 70 - Slide 2

CALCULO DE VOLUMES

Sob condigdes apropriadas, a mesma estratégia usada
para calcular areas pode ser usada para calcular volumes. A ideia
é dividirmos o solido em fatias finas, aproximar o volume de cada
fatia, somar as aproximag¢des para formar uma soma de Riemann
e passar ao limite para obter uma integral definida que nos
fornega o volume.

Para comecgarmos, consideremos um cilindro gerado pela
translagcdo de uma regido A ao longo de uma distancia h, entao
dizemos que h é a altura do cilindro e o volume V deste é definido
por

v = Ah = [area de uma segdo transversa I|x[altura |

) . |

\

Fig.2

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 71 - Slide 3

E1) Seja S um sdlido que se estende ao longo do eixo x e
que é delimitado a esquerda e a direita, respectivamente, pelos
planos perpendiculares ao eixo x em x=a e x=b. Vamos encontrar
o volume V do sdlido, supondo que sua secdo transversal tenha
area A(x), conhecida em cada ponto x do intervalo [a,b].

c ~
A secdo \
transversal

aquitem
area A(x, )

Somando as aproximagdes
obtemos a soma de Riemann
que aproxima o volume V:

Ve kZ;:A(x;)Ax

Tomando limite quando n
cresce e as extensdes

tendem a zero, obtemos a
integral definida

V=lim> Al ax, = j'A(x)dx
n—o 4= 2

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na Figura 72 formalizamos as ideias gerais para ampliarmos através de

exemplos.

Figura 72 - Slide 4

Resultados Importantes

12 Férmula para o volume Seja S um solido delimitado por
dois planos perpendiculares ao eixo x em x=a e x=b. Se,
para cada x em [a,b], a area da segao transversal de S
perpendicular ao eixo x for A(x), entdo o volume do sélido é

b
V= IA(X)dX desde que A(x) sejaintegravel.

22 Férmula para o volume Seja S um sélido delimitado por
dois planos_perpendiculares ao eixo y em y=c e y=d. Se,
para cada y em [c,d], a area da sec¢do transversal de S
perpendicular ao eixo y for A(y), entdo o volume do sdlido é

d

V= IA(y)dy desde que A(y) seja integravel.

c

Fonte: Elaborada pelo autor
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Através da Figura 72, sistematizamos os procedimentos apresentados,
refletindo sobre estes procedimentos objetivamos facilitar a aplicagado de conceitos e
procedimentos ao calculo de volumes de solidos obtidos por rotagédo de uma regiao
plana em torno de um dos eixos cartesianos e posteriormente em torno de eixos
paralelos aos eixos cartesianos.

No exemplo E2 das Figuras 73 e 74, objetivamos apresentar o volume de

uma piramide usando os procedimentos discutidos no E1.

Figura 73 - Slide 5

E2) Vejamos uma pirdmide de base quadrada com aresta da
base a, e altura h. Introduzimos um sistema retangular de
coordenadas no qual o eixo y passa pelo apice, o eixo x passa
pela base e é paralelo a um de seus lados.

Em qualquer ponto y de [0,h] sobre o eixo y, a secao transversal
perpendicular ao eixo y € um quadrado. Se s for o comprimento
de um lado desse quadrado, entdo, por semelhanca de
triangulos, podemos escrever:

YA E

E(0,h)
h-y

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 74 - Slide 6

Assim, a area A(y) da sego transversal emy é A(y)=s =17 (h yf

E o volume é dado por = .[A(Y)dy fazendo as devidas trocas e

operacdes temos:
2 2 aZ h
{ (y)dy {h = {

Y, :-%.:—2 (h-y)] :-33—;[(h—h)3 —(h—O)s]:gaz.h

Verificamos que o volume é 1/3 da area da base vezes
a altura.
Esse resultado ja era esperado?

Fonte: Elaborada pelo autor
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Recordamos os conceitos basicos relacionados ao calculo de area do circulo

e volume de cilindro para apresentarmos as ideias gerais sobre o calculo do volume

dos solidos obtidos pela rotagao.

Figura 75 - Slide 7

RECORDANDO RELAGOES IMPORTANTES

Circulo ou disco “c” Coroa circular ou anel “cc”

2 2 2 2
A, =TT —TI, =1T(re —ri)

Cilindro
\V, =1ir’h

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 76 - Slide 8

GERANDO UM CILINDRO A PARTIR DA ROTAGCAO DE
UMA REGIAO PLANA RETANGULAR

Um sélido de revolugdo se forma da seguinte maneira:

Dada uma regido R plana e L uma linha reta que pode tocar ou
nao em R e que esteja no mesmo plano de R.

Girando-se R em torno de L, forma-se uma regido chamada de
sélido de revolugéo. Veja:

Girando um retangulo de comprimento x e largura y, em torno de
uma reta L obtemos um cilindro de altura x e raio da base y.

X X

N 2

Fig.7

Fig.8

Fonte: Elaborada pelo autor

Apresentamos os exemplos introdutérios E3 através das Figura 77 e 78 e E4

na Figura 79.

Figura 77 - Slide 9

E3) GERANDO UM CILINDRO A PARTIR DA ROTAGAO
DE UMA REGIAO PLANA RETANGULAR.

Seja R a regido plana limitada por f(x)=2, x=5 e o eixo x.
secao

X=1 X=5

Fig.10

A(x) = TIr?

Fig.8

Fig.9
Note que, ao girarmos em torno do eixo X, a regido gera um cilindro, com
raio igual ao valor da fungao f e altura igual a variagdo de x.

b
Usando a expressao, ja conecida,temos:V = J'A(x)dx A(x)=4m

5 5 com ,a=1eb=5
Assim, V = [4mdx = 4mix|] = 41[5-1]=16mu.v.
1

Fonte: Elaborada pelo autor



Figura 78 - Slide 10

VOLUME OBTIDO PELA ROTAGAO DE UMA REGIAO
PLANA EM TORNO DO EIXO X

Seja D a regido plana esbogada na figura 11. Quando cada um
dos pequenos retdngulos sédo girado em torno do eixo x, geramos
pequenos cilindros. A soma dos volumes de cada cilindro gerado
aproxima o volume da regidao D. Formando uma soma de Riemann com
todos os volumes e tomando limite para formar uma integral definida,
encontraremos o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo
X. v, = mff(x, )} .Ax

y

y=1(x)

S A = m[f(x, )F.Ax

T o
Fig.11

V, - m[f(x, )F.Ax

f(x) Fle12 Soma de Riemann in[f(x*i) Ax
i=1
) ’l‘m Tr[f( ) o V, = TI']). [f(X*i)]z.AX Assim |V, = Trj [f(x)]z-dx
h = Ax 2 a

Fig.13

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 79 - Slide 11

VOLUME OBTIDO PELA ROTAGCAO DE UMA REGIAO

PLANA EM TORNO DO EIXO Y
E4) Vamos calcular o volume do solido gerado pela rotagéo da

regido plana limitada por y = Jx, y=2 e x=0 é girada em torno do

eixo y. Raio = g(y)=R =y’
?(=y2 altura= Ay = h=dy
S g!@ -
f=dy
X

Cada um dos retangulos inscritos, com comprimer(; o r=g(y) e largura
h=dy, ao girar em torno do eixo y, gera umn cilindro, com raio r e altura h.
Sabemos que uma integral definida V J‘A y)dy nos fornece o volume
do sdlido gerado, e que a area A(y) é

2 5
V, = ﬂjy4dy = 'ITy?
0

Aly) = 1T[(y )]2

=E[2 5]:32T1Tu.v.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Os exemplos ampliadores ES da Figura 80, E6 da Figura 81 e E7 da Figura
82 objetivaram apresentar as variagdes necessarias, fornecendo meios para

generalizarmos o método do disco e da coroa-circular.

Figura 80 - Slide 12

E5) Qual é o volume do sdlido gerado pela rotagédo da regido
anterior em torno do eixo eixo x?

v, = 111[22 ~[FOO1 Jox = nﬂ4 - [x;]z}dx - nI[4 — xJdx = 4x —X;Ln
V, = 4x —’ﬂ m= {4.4—422}7 =[16 -8} = 8mu.v.

0

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 81 - Slide 13

Ex6) Seja D a regido limitada por y=+vx , y=1 e x=4. Escreva a
integral que nos forneca o volume do sdlido gerado pela
rotacido da regidao D em torno de y=1.

y

y =x

y=1
! sty
1 -
) 1 P
@ ® #
Nesse caso, o raio sera R =+/x -1, assim, pela formula de volume
temos: s

Vs =1T:[[\/;—1}1X:11j1.[x_2\/;+1}1x =n.‘f[x—2x;+1}dx=n X?Z—ZEE +X
2

{[42 4(4)% ] [12 4(1)% H g |
V=1 ———+4 |-| = —2—+1|| = — = 3,66u.v.
2 3 2 3 6

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 82 - Slide 14

E7) Seja D a regigo limitada por f(x)=+x, g(x)=1 e x=4. Escreva
a integral que nos fornega o volume do solido gerado pela
rotacdo da regidao D em torno do eixo x.

Re=f(x) Ri=g(x)

Como o sdlido apresenta
superficie interna, seu volume
sera a diferenca entre o
volumes, e pode ser calculado
diretamente com a integral:

a0y = n} [[&]2 _[1]2]dx =

Y=f(x)

4 2 4
V, = 1TI [[x —1]dx = Tr[x— - x} = g1'ru.v.
d 2 ., 2

Fonte: Elaborada pelo autor

Apresentamos, entdo, alguns slides (Figuras 83 e 84), com o objetivo de

possibilitar a sistematizacdo e generalizagcdo dos procedimentos trabalhados no

calculo de volumes.

Figura 83 - Slide 15

GENERALIZANDO PROCEDIMENTOS IMPORTANTES

Seja a regido plana D, sombreada, limitada pelas fungdes
f, g e pelo eixo y, representada na figura.
Girando a regidao plana D, em

g torno do eixo y, obtemos um
solido, cujo volume sera dado por:

v, = [y by

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 84 - Slide 16

Girando a regiao plana D em torno do eixo x, obtemos
um solido que possui superficies internamente, seu
volume sera dado por:

c T g /
> ‘

v, = [ a1 - ()12 x (@%

Fonte: Elaborada pelo autor

4.12 Licao 12: fixando e complementando conceitos e procedimentos sobre o

calculo de volumes através das integrais

Através dos exemplos sistematizadores EC27 da Figura 85, pretendemos
fortalecer importantes procedimentos e esclarecer quaisquer duvidas ainda
presentes no uso de integrais para calcular volumes.

Com os exemplos introdutorios e ampliadores do EC28 Figura 86 e EC29 da
Figura 87 pretendemos desenvolver e fixar os procedimentos visto genericamente
pelo EC27.
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Figura 85 - Exercicio complementar 27

EC27) Seja D a regido plana sombreada. Escreva uma integral que
represente o volume do sélido obtido em cada caso:

a) b . [) Girando D em torno do eixo x:

II) Girando D em torno do eixo y.

[) Girando D em torno do eixo y.

II) Girando D em torno do eixo x.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 86 - Exercicio complementar 28
EC28 - Represente no sistema cartesiano a regido D, limitada por f(x)=-x+2, 0

eiXxo X e O eixo y.

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao da regido D, em torno:

a) do eixo x b) do eixoy
c) da reta x= -1 d) da reta x=3
e) da reta y=-1 f) da reta y=3

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 87 - Exercicio complementar 29
EC29 - Facga a representacgao grafica da regido limitada por y=x2 , X=3 e 0 eixo

X, em seguida calcule:

a) O volume do sdlido gerado pela rotagéo da regido em torno do eixo x.

b) O volume do solido gerado pela rotagdo da regido em torno do eixo .

Fonte: Elaborada pelo autor

Através dos exemplos introdutérios e diagnosticadores EC30 da Figura 88 e
EC31 da Figura 89, pretendemos verificar se ficou compreendido que nem todo
sélido é obtido por rotacdo em torno de um eixo. Pretende com estes exemplos
esclarecer que os solidos obtidos por rotagcdo compreendem uma aplicacdo do

procedimento geral que adotamos na apresentagéo dos exemplos EC30 e EC31.

Figura 88 - Exercicio complementar 30
EC30 - Um sdlido S se estende ao longo do eixo x de x=1 até x=3. Para x

entre 1 e 3, a area da secdo transversal de S perpendicular ao eixo x & 3x°.
a) Escreva uma integral que representa o volume de S.

b) Qual o valor do volume do sélido S?

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 89 - Exercicio complementar 31
EC31 - Encontre o volume do sdlido cuja base € a regiao delimitada pelas

curvas Yy =Xxe y =Xx? cujas secdes transversais perpendiculares ao eixo x sdo

quadrados.

Fonte: Elaborada pelo autor

O EC32 da Figura 90 visa ampliar e sistematizar os procedimentos
aprendidos. No exemplo desafiador EC33 da Figura 91, pretendemos que o aluno
movimente recursos para representar a regido ndo muito comum e apds esta
representacido calcule o volume do sdlido obtido. Com o exemplo sistematizador e
desafiador EC34 da Figura 92, possibilitamos, primeiramente, um retorno aos
procedimentos aplicados anteriormente e, consequentemente uma reflexdo sobre
estes procedimentos e conduzimos os alunos a uma organizagdo mental,

categorizando os exemplos, conforme os procedimentos adotados.
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Figura 90 - Exercicio complementar 32
EC32 - Qual o volume do sdlido obtido pela rotagdo da regido plana limitada
abaixo por y=x?, acima por y=9 e a esquerda pelo eixo y , girando em torno:
a) do eixo y; b) do eixo x; c) de y= -1 d) de x= -1
Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 91 - Exercicio complementar 33
EC33 - Seja a regigo plana D, limitada por y=x>?, y=1 e x=3. Crie exemplos de

sélidos rotacionando a regido plana D, em torno de um eixo, de forma que:

a) A secao transversal ao eixo de rotagéo seja um disco;

b) A secao transversal ao eixo de rotagao seja uma coroa circular.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 92 - Exercicio complementar 34
EC34 - Entre os exercicios resolvidos:

a) Quais aqueles em que a segao transversal em relagao ao eixo de rotagao é
um disco?

b) Quais aqueles em que a sec¢ao transversal em relagéo ao eixo de rotagao é
uma coroa circular?

¢) Quais os que ndo sao exemplos de sélidos de revolugéo.
Fonte: Elaborada pelo autor

No EC33, desafiamos os alunos a elaborar exemplos gerados pela rotagédo da
regidao em torno de um eixo, formando solidos, cujas segdes perpendiculares aos
eixos x e y sdo discos ou coroas circulares.

Finalizamos a Ligcdo 12 com um exemplo sistematizador, desafiador e
diagnosticador. Estes exemplos visam que através da reflexdo o aluno seja levado a
sistematizar os procedimentos aplicados em todos os exemplos, apontando entre
eles os que sao solidos de rotagao e os que nao sao; entre os de rotacido, quais os

que tém seccao representando discos e quais representam coroa circular.

4.13 Avaliagoes

Apresentamos a seguir sugestdes de avaliagdes (Figuras 93 e 94), abordando
as primeiras ideias sobre integrais, integral indefinida, aplicacdo das técnicas de
integracdo por substituicdo simples e integracdo por partes. Essas avaliagbes

podem ser feitas em duplas ou individualmente, de acordo com o contexto em que é
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conduzido o trabalho.

Propomos ainda que ao final os alunos respondam a um questionario
individual sobre o trabalho desenvolvido com o foco no uso de exemplos (Figura 95).
Ao expor suas opinides, os alunos estardo contribuindo para que alteragbes sejam
feitas, possibilitando uma constante reelaboragdo e ampliacdo dos exemplos

visando a aprendizagem do conteudo de integrais de fungdes de uma variavel real.

Figura 93 - Primeira avaliagao

1) Sabemos que as vezes precisamos aplicar algumas técnicas para facilitar o calculo de algumas
integrais. Use a substituicdo simples e calcule as integrais

a) [ 2sen(x).cos(x)x. b) [3xe* dx

2) Responda as seguintes perguntas:

a) Descreva, em poucas linhas, os procedimentos que vocé usa para a aplicagao da técnica da
substituicdo simples.

b) Verifique se os procedimentos descritos anteriormente possibilitam a resolugéo das integrais,
caso nao seja possivel, mude para a outra técnica estudada.

2xX -2
I)J.ﬁdx. I jx3 In(x )dx.

3) A aplicagéo das propriedades das integrais pode modificar a expressao, facilitando a resolugéo
através do uso da tabela de integrais. Use as propriedades e consulte a tabela de integragcao para
resolver as integrais indefinidas seguintes.

2
a) f[3x5 +3e* —3x? +5sen(x)-2px  b) J{% —2cos(x)+ % +2sec?(x)— x}dx

4) Muitas vezes, para calcular uma integral, precisamos transformar o integrando, usando
identidades trigonométricas ou a fatoragao do integrando. Faga as transformagdes necessarias e
calcule as integrais seguintes:

2
JLS(X) dx ( sugestdo: cos?(x)= HLS(ZX)
1+ cox(2x) 2
1 . . A . 2 2 _ (v _yP
b)J.—X2 “6x1 9 dx (sugestao: fatoragdo do trindmio quadrado perfeito X° —2Xy +Yy* = (X y)

5) Use seus conhecimentos e calcule as integrais apresentadas a seguir:

1
a) _[(x2 —%/;)jx. b) Ii—:dx. c) jxezxdx

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 94 - Segunda avaliagao

1) Aplicando o teorema fundamental do calculo, calcule as integrais definidas:

2 i
a) _[21 4x° —X?+2x—1 dx b) J'fcos(Sx)dx

b
2) Algumas integrais definidas do tipo j f(x)dx , representam a area sob a curva
a

dada por f, acima do eixo x, entre x=a e x=b.
Veja as representacgdes graficas de algumas fungdes, calcule as integrais apontadas e
verifique se as integrais calculadas correspondem a area.

a) Ef(x)dx b) [ (x)ox

j ) f(X)=x?-2X

o)
o]
%

3) Aregiao D abaixo, esta limitada pela fungao f(x) = x2, eixo x, x= 1 e x=3. Calcule

area da regiao D.

3

%

/
7

7
i

D

>
_

2%
i
.
2

|

0

727

_
///
7

4) Baseando-se na representacao grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotacéo da regido D, em torno do eixo x?

5) Com base ainda na representacéao grafica da questao 3, qual o volume do sélido
obtido pela rotacéo da regido D em torno do eixo y?

( Sugestao: Separe a regiao em duas regides usando y=1)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 95 - Questionario avaliativo

Prezados alunos, as questdes que serdo abordadas néo influenciarao no resultado de
sua avaliacdo. O objetivo das questdes é avaliar o trabalho realizado durante este
curso, possibilitando a vocé contribuir com sua opinido para uma possivel melhora
nas atividades e procedimentos.

1) Em relagéo aos procedimentos usados pelo professor, na exposigao e aplicagcao
das atividades desenvolvidas, vocé avalia em:

( )Ruim ( )Regular ( )Bom ( ) Otimo

2) Em relagao as atividades elaboradas, como vocé avalia?

a) Atividades comuns, normalmente trabalhadas por outros professores e ndo
trouxeram grandes desafios.

b) Atividades desafiaram os conhecimentos, possibilitando a abordagem de conceitos
e procedimentos aprendidos.

c) Atividades interessantes, mas, ndo me ajudaram no aprendizado. Aponte os
motivos.

3) Em relacéo ao seu aprendizado, durante o curso desenvolvido com a metodologia
e atividades propostas:

a) Nada aprendi.

b) Aprendi como poderia ter aprendido com qualquer outro método.

c) Aprendi mais do que aprenderia com métodos ja estudados.

4) Descreva uma atividade que foi desenvolvida durante o curso que chamou sua
atencao, contribuindo para o seu aprendizado, aponte as caracteristicas desta
atividade.

5) Use o espaco abaixo para redigir qualquer comentario em relagdo ao trabalho
desenvolvido, apontando pontos positivos e negativos.

Fonte: Elaborado pelo autor
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

As “LICOES PARA O ESTUDO DE INTEGRAIS” aqui apresentadas
objetivaram promover situacées de aprendizagem que possibilitem professores e
alunos abordarem importantes temas que fundamentam os cursos de Engenharia e
de outros cursos de graduagao que tém o Calculo Integral como parte importante do
da formacdo matematica.

No desenvolvimento dessas ligdes percebemos a importancia da preparacéo,
planejamento e elaboracdo de um exemplo, refletindo sobre os objetivos que
desejamos atingir. Nao basta elaborar uma atividade que nos desperta atengéo pela
sua complexidade, ou nos atrai por qualquer motivo; nossa preocupacido €
desenvolver habilidades e procedimentos, refletindo sobre esses procedimentos a
fim de promover discussdes tedricas e praticas, criando estratégias de ensino que
podem possibilitar a aprendizagem conceitual.

Esperamos que as ligdes, elaboradas de forma a enfatizar o uso de diferentes
tipos de exemplos, tenham desempenhado o seu papel, provocando os
desequilibrios necessarios a construcdo de conceitos e procedimentos para lidar
com integrais, fornecendo meios para que os alunos compreendam o conteudo de
forma significativa. Esperamos ainda que as ligbes contribuam para outros
pesquisadores, apontando possibilidades para a sua pratica docente. Certamente as
licobes poderdo ser melhoradas, incorporando novos exemplos, com 0 mesmo
objetivo de incentivar o desenvolvimento de conhecimentos conceituais e

procedimentais no ensino de Calculo Integral.
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