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RESUMO

Esta dissertacdo objetiva trazer uma contribuicdo para o ensino de célculo diferencial
integral, a partir de um instrumento que auxilia no reconhecimento dos Intervalos de
Integracdo com aplica¢des no célculo de &reas e volumes, com a utilizacdo de uma
técnica que auxilia a resolucéo de problemas e a visualizacdo no software Maple. Tal
proposta pretendeu possibilitar aos estudantes de Calculo uma compreensao sobre a
Integral definida, enfatizando seu alcance na resolucdo de problemas de aplicacdes
de area e volume. O texto enfocou a determinac@o dos limites de integracdo na
montagem da Integral Definida. A metodologia utilizada incluiu a pesquisa basica
estratégica, a aplicada, a descritiva, a quantitativa, a bibliografica e a de campo,
porque suas caracteristicas e procedimentos permitiram comparar resultados,
levantar e compilar dados, fazer interpretacdes e chegar a conclusées. Como parte
da pesquisa de campo, foram produzidas, organizadas e utilizadas sequéncias
didaticas como estratégias de ensino para o tema proposto. Para isto, utilizou-se o
software Maple que propiciou a construgdo e visualizacdo dos Intervalos de
Integracdo, instrumento relevante para a interpretacdo de resultados. A analise dos
dados obtidos revelou maior interacéo entre os estudantes durante as discussoes e
interpretacbes entre as duplas de alunos e o software Maple possibilitou
guestionamentos mais consistentes entre 0s membros destas duplas e um
entendimento mais satisfatorio sobre o problema proposto. Concluiu-se que o produto
desta pesquisa pode constituir um recurso didatico eficiente, uma proposta, para o
ensino da Integral Definida.

Palavras-chave: Ensino da Integral Definida. Problemas de area e volume. Software
Maple. Sequéncias didaticas.



ABSTRACT

This dissertation aims to bring a contribution to the teaching of integral differential
calculus, departing from an instrument which helps in the recognition of the integration
intervals with applications in the calculus to find areas and volumes and through the
use of a technique which helps in the solution of problems and the visualization in the
Maple software. Rsearch proposal intended to possibilitate students of calculus to
comprehend definite integral, emphazing its role for the problem-solving process when
applied to areas and volumes. The text focused on the determination of the limits of
integration in the mounting of the definite integral. The methodology used included the
applied research, the descritive, the quantitative ones, the bibliographic and the field
researches as their features and procedures allow for the comparison of results,
process and gather data, make interpretations and help to reach conclusions. As part
of the field research didactic sequences were elaborated, organized and used as
strategies for teaching the subject matter. For the teaching of those sequences the
Maple software was used because it facilitates the construction and visualization of the
intergration intervals, and it constitutes an instrument relevant for interpretining results.
Data analysis revealed considerable interaction among students during discussions
and interpretations among the pairs of students. The Maple software stimulatated more
consistent questions among the members of those pairs and a far more satisfactory
understanding of the proposed problem. Research concluded that the research
product, the didactic sequences, constitutes an efficient pedagogical tool, a teaching

proposal for the definite integral.

Keywords: Definite integral teaching. Problems of area and volumes. Maple software.
Didactic sequences.



A alegria ndo chega apenas no encontro do achado, mas
faz parte do processo da busca. E ensinar e aprender ndo

pode dar-se fora da procura, fora da boniteza e da alegria.
(FREIRE, 20186, p. 16).
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1 INTRODUCAO

O Calculo Diferencial e Integral € um ramo da Matemética que serve como
ferramenta auxiliar em varias areas das ciéncias exatas. Muitos matematicos
contribuiram para sua criagcdo, pois ja utilizavam seus conceitos ainda de forma
rudimentar; dentre eles podemos destacar Zen&o, Eudoxo, Arquimedes, Cavalieri,
Wallis, Borrow e Fermat. Entretanto, consideramos que o surgimento da CDI data do
final do século XVII, /com Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried WilhemIm Leibniz
(1646-17160 que deram origem aos fundamentos mais importantes do Célculo — os
limites, as derivadas e as integrais. Eves (2004) destaca que o desenvolvimento
histérico do Calculo seguiu uma ordem contraria a dos textos que tratam o assunto
atualmente, pois, primeiramente, surgiu o Calculo Integral em processos somatoérios
atrelados ao calculo de certas areas e certos volumes e comprimento e, muito tempo
depois, o Calculo Diferencial como resultado de problemas sobre tangentes a curvas
e de guestbes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a
integracdo e a diferenciacdo estavam relacionadas entre si, sendo cada uma delas

operacéo inversa da outra.

O Célculo Diferencial Integral, parte curricular dos mais diversos Cursos do
Ensino Superior, tem como precursores: Gottgried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) e Isaac Newton (1642-1727). Uma teoria que emerge tantas outras,
realizadas por diversas pessoas que possivelmente atraidas por algo do meio
ambiente, instigando-as a observa-lo, a realizar experiéncias, a refletir sobre
os resultados — causas e consequéncias. Atos especificos da mente humana,
desenvolvidas pela necessidade, seja a que se deseja obter, resolver ou criar,
seja a que se queira explicar, intervir ou conhecer o saber de alguém ou de
um grupo de pessoas (BIEMBENGUT, 2016, p.71).

O Calculo Diferencial Integral é considerado uma das maiores realizacées da
inteligéncia humana. Para Stochiero (2007), apo6s Leibniz e Newton, muitos
matematicos vém promovendo ordenamento sistémico importante para o
desenvolvimento desse campo cientifico e constamos suas ressonancias em quase
todas as ramificagBes das atividades tecnoldgicas e sociais.

Atualmente, € uma disciplina que faz parte do curriculo de varios cursos
superiores e, portanto, tem sido contemplada com estudos e pesquisas relativos ao

seu ensino e sua aprendizagem.
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O célculo Diferencial e Integral, um ramo da Matemética, tem como principal
objetivo o estudo do movimento e da variagcdo. Considerado como a
linguagem por exceléncia do paradigma cientifico e como instrumento
indispensavel de pensamento para quase todas as areas do conhecimento
[...] € colocado como disciplina basica e obrigatéria em diversos cursos de
graduacdo da area de Ciéncias Exatas. Dentro destes cursos, 0 ensino e
aprendizagem pretende cumprir dois objetivos principais: um deles é habituar
o estudante a pensar de maneira organizada e com mobilidade; o outro,
estabelecer condi¢gbes para que o estudante aprenda a utilizar as ideias do
Célculo como regras e procedimentos na resolugdo de problemas em
situagdes concretas. (LACHINI, 2001, p. 147).

Godoy e Faria (2012) apontam as reprovacdes em disciplinas de Calculo,
principalmente, nos periodos iniciais do curso de matematica, como uma rotina que
acarreta certa banalizacdo, certo lugar comum, porque vista como um fato natural
pelos alunos e professores. Gomes (2012) destaca o fato de o estudante brasileiro
ter seu primeiro contato com o Calculo Diferencial e Integral no inicio do curso
superior, uma Matematica ‘diferente’ daquela que aprendia no Ensino Médio. Por ser
dindmica, essa disciplina € muito distinta de outros temas estudados pelos alunos que
ingressam Nos cursos superiores que encontram dificuldades para a compreensao
dos teoremas, conceitos e até mesmo célculos abordados na disciplina.

Outro fato que merece destaque € a nao diversificacdo dos sistemas de
representacdo do conhecimento matematico. Os alunos apresentam dificuldades na
visualizacdo dos elementos indispensaveis a aprendizagem do Calculo e, mesmo
assim, boa parte dos professores ignoram as ferramentas atualmente disponiveis para
minimizar tal fator complicador.

Durante nossa atuacdo como professor do Ensino Superior da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral, h4 mais de trés décadas, constatamos a complexidade
de se ensinar tal conteido. Ha algum tempo, vimos observando que vem se
acentuando a falta de conhecimento sobre conceitos e conteddos matematicos
basicos, pré-requisitos para a aprendizagem dessa disciplina, o que dificulta seu
ensino e sua aprendizagem. Isso exige dos professores universitarios retomar certos
aspectos fundantes da Matematica em atividades mais simples, com estratégias
didaticas variadas, atraentes e significativas, na tentativa de se sanarem as
dificuldades apresentadas nagueles contelidos matematicos que deveriam ter sido
adquiridos nas séries iniciais do ensino fundamental, para depois apresentarem o0s
“novos” conceitos da disciplina Calculo Diferencial e Integral.

Santarosa e Moreira (2011) discorrem essas dificuldades de ensinar e aprender

conteudos interligados aos Calculos, e apontam o fato de os professores ensinarem



12

0s conteldos, supondo que o0s estudantes jA possuem conhecimentos prévios
suficientes, e exigindo um nivel elevado de abstragdo, o que seria um complicador
para a aprendizagem. Sob essa perspectiva, a didatica se transforma de uma pratica
tradicionalista para uma progressista

Para Kenski (2001) o papel do professor é buscar e divulgar as inovacdes
existentes, como um agente que aproxima o aluno das novidades, que aponta
descobertas e informacfes orientadas para a efetivacdo da aprendizagem. Tal
professor deve facilitar o entendimento e a compreensao do conteudo, de forma a
favorecer uma aprendizagem significativa, que tenha sentido para o aluno, esteja em
consonancia com as diretrizes de uma metodologia que o0 mantenha em dia com as
exigéncias da sociedade atual.

Com o avanco das Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacéao,
professores buscam novas abordagens para as suas aulas. E, no Ensino Superior,
essas novas ferramentas podem ajudar no estudo do Calculo Diferencial e Integral,
pois, como defende Frota (2013), o uso de tecnologias auxilia os estudantes a
estabelecerem conexdes entre diferentes representacdes visuais de conceitos,
favorecendo a compreenséo e a resolucao de problemas.

As possibilidades oferecidas por essas tecnologias e sua utilizacao didatica
facilitam a compreensdo dos conceitos matematicos, uma vez que possibilita uma
melhor visualizacdo - uma nova instancia fisica, de carater dinamico, que auxilia o

aluno nas construcdes mentais dos objetos matematicos abstratos.

A visualizacdo contida numa atividade cognitiva adequada é um fator
essencial para a compreensao intuitiva. As representacdes visuais, por um
lado, contribuem para a organizacdo das informacdes em representacdes
sindpticas, constituindo um fator importante de globaliza¢do. Por outro lado,
0 aspecto concreto das imagens visuais é um fator essencial para a criagéo
de um sentimento de auto- evidéncia e imediagdo. Uma imagem visual ndo
somente organiza os dados a mao em estruturas significativas, mas é
também um importante fator que guia o desenvolvimento da solugdo. As
representagcdes visuais sao dispositivos antecipatorios essenciais.
(FAINGUELERNT, 1999, p. 42)

Nesse sentido, Gravina e Santarosa (1999) destacam que tais recursos
possibilitam criar um novo tipo de objeto — os objetos ‘concreto-abstratos’ — concretos,
porque existem na tela do computador; abstratos por se tratar de realizagOes feitas a
partir de constru¢cdes mentais. Para Couy (2008), tais recursos podem fazer com que

0 aluno se aproprie de processos mentais associados ao pensamento visual resultante
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da exteriorizagao.

Esta pesquisa apresenta sequéncias didaticas sob a perspectiva de resolucao
de problemas, com o objetivo de verificar os resultados de sua utilizacdo no ensino
dos Intervalos de Integracdo, no estudo e nas aplicacdes das Integrais, a partir da
visualizagéao.

Buscando facilitar o reconhecimento desses intervalos, que envolvem
geometria elementar, analitica e tracado de grafico no R2, estendendo para o R3,
utilizaremos o software matematico - MAPLE -, ferramenta que possibilita diversos
recursos algébricos, visualizacdo grafica, manipula¢gdes de férmulas e a construgcéo
de modelos matematicos; dessa maneira, que pode se tornar um instrumento
poderoso para o ensino do Calculo.

Com base no exposto anteriormente, e definimos o0s objetivos desta

dissertacéo.

1.1 Objetivo geral

Como utilizar o software Maple no ensino e aprendizagem de célculo de areas

e volumes por meio de integrais

1.2 Objetivos especificos

a) identificar em trés livros didaticos as abordagens da Integral Definida;

b) identificar, graficamente, como se constroem os Limites de Integracdo em
problemas de aplicacdes no calculo de areas e volumes;

c) utilizar o software MAPLE como suporte da sequéncia didatica;

d) sugerir uma sequéncia didatica para o0 ensino-aprendizagem do
Célculo/Integral Definida;

e) fundamentar e descrever os passos da sequéncia didatica;

f) listar os questionamentos de académicos, apds contato com o objeto proposto
nesta pesquisa, a sequéncia didatica;

g) apresentar os resultados da aplicacdo da sequéncia didatica.
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A presente dissertacdo se estrutura em sete capitulos.

O capitulo 1, a Introducéo, apresenta o trabalho, traz um breve historico sobre
as origens do Céalculo Diferencial e Integral, a justificativa para se desenvolver o
trabalho e a relevancia do tema e os objetivos da pesquisa.

No capitulo 2, Didética do ensino superior pela resolucdo de problemas e
informatica educativa, iniciamos a revisao bibliografica, enfocando a Didatica do
Ensino Superior determinada pela Resolucédo de Problemas e Informatica Educativa.
Destacamos a importancia da utilizacdo de softwares para a melhor visualizagéo e o
entendimento dos Intervalos de Integracdo da Integral Definida. Apresentamos e
descrevemos o software Maple, como um recurso didatico de grande potencial para o
académico na formalizacéo da Integral Definida nas suas diversas aplicagdes.

No capitulo 3, Metodologia, apresentamos as diretrizes para a execu¢ao dessa
investigacao.

No capitulo 4, Andlise do reconhecimento de Limites de Integracéo, analisamos
como sdo abordados no manuseio da Integral Definida e suas aplicacbes, em trés
livros didéaticos. O primeiro, Calculo de uma variavel, de Deborah Hughes-Hallet, em
coautoria com Otto K. Bretscher, coordenado por Elliot J. Marks e com traducao de
Rafael José lorio Junior, Valéria de Magalhdes lorio, publicado em 2008. O segundo,
Célculo, primeiro volume, de George T. Thomas com traducédo de Kleber Pedroso e
Regina Simille de Macedo e revisao técnica de Claudio Hiurofome Asanouma, de
2012. O terceiro, sob o mesmo titulo, Célculo, €, também um primeiro volume de
James Stewart, com traducéo da Ez2 Translate, de 2013.

No capitulo 5, Sequéncias didaticas como estrutura metodoldgica da pesquisa”,
apresentamos e descrevemos as sequéncias didaticas, discorremos sua elaboracéo,
organizacao e aplicacdo como valioso recurso metodoldgico.

O capitulo 6, Aplicacdo e andlise dos dados, relata como transcorreu a
aplicacao da atividade em questéo, os procedimentos didaticos a serem seguidos e a
analise dos dados obtidos na aplicacao das tarefas.

No capitulo 7, Consideracdes finais, retomamos 0s principais aspectos
abordados nesta pesquisa, discutimos sobre seus resultados e sinalizamos outras

possibilidades de anélise e de estudos na area.
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2 DIDATICA DO ENSINO SUPERIOR PELA RESOLUCAO DE PROBLEMAS E A
INFORMATICA EDUCATIVA

A Didatica do Ensino Superior (DES) busca o desenvolvimento de ambientes
de ensino e aprendizagem com base no desenvolvimento da autonomia que viabilize
a atuacdo como sujeito deste processo. A DES prima por uma aprendizagem critica,
reflexiva e significativa. Para atuar neste sentido, € fundamental que o professor
ofereca e propicie situacdes desafiadoras, proponha e aplique atividades que exijam
o envolvimento efetivo dos alunos e favorecam a construgdo do conhecimento,
partindo da realidade social e, projetando o aluno para além do seu cotidiano,

formando-o para transformar a sociedade.

2.1 Didéatica do Ensino Superior de Calculo Diferencial e Integral

2.2.1 Didatica

Na Antiguidade, o ensino era baseado na estrutura das ciéncias e da filosofia,
e a “arte de ensinar” se associava as normas e aos metodos extraidos das ideias de
harmonia entre a fé, a natureza e as linguas. E, durante muito tempo, considerou-se
gue um método Unico bastaria para se ensinarem todos os contetdos. Ledo engano.

A palavra didéatica, originada da expressao grega Texvr] di1dakTikf (techné
didaktiké), é geralmente traduzida como a arte ou técnica de ensinar. “E um dos ramos
da pedagogia destinados a colocar em pratica as diretrizes da teoria pedagogica, dos
procedimentos para o ensino do conhecimento.” (AMORIM, 2008, p. 17). Vale
salientar, ainda, que, desde sua etimologia, a palavra didatica, priorizava a realizacao
lenta de acdo, ao longo do tempo, propria do processo de instruir. O vocabulo
“didatico” surge, quando os adultos comegaram a intervir na atividade de
aprendizagem das criangas e dos jovens, através da direcao deliberada e planejada
do ensino, o que levou a formacédo da teoria didatica do ensinamento. Portanto, ndo
resta duvida alguma de que a Didatica, desde as suas origens, ndo € associada a
palavra educac¢éao, mas, ao termo Ensino.

A Didética surgiu das ac¢des de dois grandes didatas: Ratke e Coménio. Como

fato interessante, notamos que ambos vém da Europa Central, Alemanha e Republica
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Tcheca, paises onde se desenvolvia, a época, todo um processo de Reforma
Protestante.

Coménio (1592-1670) deu inicio a esse novo campo do saber com sua obra
Didatica Magna. Nesse século XVII, com este trabalho, a Didatica comeca os estudos
e as pesquisas de forma sistematizada, em busca de formas especificas de ensinar
que obtivessem melhores resultados. O conhecimento, Comenius apregoava, deve
ser adquirido, a partir da observacao de coisas e fendmenos. Por essas razoes, ele
mesmo desenvolveu métodos orientados pela finalidade da educagédo do homem para
a busca da felicidade, a partir da sua natureza. H& registros de experiéncias
educacionais realizadas segundo os principios expostos, embora nem todas tivessem
tido sucesso.

Pode-se observar que, desde o inicio, o ensino deve ter uma finalidade
educativa, 0 que néo significa que se trate da educacédo em si, porquanto o fim da
didatica é o Ensino e ndo a Educacdo. Porém, em dado momento, obviamente, fica
dificil separar essas duas entidades, pois, o objeto da Didatica abrange o ensino de
conhecimentos, atitudes e sentimentos. Prova disto € que inexistem, no entanto,
fronteiras na obra do século XVII, que estabelecam delimitagdes entre Educacédo e
Ensino.

Para Zabalza (2004), a didatica atual € um campo de conhecimentos, de
investigacdes, de propostas teoricas e praticas que tém foco nos processos de ensino
e de aprendizagem.

D’Amore (2007) destaca que foram necessarios séculos para se conseguir
estabelecer, de forma definitiva, que as didaticas “podem ser, e sdo especificas”.

Assim, a didatica para se ensinar um dado conhecimento pbéde, entdo, ser
redefinida como um projeto social sobre o como fazer, com um movimento para a
aquisicdo desse conhecimento. Nesse sentido, o autor define a didatica da
matematica como a arte de conceber e conduzir condi¢cdes que podem determinar a
aprendizagem de um sujeito sobre um conhecimento matematico.

Neste sentido, Laudares e Lachini (2001) ensinam que

A Matemética tem no Calculo um de seus ramos, é colocada como ciéncia
basica para os cursos da area de exatas. Dizer que uma ciéncia é basica
significa considera-la como linguagem, um capital cultural que deve ser
incorporado pelo estudante. Incorporar se refere ao corpo, ao fazer parte do
modo de ver os fendbmenos, ao se transmutar em habitus (conforme discutido
por Pierre Bourdieu), ao se tornar um referencial teérico por meio do qual é
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possivel nomear, classificar e analisar as coisas e os acontecimentos. O
processo de incorporagdo é lento, exige investimento pessoal de tempo e, a
semelhanca do bronzeamento, ndo pode ser feito por procuracéo. Em outros
termos, trabalhar no pagus da matematica requer esforco e dedicacao,
envolvimento e responsabilizacédo de professores e alunos, os agentes que
conferem sentido ao que se faz na universidade. (LAUDARES; LACHINI,
2001, p. 9-10).

Os desafios sobre a forma de ensinar estdo cada vez mais voltados para as
necessidades e realidades vivenciadas pelos alunos. Nesta linha de pensamento,
Freire (2016) indaga por que n&o se discutir com os alunos a razéao de ser de alguns
saberes, em relacdo ao ensino dos conteudos. Entretanto, faz-se necessario, também,
que o fazer didatico propicie tal reflexdo, em relacdo a cada situacdo de
aprendizagem, partindo da realidade em que professor e aluno estdo inseridos e
ampliando essa aprendizagem para outras realidades e habilidades.

No que compete ao Calculo diferencial e Integral, cujo ensino em muitas
universidades ainda esteja pautado em aulas tradicionais, sem fugir do modelo dado
por definicbes e propriedades de exercicios algébricos e algumas aplicacfes desses
conceitos matematicos pouco associados ao cotidiano do aluno, a didatica para o
ensino desse conteldo nao pode perder a sua esséncia.

Nesta linha de pensamento, afirmam alguns autores que

De forma geral, nas aulas de Célculo os contelidos sdo apresentados aos
alunos como um saber j& construido, sem lugar para a intuicdo,
experimentagcdo ou descoberta e perante o qual ndo é possivel a
argumentacdo. Os conceitos sdo apresentados aos alunos, na maioria das
vezes, ja formalizados, ndo decorrentes das suas agdes e da reflexdo sobre
eles, dando-se quase nenhum tempo aos alunos para sentirem a
formalizac@o como algo natural e necessario a comunicacao de processos e
resultados. (ALMEIDA; FATORI; SOUZA, 2007, p.3)

Zabala (1998) considera que as atividades de ensino devem promover
aprendizagens as mais significativas e funcionais possiveis, que facam sentido e
desencadeiem uma atitude favoravel para realiza-las, que permitam o maior nimero
de relacdes entre os distintos conteudos, que constituam estruturas de conhecimento,
e que, facilitem a compreensdo de uma realidade que nunca se apresenta

compartimentada.
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2.2.2 Didatica do Célculo Diferencial e Integral

Para o ensino do Calculo Diferencial e Integral, questiona-se o fato de os
professores insistirem na aplicacdo de um nimero excessivo de exercicios repetitivos,
inbcuos e extremamente mecéanicos e sem significado. Entretanto, se optarem por
atividades que coloquem o aluno em contato com novas situacdes que possam
estimular a busca por relagbes matematicas e a construcdo da solucdo para as
situacdes propostas, instalar-se-a uma aprendizagem significativa.

Vale, nesse sentido, citar que

O que se pode perceber é que o insucesso dos alunos esta fortemente
relacionado com a ndo adequacdo dos conteldos que compdem o0s
programas das disciplinas de Calculo a realidade dos estudantes e as
necessidades do sistema social, cultural e econémico, com uma metodologia
gue, em geral, prioriza operacgdes, técnicas e repeticdo de algoritmos, entre
outros fatore. (ALMEIDA; FATORI; SOUZA, 2007, p.3)

Nesta perspectiva, cabe ao professor de Calculo viabilizar a resolugdo de
problemas, propondo questdes que desenvolvam o pensamento matematico e a
relacdo entre as diversas areas do conhecimento, promovendo, assim, uma interacao

com o contexto social, profissional e humano.

2.2.3 Resolucéo de problemas

A resolucéo de problemas é uma importante ferramenta para a aprendizagem
do Célculo, pois permite ao aluno desenvolver suas potencialidades em sala de aula,
fazendo, assim, aplicacBes praticas dessa ferramenta.

Para Gazire (1988), a resolucdo de problemas propicia a construcdo do
conhecimento matematico através de uma situacdo-problema que favorece a
construgéo interiorizada do conhecimento, faz o aluno adquirir autonomia e fortalece
sua capacidade de usar seus conhecimentos préevios para solucionar situacoes.

Dante (2000) salienta que ensinar a resolver problema € uma ardua tarefa, pois,
nao € uma técnica Unica de ensino, mas, ao contrario, envolve uma multiplicidade de
processos de pensamento que tém que ser cautelosamente desenvolvidos com o
auxilio do professor. O autor ressalta que, seguindo estes passos e tendo o professor

como condutor e mediador, o aluno chegara a solucdo de problema.
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Segundo Polya (2006),

[...] o professor que deseja desenvolver nos alunos o espirito solucionador e
a capacidade de resolver problemas deve incutir em suas mentes algum
interesse por problemas e proporcionar-lhes muitas oportunidades de imitar
e de praticar. Além disso, quando o professor resolve um problema em aula,
deve dramatizar um pouco as suas ideias e fazer a si prOprio as mesmas
indagacdes que utiliza para ajudar os alunos. Gragas a esta orientacdo, 0
estudante acabara por descobrir o uso correto das indagacdes e sugestoes
e, ao fazé-lo, adquirira algo mais importante do que o simples conhecimento
de um fato matematico qualquer. (POLYA, 2006, p.4).

A Integral é um instrumento de Calculo. Assim, quando devidamente
manuseada, pode constituir solucdes de varios problemas. Ela pode representar o
calculo de uma area, de um volume, de um comprimento de arco. Na Termodinamica,
na Mecénica dos fluidos, na Fisica, sdo notérias as suas aplica¢des, e tudo se resume
na determinacéo precisa dos intervalos de integracdo. Por exemplo, nos momentos
e centro de massa, o problema é determinar, corretamente, os intervalos de
integracdo da regido e, da mesma forma, o momento de inércia. O problema se
generaliza, desde as aplicacBes da integral simples a dupla e tripla, na escolha
adequada dos intervalos de integragéo.

2.2.4 Informatica Educativa: o uso de Softwares para a visualizacdo no ensino de
Intervalos de Integracéo

A integragcdo das possibilidades oferecidas pela utilizagdo de recursos
computacionais nas praticas pedagogicas tem um carater interdisciplinar e leva ao
enriguecimento dos agentes envolvidos nesse processo. Assim, destacamos a
importancia do professor utilizar ferramentas computacionais, evoluindo suas préaticas
e transformando suas aulas em um ambiente de ensino significativo, despertando os
alunos para uma nova forma de aprendizado - a de aprender a aprender.

Conforme Guimarées e Dias (2006)

A questdo que se coloca para os educadores €: como integrar essa nova
forma de pensar, impulsionada pela realidade de espaco cibernético, ao
desenvolvimento de conhecimento e saberes do aluno? Torna-se cada vez
mais necessario um fazer educativo que ofereca multiplos caminhos e
alternativas, distanciando-se do discurso monolégico da resposta certa, da
sequéncia linear de conteldos, de estruturas rigidas dos saberes prontos,
com compromissos renovados em relagdo a flexibilidade, a
interconectividade, a diversidade e a variedade, além de contextualizagao no
mundo das relagBes sociais e de interesses dos envolvidos no processo de



20

aprendizagem. (GUIMARAES; DIAS, 2006, p. 23)

O desenvolvimento das tecnologias de comunicagao e informagao trouxe para
a educacédo a possibilidade de utilizacdo dos ambientes virtuais como apoio para o
ensino do Calculo. Os recursos computacionais em sala de aula constituem uma
ferramenta importante que possibilita uma aprendizagem colaborativa, e promove
maior interacdo entre alunos e professor. Para Valente (1999) com a utilizacdo de
recursos computacionais, a “educacgao deixa de ser a memorizagao da informacéao
transmitida pelo professor e passa a ser a constru¢cao do conhecimento realizada pelo
aluno de maneira significativa, sendo o professor, o facilitador desse processo de
construcéo”. (VALENTE, 1999, p. 17-18).

Para D’Ambrosio e Valente (2016), os professores de Calculo sabem o quanto
a desisténcia e o0 baixo aproveitamento assomam nossos alunos, e, por isto,

guestionam:

Serd que séo os alunos que ndo tém capacidade, ou os métodos de ensino
gue ainda sdo arcaicos em face da revolugéo das novas tecnologias? Mesmo
vivendo na era do Conhecimento, na era das Redes Sociais, praticamos a
educacdo da era Industrial. (D’AMBROSIO; VALENTE, 2016, p. 23)

Os softwares desenvolvidos para a manipulacdo de conteidos matematicos e
graficos que potencializam a visualizacdo grafica das equacfes em estudo, torna o
trabalho mais dindmico. Na perspectiva de Frota (2013), a utilizacdo de ambientes
informatizados favorece a visualizacdo e a comunicacao em Calculo, uma vez que
essa tecnologia pode mudar a forma de fazer matematica, pois contribui para o
processo de se fazerem conjecturas, interpretarem solucbes, estimularem a
investigacao e a descoberta.

D”"Ambrésio (2002) afirma que

A matematica é sem dlvida uma das matérias mais temidas pelos alunos em
geral, e como tal, pode-se ver que quanto mais recursos e meios reais forem
utilizados numa aula, maior sera o aproveitamento da matéria. A escola nao

se justifica pela apresentacdo do conhecimento obsoleto e ultrapassado e,
sim em falar em ciéncias e tecnologia. (D°"AMBROSIO, 2002, p. 80)

No mundo de hoje, onde a tecnologia avanga de maneira vertiginosa, aproveitar
este momento para despertar o interesse dos alunos, com o intuito de facilitar a

aprendizagem, utilizar estes recursos de maneira proveitosa € uma op¢ao acertada
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do professor. Stewart (2013) destaca que a disponibilidade de tecnologia n&o diminui,
pelo contrario, aumenta a importancia de se entenderem, com clareza, 0s conceitos
através das imagens na tela. Quando utilizados apropriadamente, computadores e
calculadoras gréaficas sédo ferramentas Uteis para a descoberta e compreenséo de tais

conceitos.

2.2.5 O software Maple

Optamos pela utilizacdo do software Maple, um dos instrumentos mais
poderosos de que dispdem os diversos campos da engenharia, tanto nas disciplinas
basicas, Calculo diferencial e Integral, Geometria Analitica, Equacdes diferenciais,
como em varias areas de conhecimentos especificos como a Mecatronica, Mecanica
Elétrica, Automacéao, Civil, Producdo, Metallrgica, cursos mantidos na maioria das
Universidades.

Desenvolvido a partir de 1981 pelos pesquisadores Gaston Gonnet e Keith
Geddes, do Grupo Simbdlica da Universidade Waterloo, no Canadéa e comercializado
pela Maplesoft, companhia canadense.

A estrutura interna do Maple consiste de trés componentes: Nucleo, Biblioteca
e Interface. O Nucleo (kernel) é a maquina matematica que faz os calculos, interpreta
os comandos inseridos pelo usuario e mostra os resultados. O restante do programa
€ um conjunto de bibliotecas que se acessa, quando se trabalha com contetdo
especifico. A Interface é a aparéncia do Maple que gera a interacdo entre o usuario e
0Ss comandos.

O Maple é um software matematico que permite trabalhar com informacées na
forma algébrica, possibilitando resolver solugcbes analiticas e exatas, em diversas
areas da matematica, destacando-se, entre elas, o célculo diferencial e integral. Ele
possui ferramentas graficas que facilitam a visualizacdo de resultados, plotando
graficos em 2 ou 3 dimensbes e, também, graficos animados. Possui algoritmos
numericos para a resolucdo de equacdes algébricas ou diferenciais nas quais néo é
possivel obter uma solugédo analitica. O programa disponibiliza ao usuério diversos
pacotes de comandos para aplicacbes especificas. Possui uma linguagem de
programacao propria que permite utilizar os comandos do programa para a elaboracao
de novos comandos, pacotes e procedimentos. (MUNIZ; MARCZAK 2001). E utilizado

para resolver problemas matematicos diversos, dos simples aos complexos e
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possibilita criar documentos e apresentacdes com qualidade profissional. Enquanto
ele trabalha, pode-se documentar o processo descrevendo-0 no proprio arquivo.

O programa apresenta dois modos de trabalho: o texto e o matematico. O
primeiro executa calculos rapidos, sem se preocupar com qualquer tipo de sintaxe. O
modo matematico é projetado para o uso interativo dos comandos do software que
oferece funcionalidade avancada e controle personalizado.

A grande vantagem do software sobre Maple, em relacdo aos demais
simuladores, se posta na possibilidade de se acompanhar o processo de solucao
passo a passo, com uma visao critica e de forma participativa, o que justifica sua

aplicacdo como meio didatico. (ROCHA et al., 2004).
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3 METODOLOGIA DA PESQUISA

Sabemos que metodologia € o estudo dos métodos reconhecidos pela ciéncia
como os mais adequados para a execucao de uma investigacdo cientifica. Todas elas
possuem elementos necessarios e essenciais. Para lidar com eles, faz-se necesséria
a exploracdo que parte da existéncia de um problema e utiliza métodos cientificos
para chegar a uma solucéo/concluséo para ele. Acreditamos que, se, pelo menos, um
desses elementos faltar, ndo havera exploracdo cientifica, mas, tdo somente, uma
simples redagéo.

Assim sendo, nosso trabalho, como qualquer outro texto académico, demandou
a explicitacao de critérios relativos aos seus elementos essenciais, ou seja, finalidade,
objetivos, abordagem, método e procedimentos.

Quanto ao elemento Finalidade, nesta investigacdo, lancamos mao da
pesquisa aplicada, através da qual buscamos fazer um estudo cientifico voltado para
a solucédo de um problema ja conhecido e descrito no texto do trabalho. Porém, ela
n&o serve apenas para gerar um novo conhecimento, ampliando o ja disponivel, mas,
também, para aplica-lo na prética, intervindo, assim, no mundo real.

Quanto aos Objetivos, da pesquisa descritiva que retrata as caracteristicas do
objeto estudado, expde fatos e fenbmenos com acuidade, para estabelecer a natureza
das relacdes entre as variaveis delimitadas no tema.

Nesta abordagem, postamo-nos como observador, j& que ndo nos cabe
interferir na andlise dos resultados, mas, apenas constata-la. Tal tarefa é,
normalmente, realizada por planilhas e sistemas de computador, dada a complexidade
dos numeros. Para este tipo de pesquisa, na nossa investigacdo a populagéo
estudada contou com o concurso de vinte e dois (22) académicos do Curso de
Engenharia Mecanica do terceiro periodo de 2018, da PUC Minas Unidade Contagem.

Quanto ao método, utilizamos os elementos essenciais e 0s complementares.
Os essenciais, 0os elementos minimos, deram suporte para a completa descricdo do
trabalho, e auxiliaram na identificacdo de sua finalidade e abordagem, de seus
procedimentos e objetivos e de seu método. Por sua vez, com 0s elementos
complementares acrescentamos detalhes e esclarecimentos aos elementos
essenciais, esclarecendo sobre unidades de analise, instrumentos de coleta de dados,

variaveis, dimensdes consideradas e etapas desenvolvidas.
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Finalmente, quanto aos Procedimentos, neste trabalho, optamos pelas
pesquisas de campo, por via a pesquisa-acao, e, obviamente, ainda, a bibliografica.

Na pesquisa acdo, o investigador se envolve, pessoalmente, agindo
efetivamente sobre o mundo natural, sendo, pois, sua caracteristica principal a
interferéncia para a mudanca dos fendmenos. Para isso, ele deve ser proativo na
investigacdo e propor acbes e, depois, avaliar seus resultados na populagao
envolvida. Para realizar uma pesquisa-acao € preciso identificar um problema de dada
uma comunidade, ou grupo e, a seguir, elaborar um projeto com acdes para a solucao
desse problema. Finalmente, deve avaliar as mudancas ocorridas. Com a pesquisa
acdo, procedemos a elaboracdo e aplicacdo das sequéncias didaticas como
estratégias de ensino do conteddo em pauta nesta dissertacdo. A partir disto,
comparamos o0s resultados, levantamos os dados, fizemos interpretacbes e
construimos conclusdes.

A pesquisa bibliografica, procedimento mais comum, se encontra em,
provavelmente, 100% dos trabalhos cientificos, visto que nédo se redige um trabalho
académico sem a leitura da literatura pertinente ao tema, ou seja, fontes como livros,
artigos e outros textos de caréter cientifico publicados. Com esse tipo de investigacao,
buscamos, especialmente, desvendar relacionamentos entre conceitos, ideias e
caracteristicas de um objeto, confrontamos as varias posi¢cdes sobre o problema
tratado, para reunimos o maior numero de informac6es sobre aquele assunto.

Esses tipos de metodologias de investigacdo nortearam este trabalho de
pesquisa e orientaram a elaboracdo e aplicacdo das sequéncias didaticas propostas
CUjos passos, assim como seus objetivos, sdo minuciosamente descritos no capitulo
5, no qual deixamos claras, mediante exemplos consistentes, as orientacdes sobre as

etapas a serem seguidas para se trabalhar o problema com o soft Maple.
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4 ANALISE DO RECONHECIMENTO DE LIMITES DE INTEGRACAO NOS LIVROS
DIDATICOS

O proposito deste capitulo € examinar o0 modo como trés livros didaticos de
Calculo abordam o reconhecimento dos limites de integragéo da integral definida, um
dos conceitos basicos do Calculo Integral que, juntamente com a derivada, constituem
o foco do Calculo Diferencial. Enquanto a derivada cuida da taxa de variacdo das
funcdes, o que implica captar e descrever o movimento, a integral definida se ocupa
a soma de infinitas pequenas variagoes.

A estreita conexdo entre o célculo integral e o Céalculo Diferencial é objeto do
Teorema Fundamental do Caélculo que, por relacionar a integral com a derivada,
simplifica bastante a solucéo de inumeros problemas nos varios campos do saber.

A analise desses livros toma por base os pressupostos utilizados para a técnica
de sequéncias didaticas, conforme a metodologia descrita para esta dissertacdo. Aqui,
trabalhamos sob a perspectiva da disciplina curricular Calculo como recorte de uma
ciéncia, cujo estudo requer a orientacdo de um professor. Em outras palavras,
levamos em conta que, para chegar a escola, o saber cientifico sofre transformacfes
que o simplificam, a fim de converté-lo em objeto de estudo escolar palatavel. Desse
modo, temos nessa transposicdo um movimento que parte de mudangas no “saber
cientifico” e se institui como “textos de saberes escolares” — propostas curriculares e
livros didaticos —, exigindo, na sala de aula, o tratamento de novos contetdos, com a
adocao de novas praticas.

Dentre essas novas praticas de ensino, elegemos, nesta dissertacdo como ja
mencionado, a técnica sequéncias didaticas. Ela requer que o professor — como
mediador entre o conhecimento matematico e o aluno — tenha sélido conhecimento
sobre os conceitos e procedimentos basicos sobre o assunto em tela, e perceba a
Matematica como ciéncia infalivel, mas, como ciéncia dinamica, sempre em
construgdo e aberta a incorporacéo de tecnologias e conhecimentos novos. Cabe ao
docente propor sequéncias didaticas, orientar e avaliar o percurso das sequéncias
didaticas junto com o aluno. Por parte do estudante, sujeito do processo de
aprendizagem, e sempre sob a orientacdo do professor, a sequéncia didatica requer
gue ele se poste como construtor do seu préprio conhecimento, que busca
desenvolver conceitos e procedimentos matematicos, sempre compreendendo e

atribuindo significado a quaisquer de suas acdes, evitando a simples memorizacéo e
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mecanizacgao.

Na andlise e avaliacdo desses trés livros didaticos, estdo presentes tanto as
interacOes entre professor e aluno, quanto as que ocorrem entre esta dupla e o
conteudo, isto €, a matéria-prima utilizada para a elaboracdo das sequéncias
didaticas.

Além disso, acreditamos ser papel desses compéndios:

a) favorecer o trabalho pedagdgico realizado pela dupla professor/aluno, quanto
a linguagem cientifica adequada a graduacdo;

b) sugerir atividades integradas para o ensino dos conteddos, com o intuito de
prover o aprendizado da leitura e da escrita na linguagem matematica;

c) indicar questdes de estudo e pesquisa, mobilizando a capacidade investigativa
dos alunos, de modo a facilitar a incorporacdo do método mateméatico, método
cientifico por exceléncia;

d) identificar os conceitos e reconstrui-los, por meio de interlocucéo, observacao,

investigacado, andlise, sintese e avaliacao.

Esses aspectos foram examinados nos compéndios e serviram como critérios

de avaliacdo dos seguintes livros didaticos:

a) calculo de uma variavel, Deborah Hughes-Hallet (2008);
b) célculo, George Brinton Thomas (2012);

c) célculo, James Stewart (2013).

4.1 A integral definida em Calculo de uma variavel, por Deborah Hughes-Hallet

O assunto é tratado com mais detalhes, no Capitulo 5 do livro, sob o titulo
Conceito Chave: a integral definida. Uma breve introducéo estabelece a associacao
entre conceito de integral definida, que calcula a variacao total de uma fungéo, a partir
de sua taxa de variacdo, com o de derivada ou taxa de variacdo apresentado no
Capitulo 2, intitulado Conceito Chave: a derivada. Esta conexdao permite que o
professor e 0 aluno se perguntem, desde o inicio, sobre a relacdo existente entre a

derivada e a integral definida. O capitulo termina com o Teorema Fundamental do
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Célculo que pode usar a Integral Definida, para obter informacdo sobre uma funcéo,
a partir de sua derivada.

O capitulo é dividido em quatro subsecdes, cada uma delas elaborada de
acordo com a Regra de Quatro: todo assunto deve ser apresentado de forma
geomeétrica, numeérica, algébrica e verbo-descritiva. Além disso, os autores da Regra
se orientaram pelo Modo de Arquimedes: definicbes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos. Esta visdo busca o equilibrio entre
conceitos, modelagem e habilidades, e permite que os professores possam dar
atencao a todos os aspectos do aprendizado.

A subsecédo 5.1 parte da pergunta: como medir velocidade? A resposta é
buscada por meio de um experimento: um carro se move com velocidade crescente.
Sua velocidade € medida em intervalos cada vez menores e os dados sao dispostos
em tabelas numéricas velocidade versus tempo. Correspondendo a cada tabela, &
esbocado um grafico que permite visualizar a distancia total como soma das distancias
percorridas, em cada intervalo de tempo. A subsecéo termina, mostrando como a
distancia total percorrida pode ser aproximada por somas de n parcelas e é
representada exatamente como o limite de uma soma cujo niumero de parcelas se
torna arbitrariamente grande.

Na subsec¢do 5.2, sdo construidas somas similares as obtidas no experimento
anterior para uma funcdo qualquer, independente de ela representar ou ndo uma
velocidade. A partir da visualizacdo grafica, escrevem-se as somas a direita e as
somas a esquerda, usando a notagdo de somatério. De maneira analoga ao que foi
discutido na subsecéo 5.1, o limite da soma a direita e o limite da soma a esquerda
existem e sdo iguais para a maioria das funcdes encontradas no Calculo. Nesses
casos, a integral definida é o valor do limite dessas somas. A subsec¢éo termina,
olhando a integral definida como medida de &rea e generalizando a ideia de uma soma
de Riemann.

A subsecéao 5.3 apresenta interpretacoes da integral definida. Primeiramente, o
texto afirma que a integral definida da funcao velocidade (uma taxa de variagao) pode
ser interpretada como a distancia total percorrida. Ao generalizar esta ideia para uma
funcdo qualquer, conclui que a integral definida da taxa de variacdo de qualquer
quantidade é igual a variagdo total desta quantidade. Na esteira dessa interpretacao,
a integral definida é vista como medida de uma grandeza fisica resultante do produto

de duas outras grandezas, 0 que evidencia a ideia de unidades de medida para a
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integral definida. A subsec&o termina indicando, por meio de exemplos, algumas
aplicacoes da integral definida.

A subsecado 5.4 traz alguns teoremas sobre integrais definidas. O Teorema
Fundamental do Calculo, um dos resultados mais importantes em Célculo, faz a
ligacdo entre a derivada e a integral definida: a integral definida de uma taxa de
variacdo fornece a variacéo total. O texto cuida, com detalhes, o que aparece na
demonstracdo do teorema, mostra 0 uso desse teorema para calcular integrais e
explora o uso de simetrias com o mesmo intuito. Um segundo teorema estabelece as
propriedades dos limites de integracdo. HA um teorema que apresenta as
propriedades de somas e de mudltiplos constantes do integrando. Em um quarto
teorema o texto aborda como se comparam integrais definidas.

O exame desse capitulo 4 aponta que o texto favorece o trabalho pedagogico,
que a dupla professor/aluno pode empreender: a linguagem cientifica utilizada é
adequada a um curso de graduac&o. E possivel construir uma sequéncia didatica com
o material disponibilizado pelo texto dos autores, com foco na incorporacao de seus
conceitos. Seguindo a proposta do livro, € importante que o professor oriente o aluno
para que se habitue a perceber os conceitos sob os aspectos geométrico (gréficos),
numeérico (tabelas), algébrico (equacgbes) e verbo-descritivo (em palavras).

O texto sugere inUmeras atividades integradas aos contetdos. Uma escolha
criteriosa por parte do professor, de algumas dessas atividades, e sua feitura pelo
estudante é estratégia adequada ao aprendizado da leitura e da escrita na linguagem
matematica. Talvez, seja este o principal ganho e também o mais importante objetivo
do estudo de Célculo: aprender ler e fazer matematica. E o melhor método de se ir
construindo a propria teoria vista como a maneira de 0s sujeitos construirem sua
maneira de olhar. Os autores insistem na necessidade de o aluno estudar os conceitos
no texto, antes de se dedicarem a resolucéo de problemas, procedimento comumente
adotado pelos académicos.

O texto indica muitas questdes de estudo e pesquisa. Nesse sentido, sugere
gue, quando se considera que o estudo €, em si, uma tarefa investigativa, cabe ao
professor orientar o aluno para mobilizar suas capacidades investigativas. E a maneira
de abrir possibilidades para que o estudante incorpore o método matematico, método
cientifico por exceléncia. Os problemas propostos exigem que o estudante investigue

possiveis solugbes, desafiam a criatividade de alunos e professores, alterando o
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procedimento de buscar exemplos resolvidos que sirvam de espelho no
encaminhamento de solugdes.

O texto do livro possibilita identificar os conceitos e construi-los, por meio de
interlocucdo, observacéo, investigacdo, analise, sintese e avaliacdo. O material nele
disponibilizado € rico em exemplos e exercicios de aplicagéo, seguindo o principio de
Arquimedes, segundo o qual conceitos e procedimentos formais sdo mais bem
compreendidos, por meio do estudo de problemas praticos. Existem poucos exemplos
no texto que sejam exatamente iguais aos problemas propostos, de modo que estes
nao podem ser resolvidos, procurando-se um exemplo resolvido que pareca
semelhante. O sucesso na resolugcdo dos problemas propostos acontece com o

dominio das ideias discutidas no capitulo.

4.2 A integral definida em Calculo, volumel/George T. Thomas

A integral definida é abordada no capitulo 4, que vem com o titulo Integracao e
esta dividido em secdes. Na subsecéo 4.1, sdo apresentadas as integrais indefinidas,
vistas como antiderivadas. O calculo de integrais indefinidas € feito sob a perspectiva
de operacéo inversa da derivagcdo, assunto tratado em capitulos anteriores. O texto
ressalta a importancia da antidiferenciacdo na resolucdo de equacdes diferenciais
elementares, modelos matematicos que descrevem fendbmenos e situacdes, por meio
de suas respectivas taxas de variagdo. Com base nas regras de diferenciacéo,
deduzem-se férmulas para encontrar funcdes primitivas. O processo tem como
objetivo determinar as possiveis funcdes que tém como derivada a funcédo integrada.

A subsecdo 4.2 traz as propriedades das integrais indefinidas e discute o
método de integracdo por substituicdo de variavel, considerado como operacao
inversa da regra da cadeia, procedimento utilizado na derivacdo de funcdes
compostas. A lista de fungdes integraveis inclui funcdes exponenciais e fung¢des que
levam a fung@es logaritmicas e fungdes trigonométricas inversas.

As estimativas feitas com somas finitas em varias aplicacdes, tratadas na
subsecéao 4.3, levam as ideias das somas de Riemann, constituidas por parcelas que
séo o produto de dois valores: o valor da funcdo escolhida e o do comprimento do
intervalo considerado. Tais somas finitas sao utilizadas para estimar diversas
grandezas como, por exemplo, areas entre curvas, débito cardiaco, distancias e

volumes.



30

A subsecédo 4.4 vai além das somas finitas, para verificar o que acontece no
limite, quando os comprimentos dos intervalos tornam-se infinitamente pequenos e
seu numero infinitamente grande. As integrais definidas sédo caracterizadas como
limites de somas de Riemann nas quais o numero de parcelas se torna arbitrariamente
grande.

A subsecdo 4.5 apresenta dois dos mais importantes teoremas do calculo
integral. O primeiro € o Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas, segundo o
qual uma funcdo continua em um intervalo fechado, assume seu valor médio, ao
menos uma vez nesse intervalo. O segundo é o Teorema Fundamental do Calculo
que relaciona integracdo e derivacdo, sendo dividido em duas partes. Sua
demonstracao, feita independentemente por Leibniz e Newton, deu inicio aos avancos
da Matematica que alimentaram a revolucéo cientifica durante anos, nos séculos XVIII
e XIX e nos subsequentes, constituindo o que, ainda hoje, € considerada a descoberta
mais importante do Célculo, na historia da humanidade.

A subsecéo 4.6 discute dois métodos para calcular uma integral definida por
substituicdo e afirma que ambos funcionam bem. Um desses métodos consiste em
encontrar por substituicdo a integral definida correspondente e usar uma das
primitivas para calcular a integral definida, de acordo com o Teorema Fundamental do

Célculo. No outro, aplica-se a férmula

b g(b)

[F(90:0)-g'()dx = [ fu)du, (1)

a g(a)

fazendo a troca u=g(x)e du=g’'(x)dx. Por meio de exemplos, a subsecédo utiliza

esses métodos para o calculo de areas entre curvas e sinaliza como determinar 0s
limites de integracdo em mudancas de formulas.

O capitulo termina com a subsecao 4.7, que trata da integragcdo numeérica. O modo

b
ideal para calcular o valor exato de uma integral definida If(x)dxé encontrar uma
a

formula para F(x), uma das primitivas de f(x)e calcular o niamero F(b)-F(a).

Acontece que algumas primitivas sdo dificeis de serem encontradas e o texto
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demonstra que muitas fungdes integradas nao tém formulas elementares para suas

o n : ~
primitivas como, por exemplo, f(x) _senx e f(x)=+1+x*. Nessas duas situacgdes,
X

usam-se métodos numéricos como os descritos na subsecéo: a Regra do Trapézio e
a Regra de Simpson. Tais métodos calculam valores aproximados de integrais
definidas.

Ao examinar o capitulo 4, pudemos notar que o material disponibilizado permite
que o professor construa uma boa sequéncia didatica para a abordagem da integral
definida. Na proposicdo dessa sequéncia, € oportuno que o professor perceba o livro
Céalculo de George B. Thomas como compéndio que, no século passado, serviu de
base para inUmeros cursos e métodos de ensino, dos mais tradicionais aos mais
modernos e completamente experimentais. A décima segunda edi¢do aqui analisada,
e feita com o suporte da tecnologia de base computacional, € uma revisao profunda
executada por Finney, Weir e Giordano. O texto consegue ser atual e moderno,
podendo ser usado em diversos cursos existentes, e ainda manter seus pontos fortes
tradicionais como, por exemplo, rigor matematico, excelentes exercicio e aplicacdes
relevantes para as ciéncias e a engenharia.

E desejavel que a sequéncia didatica proporcione ao aluno a oportunidade de
fazer matematica, e ndo apenas aprender a aplicar algoritmos e memorizar
operacdes, por meio de exercicios repetitivos. Vale considerar que uma sequéncia
didatica ndo é feita por um livro, mas por professores e alunos, e é para apoiar o
percurso dessa dupla que existe o livro didatico. Os recursos adicionados a esta nova
edicao tornam o livro ainda mais flexivel e (til para a efetivacao do processo de ensino
e aprendizagem. Observemos, ainda, que o livro coloca énfase na modelagem e nas
aplicacbes do Calculo, por meio de dados reais e busca dar maior equilibrio aos
métodos grafico, numérico e analitico, sem comprometer o rigor matematico na
abordagem de conceitos.

Apos feita a analise, a titulo de critica construtiva, € nosso ponto de vista que
seria razoavel que certas partes do texto apresentassem uma linguagem cientifica
menos formal, de modo a facilitar o melhor entendimento de conceitos construidos a
partir de problemas ou situagdes, sem prejuizo do rigor matematico. Tal procedimento
ajudaria, sensivelmente, a professores e alunos a percepc¢édo da Matematica como
ciéncia dinamica, em permanente processo de construcdo e ndo como coletanea de

certezas prontas e exatas, e nao sujeitas a novas maneiras de ver e pensar.
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O texto sugere atividades integradas aos conteudos, que podem ajudar no
aprendizado da leitura e da escrita em linguagem mateméatica. Quase todos o0s
exercicios pedem ao aluno que gere e interprete graficos de maneira que ele possa
entender as relacdes entre a matematica e o mundo real. Dentre as varias sec¢des de
exercicios, ha os com problemas de fixacdo e aplicados, os que instigam o
pensamento critico e questfes desafiadoras que solicitam que o aluno escreva sobre
conceitos de calculo.

Outro aspecto observado no livro € que o texto propde ao aluno explorar e
explicar varios conceitos e aplicacbes do Célculo em questdes dissertativas postas ao
término do capitulo. Os autores defendem que o aluno aprende melhor, quando as
técnicas sdo explicadas de maneira clara e simples. Para isso, a solucdo dos
problemas € apresentada passo a passo, especialmente quando envolve
procedimentos complexos; cada uma dessas solu¢des € ilustrada por meio de
exemplos.

O texto também apresenta questbes de estudo e pesquisa que mobilizam a
capacidade investigativa do aluno, de modo a facilitar a incorporacdo do método
matematico, método cientifico por exceléncia. Sdo apresentadas atividades que
desafiam o aluno a identificar conceitos e reconstrui-los, por meio de interlocucéo,
observacéo, investigacao, analise, sintese e avaliagdo. Sao atividades que, em geral,
requerem o uso de algum aplicativo de base computacional e incentivam o trabalho
em grupo. Esses problemas se prestam a explorar 0s conceitos presentes nas
integrais definidas, incentivam o aluno a propor diferentes abordagens de uma
situacdo — resolucao numérica, geométrica e algébrica — e, ainda permitem perceber

a aplicacao pratica do estudo de Matematica.

4.3 A integral definida em Calculo, volume 1/James Stewart

O livro aborda as integrais definidas no capitulo 5, que vem com o titulo
Integrais e esta dividido em seis (06) subsec¢des. Nas preliminares do capitulo, € feita
uma associacdo deste assunto com o calculo de areas, problema que remonta a
Grécia antiga, ha mais de 2500 anos, quando foram encontradas areas, por meio do
chamado método da exaustao.

Partindo da area de um retangulo, os gregos ja sabiam calcular a 4&rea de um

tridangulo e de um poligono qualquer, dividindo este em triangulos e somando suas



33

areas. No calculo da area de uma figura curva, o0 método da exaustdo dos antigos
gregos consistia em inscrever ou circunscrever a figura com poligonos e, entao,
aumentar o numero de lados destes poligonos. Ainda nas preliminares, o texto
enfatiza a relacdo entre os problemas da tangente e da velocidade usados para
introduzir a derivada — a ideia central do célculo diferencial — e os problemas da area
e da distancia, que servem para tratar da integral definida — conceito basico do Calculo
Integral.

A subsecao 5.1 apresenta a resolucao de dois problemas: o célculo de areas e
o célculo da distancia. No célculo de areas, uma regido S € aproximada por meio de
retangulos menores ou maiores (conforme aparecam abaixo ou acima da curva
considerada); a seguir, toma-se o limite da soma das areas desses retangulos,
chamados de retangulos aproximantes, quando suas larguras ficam cada vez
menores e seu numero cada vez maior. O procedimento € ilustrado por meio de
exemplos. Correspondendo a cada exemplo, € elaborado um gréafico e feita uma
tabela numérica. A argumentacdo do texto leva a perceber que a aproximacao da
medida da area de S é cada vez melhor, a medida que o numero de retangulos
aumenta. A partir dessa percepcéao, define-se a area A da regido S, que esta sob o
grafico de uma funcédo continua f, como o limite das somas das areas dos retangulos

aproximantes. Em simbolos matematicos, escreve-se:

A:!in;[f(xl)Ax+f(x2)Ax+~--+f(xn)Ax]:Lirgzn:f(xi)Ax )

O segundo problema consiste em achar a distancia percorrida por um objeto
durante certo periodo de tempo, sendo conhecida a velocidade do objeto em todos os
instantes. Se a velocidade do objeto é constante, o problema é de facil solugédo: basta
aplicar a férmula distancia = velocidade x tempo. A questdo fica mais complexa,
guando a velocidade do objeto é variavel. O texto discute esse caso por meio de um
exemplo no qual & apresentada uma tabela tempo x velocidade. A ideia explorada
consiste em pensar que os intervalos sédo paulatinamente reduzidos, de modo que,
em cada intervalo considerado, € plausivel considerar a velocidade como constante.

O texto faz uma representacado grafica da situacao e a relaciona com o problema do
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calculo de areas. Neste caso, a altura de cada retangulo é o valor da velocidade e a
largura, o intervalo de tempo. Assim, por exemplo, se a velocidade é dada em metros

. m A
por segundo e o tempo em segundos, tem-se velocidade (—jxtempo(s) = distancia(m)
S

O texto retoma a ideia de que a distancia percorrida pelo objeto €, aproximadamente,
a soma das distancias percorridas em cada intervalo. Tal procedimento leva a
afirmativa de que, quanto maior o nimero de intervalos considerados, melhor ou mais
aproximada sera a estimativa do valor da distancia percorrida pelo objeto. A distancia

exata é dada pelo limite:

d=mif(ti_l)m:mzn:f(ti)m 3)

O texto sugere que a distancia percorrida é igual a area sob o grafico da funcéo
velocidade. A subsecao termina observando que, ao computar areas, é preciso ter em
mente que elas podem ser interpretadas de varias formas préticas.

A subsecao 5.2 trabalha com os limites encontrados na subsecédo 5.1 e, com

base nesses limites, apresenta a definicdo de integral definida:

Se f é uma funcédo continua definida para a<x<b, dividimos o intervalo [a, b] em
. L b—a :
n subintervalos iguais Ax =——. Sejam X, =a,X,,X,,--+,X, =b 0sS extremos desses
n

subintervalos e vamos escolher os pontos amostrais X;, X,,X;,--+,X. desses

subintervalos de tal forma que x; esta no i-ésimo subintervalo [xf_l, x,]

b n
Ent3o, a integral definida de f é jf(x) dx =lim > f (x] ) Ax.
" n—e 4=

Depois de apresentar essa definicdo, 0 texto apresenta cinco notas que
detalham os simbolos que nela aparecem e indicam, por meio de exemplos, 0s

multiplos significados da integral definida.
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A subsecdo traz, também, a Regra do Ponto Médio que possibilita o célculo
aproximado do valor da integral considerada. Por fim, a subsecéo lista e explica as
propriedades da integral definida.

A subsecao 5.3 faz um estudo detalhado do Teorema Fundamental do Calculo,
visto como o método matemético sistemético que estabelece a conexao entre o
calculo diferencial e o integral. A demonstracéo, feita em duas partes, usa uma prova
algébrica, sempre apoiada na ideia geométrica. Na primeira parte, o texto demonstra

que se f for continua em um intervalo [a,b], entdo a funcdo g definida por
g(x):Jx.f(t)dt, com a<x<b, & continua em [ab], é diferenciavel em (a,b) e
g'(x)=f(x). A segunda parte afirma que se f for continua em um intervalo [a,b],
entéo Jtif(x) dx = F(b) —F(a), onde F é qualquer antiderivada de f, isto &€, uma funcéo
tal que F'(x)=f(x).

A subsecdo 5.4 visita a integral indefinida, introduz uma notacdo para
antiderivadas, revé as férmulas para antiderivadas e indica o uso de antidiferenciais
para calcular integrais definidas. Tendo em vista tornar o Teorema Fundamental do

Célculo de mais facil memorizacdo e de melhor aplicacdo préatica para o cdmputo da

b
integral definida, o autor sugere a férmula IF'(X) dx =F(b)-F(a) . O texto sublinha,

ainda, a diferenca entre a integral definida, que é um numero real, e a integral

indefinida, dada pela férmula IF’(x) dx =F(x)+C, uma familia de fun¢des que tém a

mesma derivada.
A subsecao 5.4 termina apresentando o Teorema da Variacdo Total, de acordo

com o qual, a integral de uma taxa de variacdo € a variacao total. Na férmula

b
apresentada anteriormente, J'F’(x) dx =F(b)-F(a), F(x)é a taxa de variagcdo de F(x)

b
no intervalo [a, b], enquanto a integral IF’(x)dx:F(b)—F(a)é a soma de infinitas

pequenas taxas de variacao.
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A subsecao 5.5 apresenta a regra de substituicdo de variavel, o que aumenta
de modo expressivo o leque de possibilidades de calculo de antiderivadas. A
subsecéao termina indicando como funciona a regra de substituicdo para as integrais
definidas.

A subsecao 5.6 define o logaritmo como uma integral: a fungcdo logaritmo

X 1
natural € uma funcéo definida por Inx :J'%dt, x>0. Para x=1, temos Inlzj%dt =0
1 1

X 1
. Para 0<x<1, Inx=j%dt:—j%dt<0. A patrtir da definicdo do logaritmo natural, a
1

X

subsecao define o numero e. Também séo definidas as fun¢des exponenciais e as
logaritmicas de base qualquer.

No exame das varias subsecfes deste capitulo 5, é possivel perceber que
professores e alunos tém excelente material para produzirem uma sequéncia didatica.
A linguagem utilizada é adequada a um curso de graduacéo. O capitulo traz muitas
aplicacOes préticas integradas ao contetdo, o que permite mobilizar a capacidade
investigativa do estudante e facilita a incorporagdo do método matematico de
abordagem de problemas.

As diferentes atividades sugeridas pelo texto permitem que o aluno identifiqgue
conceitos e os reconstrua por meio de interlocucao, observacgéao, investigacdo, analise,
sintese e avaliacao.

Sao muitos e de boa qualidade os livros a disposicdo no mercado nacional para
o estudo de Calculo, entre os quais selecionamos trés para analisar. Esses livros de
Calculo que analisamos, e indicados como livros-texto em cursos da area de Ciéncias
Exatas, apresentam algumas caracteristicas comuns. A principal delas € a énfase nos
exemplos, nas aplicacbes e nos problemas relacionados a fatos fisicos ou
geométricos, que servem tanto para elucidar o desenvolvimento de conceitos teoricos,
guanto para evidenciar a notavel versatilidade do Célculo, na pesquisa de importantes
questdes cientificas. Outra caracteristica € o cuidado para usar clareza de linguagem,
exposicao direta, intuitiva e precisa das ideias do Célculo, que tem como pressuposto
tornar a matematica mais acessivel e, assim, mais facil de aprender, sem perda do
rigor.

A exposicéao de assuntos, em geral, gira em torno de exemplos da utilizacao do
Calculo, para resolver problemas reais de interesse das pessoas. Ao selecionar tais

problemas para exemplos e exercicios, os autores parecem ter como pressuposto que
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a estimulacao do interesse e a motivacao para um estudo efetivo caminham de mé&os
dadas. As diversas aplicacdes do Calculo sdo o que deve atrair estudantes para o
assunto e servem de apoio para uma abordagem intuitiva que da énfase tanto a parte
conceitual como ao rigor na formulacéo de definicdes e conceitos-chave da disciplina.

E comum, nos livros de Célculo, a inser¢éo de muitos exercicios operatorios,
antes da abordagem de conjuntos de problemas conceituais e de aplicacgao; tal
procedimento tem como finalidade, de acordo com os autores, assegurar que 0
estudante adquira suficiente dominio em manipulacdes algébricas, o que € visto como
instrumental indispensavel para resolver problemas conceituais e questdes préaticas
que exijam andlise de situacbes concretas.

Encontra-se, também, nos livros? a sugestédo do uso de calculadora grafica ou
de softwares que possibilitem célculos matematicos, o tracado de graficos de funcdes,
o desenvolvimento de algoritmos, a modelagem de problemas, bem como a anélise,
a exploragéo e a visualizacdo de dados. S&o numerosos os problemas baseados em
graficos que enfatizam o entendimento de conceitos e familiarizam o estudante com o
uso da microeletrbnica, ndo somente para obter respostas, mas, especialmente, para
entender o processo utilizado para a sua obtencdo. Além de contribuir para a
revitalizacdo do Célculo, essa estratégia visa a contribuir para evitar que os calculos
(os algoritmos) tornem-se uma barreira para o bom entendimento conceitual ou, em
sentido contrario, se tornem o escopo principal, quando se estuda esta matéria.

Os autores citados deixam transparecer, nos textos que escreveram, o proprio
entusiasmo pela Matematica, dissertam sobre o fascinio do Célculo e o apontam como
um eficiente método cientifico para a abordagem de inimeros problemas, nos
diferentes campos do saber. A profusdo de notas historico-biograficas lembra ao
estudante que os responsaveis pelo desenvolvimento do assunto sdo seres humanos
e que o conhecimento € uma construgao social.

Estas observacdes, colhidas nos prefacios de livros de Calculo caracterizam
um discurso institucional que faz do Calculo uma disciplina basica, ou seja, aguela
gue favorece o aprendizado de um modo de descrever e abordar fenbmenos e
situacdes. Conforme defendido por Platdo, o verdadeiro valor pedagogico da
Matematica e, por inclusdo, do Calculo, ndo esta em seu conteudo, mas em seu
método, uma vez que somente essa forma rigorosa e perfeita de se raciocinar pode

constituir-se em preludio a dialética, a ciéncia das ideias.
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Cabe, pois, aos professores, em maior grau, e aos alunos, em menor, fazer do
estudo de Célculo uma constru¢do de sequéncias didaticas que sirvam a incorporagao
da Matematica como arte e técnica de organizar, conhecer e pensar. Para que isso
aconteca, é necessario que se passe da desgastada expressdo dar e assistir aula

para ‘o fazer aula’, como utilizado em uma academia de ginastica.
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5 SEQUENCIAS DIDATICAS COMO ESTRUTURA METODOLOGICA DA
PESQUISA

Sequéncia didatica € uma nomenclatura que fala por si, mas, ndo é comum
paramos para pensar no que, de fato, significa. Como o vocébulo sequéncia significa
“acao de seguir’, podemos dizer que sequéncias didaticas séo etapas continuadas ou
conjuntos de atividades escolares de um tema que tem como objetivo ensinar um
contetdo, etapa por etapa. E um sintagma, uma express&o usada para definir um
contiguo de atividades escolares de maneira sistematica, de acordo com objetivos
definidos pelo professor, e encadeado de passos e etapas interligadas, para tornar
mais eficiente o processo de aprendizado. E, também, definida por Zabala (1998, p.
18) como “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a
realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos, tanto pelos professores como pelos alunos.” Pontua ainda que “satisfaz
de maneira adequada muitas das condicBes que fazem com que a aprendizagem
possa ser a mais significativa possivel” (ZABALA, 1998, p. 69).

O desenvolvimento de sequéncias didaticas no ensino de Calculo desperta o
interesse do aluno, tornando-o mais participativo, uma vez que ele interage com o
professor e os demais alunos, opina, sugere e faz descobertas préoprias. Para Zabala
(1998), ao pensar a configuracdo das sequéncias didaticas, o professor se coloca em
um dos caminhos eficientes para melhorar a pratica educativa, uma vez que pode ser
planejada de forma a garantir muitas das condicdes que fazem com que a
aprendizagem possa ser o mais significativa possivel, permitindo prestar notavel
atencao as caracteristicas diferenciais dos alunos, favorecendo seu protagonismo.

As sequéncias didaticas que buscam temas motivadores favorecem a
aprendizagem e o envolvimento do aluno, pois, com sua utilizacao, ele ganha voz na
sala de aula, podendo trocar opinides e refletir sobre o contetido abordado.

Nesta proposta, para o desenvolvimento das sequéncias didaticas no ensino
de Célculo Diferencial e Integral, em particular nas aplicagdes que envolvem a
Integral, pretendemos, além de compor uma sequéncia didatica, atraves da resolucéo
de problemas, utilizando um software matematico, buscar encontrar uma maneira
dindmica de promover a interagdo entre o estudante com o objeto estudado, sob a

perspectiva de uma sequéncia didatica com foco em resolucédo de problemas que
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propiciam a constru¢cdo do conhecimento, a0 mesmo tempo em que permite a

experimentacéo, generalizagao, abstracao e formagéo de significados.

5.1 A construcao das sequéncias didaticas

As sequéncias didaticas elaboradas para a presente pesquisa tiveram como
intuito a construcdo dos graficos, a partir de problemas propostos, visando obter as
intersecdes entre as curvas e estabelecer os intervalos de integracdo para o calculo
das &reas e volumes. Elas foram divididas em duas etapas agrupadas em um caderno

de atividades.

Este caderno de atividade € parte fundamental de uma pesquisa de Mestrado
em Ensino de Ciéncias e Matematica da PUC Minas. Tem como objetivo geral trazer
uma contribuicdo para o docente que atua com o ensino de célculo em cursos de
Engenharia, a partir de um instrumento que auxilie o reconhecimento dos Intervalos
de Integracdo com aplicacdes no calculo de areas e volumes, usando sequéncias
didaticas com resolucao de problemas e visualizagdo no Maple.

O Maple é um software matematico que dispde, dentre outras possibilidades,
de ferramentas graficas que facilitam a visualizacao de resultados, plotando graficos
em 2 ou 3 dimensdes.

Este caderno € composto por duas etapas de atividades que serdo
desenvolvidas em duplas, na sala de aula, sob a orientacdo do professor

Para se familiarizar com a sintaxe do software Maple, primeiramente, é
importante que cada dupla acompanhe os exemplos dados pelo professor e, ap6s
esta etapa, resolva os problemas propostos e responda ao questionario de avaliacédo
da presente proposta de trabalho.

No decorrer das atividades anote as observacdes. ApOs o término das

sequéncias, responda ao questionario.

A primeira etapa do caderno sob o titulo Utilizacdo do software Maple para o
calculo de areas e volumes, foi composta por duas atividades:
Para atividade 1, “Integral simples para o calculo de area plana limitada entre

curvas” foram definidos os seguintes objetivos:
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a) introduzir os comandos béasicos e as bibliotecas do Maple necessérios para
resolver o problema proposto;

b) tracar gréficos de cada uma das fungdes, utilizando o software Maple;

c) determinar as intersecdes de duas curvas;

d) ldentificar os intervalos de integracao;

e) plotar a regido hachurada delimitada pelas curvas;

f) estabelecer a Integral Simples, a partir de retangulos infinitesimais;

g) calcular a Integral que nos fornece o valor da érea da regido limitada por duas

curvas.

A metodologia orienta uma sequéncia didatica, a partir de problemas para a
construcéo dos graficos, utilizando o software Maple e visa a obter as intersecoes
entre as curvas e estabelecer os intervalos de integracdo para o calculo das éareas,
envolvendo duas fungoes.

Esta atividade foi organizada a partir de trés problemas, o primeiro resolvido

passo a passo e, 0s demais propostos para que os académicos os resolvessem.

PROBLEMA 1

Calcule a area da regiéo plana de R? limitada pelos gréficos de
fxX)=9-x%2 e gk)=3-2x.

Para plotar o gréafico de cada uma das curvas, seguiremos 0s seguintes passos:

Passo 1

Plotando o gréfico de f(x) = 9 — x2.

1. Abrir o software Maple;

2. Digitar os comandos no prompt (simbolo >) e a tecla enter;



Figura 1: Tela inicial do software Maple
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3. Digitar > restart para iniciar a atividade;

I

0o N O O

. Utilizar as bibliotecas gréficas;

> with(plottools): with(student): with(Student|[Calculus1]:

. Apertar “Enter”;
. Digitar a fungéo dada no problema. f :=x - 6 — x"2;
. Apertar “Enter”;

. Utilizar as bibliotecas gréaficas para o esboco do grafico:

grafl:= plot(f,—4..5 —4..8,color = red, thickness = 2;

. Apertar “Enter”.
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Figura 2: Grafico da fungéo f(x) =9 — x2.
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Passo 2
Plotando o grafico de g(x) = 3 — 2x.
1. Abrir o software Maple;
2. Digitar os comandos no prompt (simbolo >) e a tecla enter;
3. Digitar > restart para iniciar a atividade;

4. Utilizar as bibliotecas graficas, conforme a Figura 3.

Figura 3: Grafico da funcédo g(x) = 3 — 2x.
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Passo 3

Determinando a intersecéo da reta com a parabola.
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1. Utilize o comando “solve” que nos permite determinar os pontos de interseccbes

das curvas dadas, conforme a Figura 4:

Figura 4: Pontos de interse¢des das funcdes f(x) e g(x) da atividade pro
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Passo 4
Definindo e plotando a regiao hachurada delimitada pelas curvas “f’ e “g”.
1. Utilizar as bibliotecas gréficas, conforme a Figura 5.
Figura 5: Comandos para as regides hachuradas.
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2. Utilizar o comando > display(graf1, graf2,p, P1); para plotar o grafico.
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Figura 6: Regidao determinadas pelas curvas “f’ e “g”.
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Passo 5

Plotando alguns retangulos infinitesimais que representam uma parte da area

a ser determinada.

1. Utilizar as bibliotecas graficas, conforme a Figura 7:

Figura 7: Comandos para os retangulos infinitesimais.
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2. Utilizar o comando > display(graf1, graf2,p,pl,p2,p3,P1); para plotar o grafico.



Figura 8:

Retangulos infinitesimais.
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Passo 6

Verifiqgue o retangulo infinitesimal varrendo a area hachuradas no intervalo

—1 a x = 3, estabeleca e calcule a Integral.

Assim, teremos o respectivo intervalo de integracéo, ou seja, [—1,3] que nos

permite estabelecer a Integral para o célculo da area.

1. Utilizar as bibliotecas gréaficas conforme a Figura 9:

Figura 9: Comandos para célculo da Integral da atividade proposta.
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Seguindo os passos do problema 1, determine agora, outras areas

compreendidas entre a parabola e reta nas seguintes situacdes.

PROBLEMA 2

Calcule a area da regido plana de R? limitada pelos gréficos de f(x) = x> —8 e

g(x) = 2.

a) Passo 1:

e Plote o grafico de f(x) = x% — 8.

b) Passo 2:
e Plote o gréfico de g(x) = 2.

c) Passo 3:

e Determine a interseccdo da reta com a parabola.

d) Passo 4:

e Defina e plote a regido hachurada delimitada pelas curvas “f” e “g”.

e) Passo 5:
e Plote alguns retangulos infinitesimais que representam uma parte da area

a ser determinada.

f) Passo 6:
e Verifique o retangulo infinitesimal varrendo a area da regido hachurada no

intervalo x = —1 a x = 3, estabeleca e calcule a Integral.
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PROBLEMA 3
Calcule a area da regido plana de R? limitada pelos gréaficos de f(x) = —x*+4 e
gx)=—-x+1
a) Passo 1:

b)

d)

f)

e Plote o gréafico f(x) = — x? + 4.

Passo 2:

e Plote ogréficode g(x) =—x+1

Passo 3:

e Determine a interseccao da reta com a parabola.

Passo 4:

¢ Defina e plote a regido hachurada delimitada pelas curvas “” e “g”.

Passo 5:
¢ Plote alguns retangulos infinitesimais que representam uma parte da area a ser

determinada.
Passo 6:
¢ Verifigue o retangulo infinitesimal varrendo a area da regido hachurada no intervalo

x=—-lax=3.

Para a atividade 2, Integral simples para o célculo de area plana em regides

limitadas por mais de uma curva, foram definidos os seguintes objetivos:

a)

introduzir os comandos basicos e as bibliotecas do Maple necessarios para

resolver o problema proposto;

b) tracar graficos de cada uma das funcdes, utilizando o software Maple;

c)
d)

e)

determinar as intersecoes das trés curvas;
identificar os intervalos de integracéao;

plotar a regido hachurada delimitada pelas curvas;
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f) estabelecer a Integral Simples a partir de retangulos infinitesimais;
g) calcular a Integral que nos fornece o valor da area da regido limitada por trés

curvas.

Utilizamos a atividade sequéncia didatica com problemas para a construcao
dos graficos, utilizando o software Maple e visou obter as intersecdes entre as curvas
e estabelecer os intervalos de integracdo para o calculo das areas, envolvendo trés
funcdes.

Esta atividade foi organizada, a partir de trés problemas, o primeiro resolvido

passo a passo e, 0s demais propostos para que 0s académicos os resolvessem.

PROBLEMA 1

Calcule a area da regido R limitada pelos graficos f(x) =6 +x, g(x) = x3 e h(x) =

X

>

Figura 10: Grafico das funcdes f(x) g(x) e h(x) da atividade proposta
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Passo 1
Nesta atividade, podemos observar que os retangulos estdo limitados
superiormente e inferiormente, por curvas distintas. Nesse caso, subdividimos as
regides em duas, como na Figura acima.

Passo 2

Plote cada curva num sistema de eixos:

o f(X) e g(x); (4)
o f(x)eh(x);
e h(x) e g(x).

Passo 3

Determinar os interceptos das curvas:

X
6+x=— 5 DX = —4 (reta com reta)
—Z=x3 5 x=0,[-4,0] (para a regido i esquerda) (5)

2

6 +x =x3 - x=2,[0,2]( para aregido a direita)

Logo, podemos estabelecer as Integrais para o célculo da area das regides
descritas, ou seja,

A area do intervalo de x variando de -4 a 0 é dada por

[+ 6) = (-3)]dx = 12 (6)
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A area do intervalo de x variando de 0 a 2 é dada por:
S +6) = (x¥)]dx = 10 @)

A area de toda a regido hachurada é, pois, 12 + 10 = 22 unidades de area.
Seguindo os passos do problema 1, simule agora, outras areas compreendidas

entre as curvas, nas seguintes situacgoes.

Seguindo os passos do problema 1, determine agora, outras areas

compreendidas entre a parabola e reta nas seguintes situacodes.

PROBLEMA 2

Calcule a area da regido R limitada pelos gréaficos f(x) = x2, g(x) = % e

h(x) = 4.
Passo 1.

Nesta atividade, podemos observar que os retangulos estdo limitados
superiormente e inferiormente, por curvas distintas. Nesse caso, subdividimos as
regides em duas, como na Figura 9.

Passo 2:

Plotar cada curva num sistema de eixos:

e f(x)eg(x);
o f(X) e h(x); (8)
e h(x) e g(x).
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Passo 3:

Determinar os interceptos das curvas, estabelecer as Integrais para o calculo

da area das regides descritas e determinar a area total hachurada.

PROBLEMA 3

Calcule a &rea da regido R limitada pelos gréficos f(x) = cosx, g(x) = senx e

T
h(x) = —.
(x) >
Passo 1:

Nesta atividade, também podemos observar que os retangulos estdo limitados
superiormente e inferiormente, por curvas distintas. Nesse caso, subdividimos as

regides em duas, como na Figura 9.

Passo 2:

Plote cada curva num sistema de eixos:

o f(x)eg(x);
o f(x)eh(x); (9)

e h(x) e g(x).

Passo 3:

Determinar os interceptos das curvas, estabelecer as Integrais para o calculo

da area das regides descritas e determinar a area total hachurada.

A segunda etapa do caderno sob o titulo “Determinagdo dos Limites de
Integracdo do calculo de volumes com Integrais duplas”, foi composta por uma
atividade: a  atividade 1, “Integral dupla para o calculo de volume”, que teve como

objetivos:
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a) introduzir os comandos basicos e as bibliotecas do Maple necessérios para

resolver o problema proposto;
b) utilizar o software Maple para plotagem em R3;

c) identificar os intervalos de integracéo;

d) estabelecer a Integral Dupla, a partir de retangulos infinitesimais;

e) calcular o volume de um solido.

Como metodologia, em relagdo aos procedimentos, aplicamos uma sequéncia

didatica com problemas para a construcao dos graficos, utilizando o software Maple,

visando a obter as interse¢des entre as curvas e estabelecer os intervalos de

integracao para o calculo do volume.

Esta atividade foi organizada, a partir de trés problemas; o primeiro resolvido

passo a passo e, 0s demais propostos para que 0s académicos os resolvessem.

PROBLEMA 1

Calcule o volume do tetraedro de x + y + z = 6 no primeiro octante.

Passo 1

Plotar o soélido:

Figura 11: Gréafico do tetraedro
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Passo 2
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1. Plotar a regido de integracdo no plano xy e alguns retangulos infinitesimais

gue representam uma parte da area da regido a ser determinada, a partir

dos comandos da Figura 11.

2. Utilizando o comando > display3d(graf1,p,pl,p2,p3,p4); tracar o grafico

gue apresenta os retangulos infinitesimais (Figura 12).

Figura 12: Comandos para retangulos infinitesimais.
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Figura 13: Grafico dos retangulos infinitesimais
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Passo 3:

Verificar os retangulos infinitesimais, varrendo a area hachurada no intervalo
x=0ax=6.

Assim, teremos o respectivo intervalo de integracao em relacao a variavel x e
0s extremos dos retangulos infinitesimais nos fornece a variacdo de y que vai y =0
atétareta y= 6 — x.

Esta retay = 6 - x € obtida fazendo z = 0 na equacdo, pois se trata das
intersecbes do planoz = 0 eoplanox + y + z = 6,istoéy =0 - x + z =

6>z =6-x

0<x<6
SR={()5y£6—x (10)

Passo 4:
Para estabelecer a integral dupla que resulta no valor numérico, na ordem de

integracdo, a externa figura sempre os valores constantes de integracdo, que

representa o volume do sélido limitado acima do plano z = 0.



Figura 14: Comando da Integral dupla.
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Fonte: Dados da pesquisa

PROBLEMA 2

Volume do sélido limitado pelo plano z = 2 e pelo paraboloide z = x* + y?

Passo 1

Plotar o paraboloide e o plano.

Figura 15: Paraboloide intersecdo com o plano
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Passo 2
Plotar a regido de integracéo R do plano z = 2 sobre xy.

Para calcular os limites de integracdo no plano xy obtemos obtivemos? as
intersecdes do paraboloide com plano z = 2, fazendo:z = 2 >2= x?+ y% oux? +
y? = 2.

Verifique que a integracdo é realizada no circulo de raio 2. Tomamos a

variacdo do x numérica, e a variacdo do y no seu circulo superior

(y =Vv2-x?) e(y=—V2-x?).
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Fonte: Dados da pesquisa

11
VIm@ <y<V2- ¥ -
Passo 3

Estabelecer a integral e calcular o volume.

V7 TR
f_ﬁf_ﬁ(z —x% —y?Y)dydx = 2n (12)
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Figura 17: Céalculo da Integral do problema proposto
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Fonte: Dados da pesquisa

Seguindo os passos do problema 2, determine agora, o volume de outro
sélido.

Problema 3
Calcule o volume do sélido limitado superiormente pelo paraboloide z = x* + y? e
pelo plano z- 3 = 0.

a) Passo 1:

e Plotar o sdlido;

b) Passo 2:

e Plotar a regiao de integracao R do plano xy.;

c) Passo 3:

e Estabelecer a integral e calcular o volume.

ApoOs as etapas de atividades, o caderno trouxe o questionario que deveria se
respondido pelos académicos.




QUESTIONARIO
SOFTWARE MAPLE

a) vocé conhecia o software Maple?

[ sm  [JNAO

b) quais foram as dificuldades de manipulacdo dos softwares?

59

c) quais foram as dificuldades para o uso do software nas atividades?
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CONTEUDO

a) vocé ja dominava o conteudo trabalhado de calculo de area e volume?

0 sv [ nNRo

b) houve facilidade para a compreensao do conteudo?

COMPREENSAO DOS LIMITES DE INTEGRACAO

a) o Maple trouxe facilidade para a montagem da integral definida com seus

limites?
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b) em relac&o ao tipo de integral simples e dupla, a determinagéo dos limites de
integracdo teve o mesmo nivel de dificuldade?

SUGESTOES OU OBSERVACOES DAS ATIVIDADES
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6 APLICACOES E ANALISE DOS DADOS

Aplicamos as atividades em sala de aula, com os 22 alunos matriculados na
disciplina de Calculo Ill, do curso de Engenharia Mecénica da Pontificia Universidade
Catolica de Minas Gerais, unidade Contagem, e teve duracdo de 200 minutos, (quatro
horas/aula).

Os alunos foram organizados em duplas, e cada uma delas utilizou seu proprio
notebook com o software Maple previamente instalado na versao teste.

Nas duas primeiras aulas, apresentamos 0s objetivos definidos para a presente
pesquisa, destacando a importancia da utilizacdo das sequéncias didaticas, demos as
orientacbes para a execucdo das atividades que seriam aplicadas e fizemos a
apresentacdo do software Maple. Para tanto, utilizamos slides, com o intuito de
familiarizar o aluno com as sintaxes do software.

Figura 18 - Aula para familiarizacdo com o software utilizado nas atividades

o
o

Fonte: Arquivo do autor
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Figura 19 - Aula para familiarizacdo com o software utilizado nas atividades

Fonte: Arquivo do autor

Nas aulas seguintes, as sequéncias didaticas de atividades foram aplicadas.

Primeiramente, distribuimos os cadernos de atividades, um para cada dupla, e
fizemos uma leitura comentada da apresentacao do caderno.

Em seguida, apresentamos 0 questionario que deveria ser respondido pelos
académicos, apos concluidas as atividades. Salientamos que as observacdes
deveriam ser anotadas no decorrer do processo de realizagdo das sequéncias.

ApGs esta introducgéo, os alunos deram inicio as atividades que foram divididas

em duas etapas:

a) Primeira etapa:
e determinacdo dos Limites de Integracdo do calculo de areas com Integral
Simples:
v Integral Simples para o calculo de area limitada entre duas curvas.
v Integral Simples para o célculo de area plana em regides limitadas.
b) Segunda etapa:
e determinacdo dos Limites de Integracdo do calculo de volumes com

Integrais Duplas.
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Cada uma, dessas unidades apresentavam situacbes problematizadas,

resolvidas passo a passo, e exercicios propostos que deveriam ser executados pelas

duplas.

Fonte: Arquivo do autor

BRETUEE 5S¢ arn
Ve L e N L

Fonte: Arquivo do autor
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Figura 22 - Aula de aplicacdo da sequéncia didatica utilizado nas atividades

> [ix

> graf = plot
> grafl

> display( graf, grafl

> VolumeOfRevolution| f(x),x=-3.3

| se necessario. A
| desprendendo de 7i
| aplicagdes priticas

Fonte: arquivo do autor

Observamos que aquele era o primeiro contato dos académicos com o
software, na aula de apresentacéo do Maple.

Durante a aplicacdo das atividades, as dificuldades relatadas inicialmente,
destacavam a utilizacdo de outra lingua, o inglés e a manipulacédo do software Maple

em relacdo a sintaxe. Observemos seus depoimentos sobre o uso do Maple.

Diferente da linguagem em C, a qual temos mais familiaridade, a linguagem,
ou mais especificamente os comandos, expressées o que torna um pouco
mais dificil (Dupla 10).

A falta de familiaridades com a sintaxe utilizada no software, algumas
expressfes em inglés que ndo costumamos utilizar, acabdvamos escrevendo
errado. Mas o proprio software acusava o erro! (Dupla 10).

O Uso do software foi muito complicado, devido aos diversos comandos que
sdo intolerantes a qualquer erro de digitacéo (Dupla 8)

Falta de experiéncia com o programa e falta de conhecimento sobre sua
linguagem. (Dupla 6)

Dificuldade na sintaxe de comandos, sendo necessario um grande tempo
para entendimento das ferramentas deste, dificultando sua aplicacéo (Dupla
4)

A sintaxe de dificil compreensé&o. (Dupla 3)
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No decorrer da primeira etapa de resolugcédo das atividades, as dificuldades
foram superadas, visto que cada sequéncia indicava, passo a passo, a execucao da
tarefa, evidenciando e comentando os comandos que deveriam ser aplicados, a
atividade a ser realizada em dupla e a postura do professor que atuou como mediador,
conduzindo o académico neste processo. Vejamos algumas de dificuldades que

expuseram:

As maiores dificuldades se encontraram na parte da linguagem de
programacao, porém apoés explicaces do professor e trabalho em equipe, a
tarefa se tornou mais facil. (Dupla 7)

“Inicialmente, as dificuldades estiveram relacionadas a sintaxe dos exemplos
propostos. Na medida que essa foi esclarecida pelo professor, a manipulagéo
tornou-se mais facil. (Dupla 5)

As demais etapas transcorreram com mais desenvoltura e os académicos
demostraram muito interesse e empenho durante a realizacdo das sequéncias

didaticas. Alguns deles confirmam nossas assertivas. Vejamos.

Superadas as dificuldades, as atividades tornaram-se bastante atrativas.
Quando se memorizavam os comandos fica bastante agradavel manipular o
software. (Dupla 9)

Uma vez compreendido como o software funciona, conseguimos
compreender todas as atividades (Dupla 6)

As sequéncias didaticas proporcionaram maior facilidade na determinacgéo dos
intervalos de integracdo, na montagem das integrais. E o que comprovam as
afirmativas de alguns alunos.

A atividade nos trouxe uma melhor percep¢do das integrais, além de

ganharmos experiéncia com um tipo de software que ndo conheciamos.
(Dupla 6)

A atividades ajudou a consolidar o contetdo trabalhado na disciplina de
célculo.

Percebe-se, claramente, o0 passo-a-passo da resolucdo da integral,

facilitando assim, o entendimento dos célculos. Apos a execucao da integral
simples foi de facil entendimento a integral dupla. (Dupla 3)

As atividades propunham fixar o conteudo ja previamente estudado e permitir

a visualizagdo gréafica dos conceitos de area e volume, enfatizando, de maneira



67

relevante, os intervalos de integracdo na manipulacao das integrais simples e duplas.

Vejamos como os alunos se postaram quanto a isso.

O célculo apresentado nos problemas propostos € estudado no curso de
Engenharia e o software deixa mais claro a visdo espacial da teoria. (Dupla
10)

Como ja conhecia ja conhecia o conteudo, tendo assimilado a dinamica do
software, foi muito agradavel adquirir essa nova ferramenta. (Dupla 9)

A atividade ajudou a consolidar o contetdo trabalhado na disciplina de
Célculo. (Dupla 5)

A atividade ajudou a consolidar o contetdo trabalhado na disciplina de
Célculo. (Dupla 5)

Ainda que tivemos dificuldade na sintaxe, apés a plotagem do gréfico, o
conteldo ficou de facil entendimento. (Dupla 3)

Apesar da maior complexidade para se determinar os limites de integracdo a
visualizagdo no software possibilitou melhor compreensdo. Nesse sentido,

observaram os alunos:

O programa soube facilitar a compreenséo de todas as atividades de forma
clara e sucinta. (Dupla 6)

O Maple trouxe facilidades para a montagem das integrais simples e duplas
através dos graficos apresentados como resultados. (Dupla 4)

O software trouxe facilidades pois explicita a expressdo e sua resolucao.
(Dupla 10)

O software facilitou a compreenséo dos calculos mais avancados (Dupla 8)

Os académicos reconheceram a utilizagéo do software como uma importante
ferramenta didatica para o ensino de Calculo. Vejamos seus depoimentos sobre o

assunto.

ApoOs a digitagdo da questao o software disponibiliza o grafico facilitando o
aprendizado. (Dupla 1)

O auxilio do software computacional o entendimento das equacgfes, seus
graficos e caracteristicas ficam mais didaticos. (Dupla 7)

O software poderia ser utilizado em sala, facilitando a compreensédo e o
aprendizado dos alunos. (Dupla 1)

E uma excelente ferramenta, pois permite visualizar, de forma objetiva, os
volumes e formas geométricas propostas nos cursos de calculo. (Dupla 10)
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O software pode ser muito bem utilizado se houver maior tempo para o
entendimento e familiarizagdo com o programa. A nivel de primeiro contato,
percebe-se um grande campo de aplicacdes do mesmo. (Dupla 2)

O software € uma excelente ferramenta que deveria ser trabalhado em todos
os cursos de Calculo. (Dupla 9)
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, nos propusemos a investigar, a partir da utilizacdo de
sequéncias didaticas e com auxilio das tecnologias digitais nas aplicacfes da Integral
Definida no célculo de areas e volumes, um instrumental de auxilio grafico para a
determinacao dos intervalos de Integragéo, buscando trazer uma contribuigéo para o
docente que atua com o ensino de Calculo Diferencial e Integral.

Para a construcdo das atividades, como embasamento metodoldgico,
pautamo-nos pela utilizacdo das tecnologias para o ensino de Célculo Diferencial e
Integral, nas sequéncias didaticas e na resolucao de problemas.

Como fundamentacdo da sequéncia didatica, procuramos suporte em Zabala
(1998) que evidencia a ordenacdo articulada das atividades como um fator
diferenciador das metodologias, destacando que o primeiro aspecto caracteristico de
um método seria o tipo de ordem em que se propdem as atividades, ressaltando a
importancia das intengcdes educacionais para a definicdo dos conteudos de
aprendizagem e o papel das atividades propostas.

Como ponto de partida da sequéncia didatica, utilizamos a resolucao de
problemas, estratégia de ensino e aprendizagem como descrita por Polya (2006), na
qual ele destaca a importancia de se fazer o aluno pensar por meio da resolucéo de
problemas.

Para dar suporte a sequéncia didatica, no que compete ao uso das tecnologias
no ensino de Célculo, destacamos a utilizacdo de atividades com as quais os alunos
pudessem trabalhar diferentes representacdes algébricas e graficas, de forma rapida
e articulada. Sob esta perspectiva, optamos por explorar as ferramentas
disponibilizadas pelo software Maple que permitiram identificar, graficamente, o modo
como se constroem os Limites de Integracdo em problemas de aplica¢des no célculo
de areas e volumes.

As dificuldades apresentadas na execuc¢do das sequéncias foram, incialmente,
a manipulagéo do software, no tocante a sintaxe, porquanto muitos dos alunos o
estavam usando pela primeira vez. Mas, aos poucos, as dificuldades foram sendo
sanadas, uma vez que construimos as atividades com eles, passo a passo,
evidenciando e comentando sobre a execucéo de cada comando utilizado.

No decorrer da aplicagdo das sequéncias didaticas, detectamos um grande

interesse dos académicos, por elas incluirem uma tecnologia pratica de aprendizagem
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que colaborava para a fixacdo dos conceitos tedricos abordados e explanados
anteriormente, em aulas expositivas.

Durante a aplicacdo das sequéncias didaticas, percebemos o interesse, a
motivacdo e o envolvimento dos académicos pelo processo, a curiosidade e a busca
pelo produto final, como explicitado no capitulo anterior. A énfase dada aos
contelidos, nos livros-textos analisados, contribuiu, sobremaneira, para que a criacao
e o desenvolvimento das atividades atendessem aos objetivos propostos.

A tecnologia esta, portanto, posta, e se coloca como ferramenta que traz
grandes beneficios e desperta o interesse e possibilita 0 envolvimento do académico.
Assim, devemos desfruta-la com o alunado de hoje que a tem a mao em seu cotidiano.

Verificamos, nitidamente, que a metodologia proposta nesta pesquisa quebra a
monotonia das estafantes aulas expositivas e colabora, de maneira relevante, para o
processo de ensino e aprendizagem dos diversos conteudos -curriculares, e,
notadamente, para os matematicos em tela. Além disto, recebeu o apoio dos
académicos envolvidos na pesquisa.

Os alunos tinham conhecimento do contetdo. A metodologia que se constituiu
caracteriza apenas na pesquisa do uso do Software Maple.

Porque estivemos apresentando e discutindo em nosso texto uma “nova’
proposta de ensino, podemos afirmar que ndo ha nele argumentos exaustivos, nem
conclusdes de carater definitivo. Admitimos, por isso, que nossa sugestao e analise
encerram em si mesmas uma minuscula particula de conhecimento no vastissimo
universo que a Matemética e o Calculo descortinam e desafiam. Porém, se nosso
trabalho, que inclui analises, reflexfes tedricas e as sequéncias didaticas propostas,
vier, pelo menos, a instigar um ponto de partida para a formacédo de profissionais
capacitados e alertas, principalmente no sentido de auxilia-los em seus cursos de
Matematica em geral, e no de Célculo especificamente, ja tera cumprido

honestamente seu papel.
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