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RESUMO

Esta investigacdo teve como ponto de partida diferentes maneiras de trabalhar o concei-
to de derivada, diante das dificuldades apresentadas pelos alunos iniciantes em cursos
superiores de Ciéncias Exatas e também pelos altos indices de reprovacdo observados
na disciplina Calculo Diferencial e Integral. O objetivo central desta pesquisa foi elabo-
rar, aplicar e analisar uma proposta para se introduzir o conceito de derivada. Optamos
por uma abordagem fundamentada na Investigacdo Matematica e em TICs - Tecnologi-
as da Informacdo e Comunicacdo - especificamente, quanto ao uso de Smartphones por
meio do aplicativo Geogebra, e o uso de videos, disponiveis em redes sociais como o
Youtube. Como produto, foi elaborado um material para servir de apoio ao professor de
Célculo Diferencial e Integral para dar mais significado ao conceito de derivada. Com
este material, pretende-se proporcionar ao aluno diferentes abordagens da derivada:
algébrica, geométrica e historica. Atraves de um curso de extensdo, ministrado a alunos
de graduacdo em Ciéncias Exatas, verificamos que, com a utilizacdo do produto, foram
alcancados os objetivos almejados, o que nos leva a inferir que este material contribui
para que o entendimento do conceito de derivada seja mais efetivo.

Palavras-chave: Conceito de derivada. Tecnologia da Informagdo e Comunicag&o. In-
vestigacdo Matematica. Educacdo Matematica



ABSTRACT

This research aims at different ways of working the concept of derivative, the difficulty
of students in understanding this concept and the high failure rates in the discipline Dif-
ferential and Integral Calculus. The objective of this research was to elaborate, apply
and analyze a proposal for the introduction of the concept of derivative. The approach
chosen was Mathematical Research and ICTs - Information and Communication
Technologies - using Geogebra in Smartphones, as well as videos, available on Youtu-
be. It was developed a material to support the teacher of Differential and Integral Calcu-
lus to give more meaning to the concept of derivative, aiming to provide the student
with different approaches to the derivative: algebraic, geometric and historical. Through
an extension course given to undergraduate students in Exact Sciences, we verified that,
with the proposed activities, the desired objectives were reached, leading us to infer that
the material contributes to the understanding of the concept of derivative is more effec-
tive.

Keywords: Derivative Concept. Information and Communication Technology. Mathe-
matical Research. Mathematics Education
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INTRODUCAO

Eu sinceramente imploro que o que eu fiz possa ser lido
com paciéncia e o meu trabalho num assunto tao dificil
possa ser examinado, ndo tanto com vista a censura como
para corrigir seus defeitos.

Isaac Newton

Ao longo dos anos, ensinando derivada para alunos iniciantes nos cursos de En-
genharia, venho observando dificuldades, por parte dos mesmos, quanto a compreensao
do conceito de derivada. Este fato despertou meu interesse em me aprofundar no assun-
to e, por este motivo, iniciei, em 2015, o Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica
da Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais (PUCMinas). Neste curso, tive a
oportunidade conhecer novas préaticas e novas metodologias de ensino, como por exem-
plo, a investigacdo matematica, metodologia adotada para esta presente pesquisa.

No mestrado, os professores foram responsaveis por me levarem a uma reflexéao
mais apronfundada sobre minha préatica profissional. Comecei a me questionar constan-
temente, se minhas aulas eram produtivas para meus alunos, se meus alunos realmente
aprendiam algo comigo. Esses questionamentos constantes me levaram a uma melhoria
significativa em minha postura docente. Agora, procuro, a todo instante, fazer com que
0 aluno seja o centro das atencGes, ou seja, me esforco para planejar aulas em que o
aluno seja o construtor do seu proprio conhecimento. Deste modo, reduzi as aulas expo-
sitivas, investindo em novas metodologias para inserir o aluno na busca do conhecimen-
to.

Sempre recebi muitos elogios em toda minha jornada como professor, isso me
levou a acomodacéo. Eu entendia que ndo precisava buscar aprimoramentos, ndo preci-
sava de metodologias diferenciadas ou aparatos tecnolégicos, como diz o ditado popu-
lar, “em time que esta ganhando ndo se mexe”, pois bem, isso me colocou na zona de
conforto por muitos anos.

Agradeco ao programa de mestrado da PUC Minas por me fazer enxergar a
imensa barreira entre a relacdo ensino x aprendizagem, tenho convic¢do de que meus
alunos apenas reproduziam o que tinham “aprendido” comigo e, mesmo assim, por um

curto periodo de tempo.
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Iniciei minha carreira docente, em marco de 2000, no Colégio Frederico Oza-
nam, trabalhando com turmas de 52 série (6° ano) e 62 série (7° ano). Em 2006, comecei
a lecionar para turmas do Ensino Médio e, em 2007, tive a oportunidade de trabalhar no
Ensino Superior como professor substituto na faculdade INCISA/IMAN?Y, no curso de
Ciéncias Biologicas, com a disciplina Bioestatistica. Em 2010, fui contratado pelo Cen-
tro Universitario Newton Paiva, lecionando as disciplinas: Célculo Diferencial, Calculo
Integral, EquagBes Diferenciais, Estatistica, Matematica Financeira e uma disciplina de
nivelamento de Matemaética intitulada Estudos Orientados Raciocinio Matematico.

Atualmente, sou professor no Unicentro Cultural Newton Paiva, atuando com
turmas de Calculo I, Estatistica e diversos projetos voltados para o curso de Engenharia
Civil, também leciono no Colégio Frederico Ozanam para turmas do 9° ano do Ensino
Fundamental, 1° e 3° séries do Ensino Médio. Nessa caminhada, sdo quase dezoito anos
de docéncia, transitando nos ensinos Fundamental, Médio e Superior.

O mestrado me proporcionou uma visao diferente da sala de aula, me mostrou
que o conhecimento ndo pode ser tratado como um objeto que se d& ou que se empresta,
agora... gracas aos professores do Programa e aos colegas mestrandos, pelas trocas de
experiéncias, vejo uma sala de aula centrada mais no aluno, uma sala que esta sempre

disposta a experimentar coisas novas.

Justificativa

O Calculo Diferencial e Integral é considerado um dos mais importantes conted-
dos da Matematica devido a sua vasta aplicacdo. S&o varios os cursos que oferecem esta
disciplina em seus curriculos, principalmente cursos voltados para areas de Engenharia

Geralmente, o topico “derivada” € conduzido através de aulas expositivas, quase
sempres em qualquer contextualizacdo ou posicionamento historico, o assunto é prati-
camente “solto”’para os alunos. Na maioria das vezes, a derivada € introduzida por meio
de defini¢cGes formais, interpretacdo geométrica, ndo necessariamente nesta ordem, re-
gras de derivacdo e, em seguida, aplica-se uma enorme lista de exercicios de fixacédo, de
forma mecénica e tradicional.

Estudos recentes, como de Garzella (2013) e Wrobel, Zeferino e Carneiro

(2013), mostram que o nivel de reprovacdo e desisténcia nesta disciplina vem aumen-

LINCISA/IMAN: Instituto Superior de Ciéncias da Saude/Instituto Mineiro de Acupuntura e Massa-
gem/.Faculdade localizada em Belo Horizonte, MG.
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tando ao longo dos anos. De fato, foi possivel comprovar os resultados de tais estudos
observando o que vem acontecendo nas turmas de Calculo Diferencial, desde quando
assumi esta disciplina na instituicdo, em 2010, até 0 momento em que ingressei no Mes-
trado, em 2015. Conversas informais com outros colegas que lecionam a disciplina
também reforcaram o que as pesquisas demonstravam. A partir de entdo, comecei a ter
uma maior preocupagdo em desenvolver alternativas de ensino e aprendizagem, que me
foram despertadas pelos docentes do Mestrado.

Com a intengcdo de mensurar, tentar descobrir de alguma maneira 0 que meus
alunos apreendiam sobre derivada, elaborei e apliquei um questionario (apéndice A) ao
término da disciplina, no dia da Gltima avaliagdo formal. A minha intencéo era saber o
que meus alunos aprenderam sobre derivada, durante as aulas de Célculo Diferencial,
ministradas no primeiro semestre de 2016, no UnicentroCultural Newton Paiva.? Nesta
turma de Calculo Diferencial, estavam matriculados 64 alunos, originados de diversos
cursos de engenharia.

Analisando as respostas dos alunos constatei que poucos conseguiram assimilar
0 conceito de derivada de maneira correta, a maioria dos alunos associaa derivada a um
algoritmo, a um processo algébrico.Verifiquei que ndo conseguiam dizer “o que € a de-
rivada” ou “o que ela faz”. A seguir, destaco alguns relatos que comprovam estas consi-
derac0es.

Sobre a primeira pergunta:

1- Quando vocé escuta a palavra derivada (No contexto do Célculo Diferencial) Qual a
primeira ideia que vem em sua mente?

“Que ¢ um estudo muito dificil, e realmente ¢ muito dificil ”.

“Dificuldade de desenvolver raciocinio do contexto pelas memorizagdes das
regras ”

“Quando escuto a palavra derivada, a primeira coisa que vem na minha ca-
becga sdo as regras de derivacao ”

“y=2x2+ 2x + 5, y’ =4x + 2 + 0. Escrevi a primeira coisa que veio na
minha mente pensando em derivada”

“Taxa de variagdo num certo instante em um ponto qualquer de uma fun-
¢ao”

Sobre a segunda pergunta:

2- Como vocé explicaria o conceito de derivada para um amigo?

2 Todos os participantes, voluntariamente, autorizaram a publicacédo das cépias de suas atividades escritas
e fotos pessoais, para fins académicos.
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“Simplificar uma constante para o resultado ser diferente de zero”

“Derivar ¢ simplificar uma fung¢ao até achar um resultado satisfatorio”

“Me confundo um pouco para explicar o conceito da derivada, mas, com
exemplos como de variacdo de arrecadacdo de uma empresa, velocidade,
aceleracdo, a explicacdo da derivada pode ser melhor compreendida.”

Sobre a terceira pergunta:
3- Em sua opinido em quais situacdes a derivada pode ser utilizada?

“Otimizacao de um projeto.”

“A derivada tem vasta aplicacdo, por exemplo, quando se quer uma situagao
Otima (otimizacdo), utiliza-se a derivada.”

“Em todos os casos em que ha uma fung¢ao”

Os relatos dos alunos apontavam a necessidade de se repensar a pratica docente
quanto ao ensino de derivada, principalmente quanto ao seu aspecto conceitual.

Tal realidade, vivenciada no curso superior, me levou a seguinte inquietacao:

Como eu poderia contribuir para que o conceito de derivada fosse abordado da
melhor maneira possivel e que tal abordagem fosse, de fato, significativa, levando meus
alunos a construirem um conhecimento concreto referente ao estudo de derivada, bem
como, entender sua funcionalidade, como e onde a aplicamos?

Nesse momento, me vieram as palavras de Chervel:

Ensinar (enseigner) é, etimologicamente, “fazer conhecer pelos sinais”. E
fazer com que a disciplina se transforme, no ato pedagdgico, em um con-
junto significante que terd como valor representa-la, e por funcéo torna-la
assimilavel. (CHERVEL, 1990, p.192).

Para isso, fez-se necessario recorrer a Historia da Matematica, no que diz respei-
to ao Calculo, norteando nos seguintes aspectos: como e quando surgiu o Calculo?
Quais questionamentos da época fizeram emergir essa invencdo da Matematica, 0 que €
0 Célculo? Quais foram as mentes que contribuiram para o Calculo que conhecemos
hoje? Relativamente a Historia da Educacdo Matematica, emergiu a questdo: Em algum
momento, no Brasil, a derivada comecou a ser ensinada na educacéo basica?

Para direcionar a pesquisa, também, realizei entrevistas com professores de Cal-
culo objetivando-se entender como 0s mesmos iniciavam a derivada em suas aulas,
quais livros-textos utilizavam ou quais eram seus preferidos, se utilizavam algum recur-
so pedagdgico, ou algum recurso tecnologico, se utilizavam ou ndo algum posiciona-

mento historico. Os entrevistados tinham mais de 15 anos de sala de aula atuando com
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alunos do Ensino Superior nas disciplinas de Calculo. Durante estas entrevistas, consta-
tamos que nem sempre é feita uma abordagem histdrica, muitas vezes, devido ao exten-
so contetido da disciplina. Também nao foi percebido o uso de videos ou aparatos tec-
nolégicos como recurso pedagogico para introducdo do conceito de derivada. Consta-
tamos uma preocupacao de todos os entrevistados em relacdo a contextualizacdo, foi um
ponto bastante positivo durante as entrevistas, e também foi verificado que eles traba-
Iham tanto a abordagem algébrica quanto a geométrica.

Na revisdo de literatura, encontramos alguns trabalhos sobre a temaética desta

pesquisa, apresentamos uma breve descrigdo sobre tais trabalhos.

Olimpio (2006), em sua tese de doutorado, “Compreensdes de Conceitos de Cal-
culo Diferencial no Primeiro ano de Matematica — uma abordagem integrando oralida-
de, escrita e informatica”, investigou compreensfes emergentes sobre 0s conceitos de
funcdo, limite, continuidade e derivada produzidospor alunos iniciantes num curso de
Matematica. A investigacdo, de carater qualitativo, desenvolveu-se com a realizacdo de
experimentos com oito voluntarios. O autor constatou que os conflitos emergentes po-
deriam ter suas raizes numa limitada compreensdo do conceito de funcéo. A pesquisa de
Olimpio também sugere uma maior e mais intensiva exploracdo da natureza dinamica
do Calculo Diferencial.

André (2008), em sua dissertagdo de mestrado intitulada “Uma proposta para o
ensino do conceito de derivada no ensino médio”, teve a intengdo desenvolver,nos alu-
nos de Ensino Médio, a ideia inicial de variacdo de uma funcdo, seguida dos conceitos
de variacdo média, variacdo instantanea, chegando ao conceito de derivada. Os resulta-
dos obtidos sugerem que a abordagem pedagogica, utilizada na proposta apresentada,
enriqueceu as imagens de conceito dos alunos tornando o estudo de derivada viavel para
estudantes do Ensino Médio, tendo como pré-requisito o estudo de fungéo.

Bisognin & Bisognin (2011) recorrem a David Tall para assinalarem que as difi-
culdades apresentadas pelos estudantes, no tocante ao conceito de derivada, ocorrem
porgue 0s mesmos nao estabelecem as devidas conexdes entre as representagdes grafi-
cas e analiticas.

Em sua dissertagdo de mestrado, “Introduzindo o conceito de Derivada a partir
da ideia de variagdo”, Lima (2012) buscou elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia
didatica que possibilitasse a construcdo do conceito de derivada. O autor concluiu que

os resultados obtidos na pesquisa indicam essencialmente que a maior parte dos alunos
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conseguiu conceituar adequadamente a derivada como uma medida de variacdo. O autor
chama a atencdo que o fato de ndo utilizar aulas expositivas incentivou os alunos a sai-
rem de uma forma passiva para interagirem bastante, utilizando, para este fim, a teoria

da Imagem de Conceito e Sequéncia Didatica.

Os trabalhos mencionados apontam o fracasso do ensino tradicional;neste senti-
do, objetiva-se com esta pesquisa buscar metodologias diferenciadas de ensino de modo

a proporcionar alternativas para a introducdo do conceito de derivada.

Para efetivar nossa investigacdo, buscamos compreender como 0s autores dos
principais livros-textos de Calculo introduziam a derivada em suas obras. Em entrevis-
tas com alguns professores de Calculo(apéndice C) e em conversas informais com pro-
fessores de Matemadtica e Fisica, de diversas areas da Engenharia, constatamos que 0s
mesmos utilizavam determinados livros-textos de Célculo como estudante e/ou como
docente. Baseando-nos nessas informacoes, elencamos cinco obras para a realizacdo
desta analise, as quais tém ou tiveram grande circulacdo nas principais universidades do
Brasil. A escolha da anélise de livros-texto se baseia no fato de serem as pricipais refe-
réncias para professores e alunos. Nas obras, verificamos qual abordagem ¢é utilizada

pelo autor para introduzir o conceito de derivada.

Objetivos

Objetivo Geral

Elaborar um material de apoio para o professor para ser utilizado na introducéo
do estudo da Derivada, que auxilie na atuacdo didatica do professor de Calculo, com a
finalidade de favorecer ao aluno uma melhor compreensdo na construcdo do conceito de

Derivada

Obijetivos Especificos

— Entrevistar professores de Calculo para verificar quais as abordagens que 0s
mesmos utilizam para trabalhar o tdpico derivada;
— Analisar como o conceito de Derivada é introduzido em livros-texto de Cal-

culo Diferencial e Integral;
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— Definir uma atividade de Investigagdo Matemaética para construcdo do con-
ceito de Derivada;

— Identificar softwares ou aplicativos que poderiam ser utilizados na elabora-
cao do material de apoio ao professor;

— Avaliar os resultados da aplicacdo das atividades e dos questionarios e bus-

car aperfeicoa-lo.

Estrutura da Dissertacao

A dissertacdo esta organizada em quatro capitulos, além da introducdo e das
consideracdes finais.

No capitulo I, apresentamos 0s pressupostos tedricos nos quais nossa pesquisa
estd fundamentada, tratando, portanto dos conceitos relativos a: Investigacdo Matemati-
ca; Informatica na Educacdo e Analise Textual Discursiva.

Para tratar da Investigacdo Matematica, recorremos aos seguintes autores: Bro-
cardo (2012); Ponte (2003); Ponte, Brocardo, Oliveira (2013) e Frota (2005).

Para tratar do assunto de Informatica na Educacdo, trazemos os autores: Fioren-
tini (2012) e Lorenzato (2012); Borba (2011); Frota (2013); Laudares (2001); Stewart
(2014); Moran (1995) e Sousa & Serafim (2011).

Para discorrer sobre a Analise Textual Discursiva, recorremos a Moraes & Gali-
azzi (2007).

O capitulo 1l trata dos aspectos histéricos do Calculo e o seu Ensino. Recorre-
mos a Histdria dsMatematica, norteando os principais aspectos relacionados ao Calculo,
bem como aos personagens que contribuiram para o seu desenvolvimento.

O capitulo 11l trata da Derivada e o seu ensino. Neste capitulo, fazemos uma
analise de cinco livros-texto de Calculo Diferencial e Integral, todos com grande circu-
lagcdo nas principais universidades do Brasil.

No capitulo 1V, apresentamos um material de apoio destinado aos professores de
Célculo para introduzir o conceito de derivada, bem como sua aplicacdo e anélise. O
material foi aplicado em um Curso de Extensdo promovido no Unicentro Cultural New-
ton Paiva. Este material pretendia oportunizar ao aluno experimentar trés importantes
abordagens da derivada: algébrica, geométrica e histérica.

No ultimo item, trazemos as consideracOes finais sobre o desenvolvimento da

pesquisa.
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1 — REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, apresentamos uma sintese dos pressupostos tedricos nos quais
nossa pesquisa esta fundamentada.

1.1 - Investigacdo Matematica

Brocardo (2001), buscando clarificar o que é uma investigacdo matematica
exemplificou da seguinte maneira,“é¢ mais facil dizer aquilo que ela ndo é.” Para esta
autora, o conceito de investigacdo pode ser entendido a partir de um olhar focado num
aspecto particular. Trata-se, segundo ela, de um conceito complexo e, por isso, é impor-
tante olhar para ele a partir de diferentes perspectivas. (BROCARDO, 2001, p.103)

No entanto, em todas elas, se pode observar uma caracteristica que é dire-
ta ou indiretamente referida: as investigacGes tém a ver com processos.
[...] se consultarmos um diciondriopodemos encontrar como significado
do termo processo: acto de proceder; modo de fazer uma coisa; maneira
de operar; método. Processo é uma forma de ago que importa perceber
no que se traduz quando se pensa na Matematica. (BROCARDO, 2001,
p.103).

Tradicionalmente, as aulas de Matemaética sdo centradas no professor, que expde
0s contetidos no quadro e dita as regras, cabendo aos alunos apenas aceita-las. Em geral,
nessas condicdes, o professor ndo oferece espacos para reflexdo, discussao ou justifica-
tivas. Dessa forma, € legitimo surgirem duvidas quanto as estratégias que devemos uti-
lizar para que possamos aproveitar ao maximo as potencialidades do trabalho investiga-
tivo para realizar aulas de discussfes extremamente produtivas.

Para Ponte (2003), existem muitas perspectivas sobre o que € investigar, mas em
sua perspectiva, “investigar”, ndo é mais do que procurar conhecer, procurar compre-
ender, procurar encontrar solugdes para os problemas com qual nos deparamos. Trata-
se, segundo ele, de uma capacidade de suma importancia para todos e que deveria per-
mear todo trabalho da escola, tanto dos professores como dos alunos. (PONTE, 2003,

p.2).

Se se pretende que os alunos desenvolvam plenamente as suas competén-
cias matematicas e assumam uma visdo alargada da natureza desta cién-
cia, entdo as tarefas de exploracao e investigagao tém de ter um papel im-
portante na sala de aula (PONTE, 2003, p.12).
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Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar ndo significa necessariamen-
te lidar com problemas muito sofisticados, investigar ndo representa obrigatoriamente
trabalhar com problemas dificeis.Investigar € procurar conhecer o que ndo se sabe. Com
um significado muito parecido, temos em portugués os termos “pesquisar” e “inquirir”.
(PONTE, BROCARDO, OLIVEIRA, 2013).

Trabalhar com investigacdo matematica em ambientes escolares contribui para o
processo de ensino-aprendizagem uma vez que, desperta no aluno, a curiosidade e inte-
resse pelo objeto de estudo. (PONTE, BROCARDO, OLIVEIRA, 2013).

Frota (2005), afirma que: é mais facil, talvez, relatar experiéncias matematicas,
do que definir o que seja uma, assim como na Matematica, é mais facil exemplificar, do
que definir. (FROTA, 2005, p.2).

Na perspectiva desta autora,

uma experiéncia matematica ¢é, por um lado, individual, personalizada e
Unica, ja que € historia vivida. E, por outro lado, coletiva, cultural e poli-
tica, uma vez que é vivenciada por pessoas com uma histéria, inseridas
numa cultura, parte de uma comunidade. Para a autora, essa historia pos-
sibilita experiéncias distintas e que para cada tipo de experiéncia matema-
tica é possivel atribuir valoracdes diferenciadas. (FROTA, 2005, p.2).

A investigacdo matematica ja € uma realidade nas escolas portuguesas, Ponte
(2003) afirma que vem aumentando, a cada dia, 0 nimero de professores que adotam
essa metodologia. Alguns o fazem inseridos em programas de mestrado e doutorado.
Ainda, segundo Ponte(2003), a investigacdo matematica nao diz apenas respeito aos
professores. Trata-se de uma atividade que interessa igualmente a todos aqueles envol-
vidos direta ou indiretamente na educacdo, como por exemplo, técnicos de orientacao
escolar, psicologos, técnicos da admi-nistracdo educativa, formadores de professores e
professores do ensino superior.

Na perspectiva desse autor sdo importantes ndo apenas a investigacdo em si, co-
mo também o trabalho de divulgacdo das suas experiéncias, atraves da elaboracdo de
artigos, o que permite um olhar mais aprofundado sobre as mesmas. E ainda importante,
em alguns casos, a apresentacdo oral das experiéncias em conferéncias e comunicagdes
em encontros e congressos. Os professores que estdo inseridos na investigagdo matema-
tica desenvolvem-se profissionalmente

De acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2013), o arranque da aula € um dos

pontos fundamentais, embora seja breve, esta fase é absolutamente critica; cabe ao pro-
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fessor garantir que todos os alunos tenham entendido o objetivo da tarefa proposta e
também garantir aquilo que deles se esperam no decorrer da atividade, € importante que
o professor faga uma pequena introducéo oral da atividade. Além disso, 0 sucesso de
uma investigacao depende também, assim como em qualquer outra proposta de ativida-
de, do ambiente de aprendizagem proporcionado na sala de aula. Para esses autores, 0
aluno deve sentir-se confortavel em expor suas ideias, e que as mesmas possam ser va-
lorizadas pelos colegas, criando desta forma, ricas discussdes no grupo, ndo sendo ne-

cessaria a validacdo constante do professor.

Tendo sido assegurada, mediante 0 momento inicial, a com-preensdo dos
alunos acerca da atividade que se ira realizar, o professor passa a desem-
penhar um papel mais de retaguarda. Cabe-Ihe entdo procurar compreen-
der como o trabalho dos alunos se vai processando e prestar 0 apoio que
for sendo necessario. No caso em que os alunos trabalham em grupo, as
interacBes que se geram entre eles sdo determinantes no rumo que a in-
vestigacao ird tomar. No entanto, h4 que ter em atencéo que, se os alunos
ndo estdo acostumados nem a trabalhar em grupo nem a realizar investi-
gacOes, fazer entrar na aula, simultaneamente, esses dois elementos novos
pode trazer problemas de gestdo ao professor (PONTE, BROCADO,
OLIVEIRA, 2013, p.29).

Esses autores afirmam que, em uma atividade investigativa, o professor deve fi-
car atento com o desenvolvimento do trabalho dos alunos, é impres-cindivel, segundo
eles, observar se os alunos entenderam bem a tarefa e como reagiram a ela, pois pode
acontecer gue os estudantes procurem apenas a resposta, como se fosse uma atividade

qualquer, fugindo do caréater investigativo.

O sucesso de uma atividade investigativa esta diretamente ligado as acGes do
professor durante a realizacdo da atividade. Trata-se de um desafio para o docente per-
ceber em que ponto os alunos querem chegar.Em geral, o professor encontrara varias
adversidades durante uma tarefa investigativa; nem sempre podera acompanhar todos 0s
detalhes discutidos em cada grupo e, também, muitas vezes, 0s alunos ndo possuem um
registro escrito organizado daquilo que fizeram e tém muitas limita¢cGes na comunicagao
matematica oral. Tal situagdo é desfavoravel a avaliacdo do seu progresso. Cabe ao pro-
fessor tentar minimizar este problema colocando boas perguntas, tendo paciéncia para
escutar e fazendo um esforco sério para compreendé-los, evitando corrigir cada afirma-
¢do ou conceito matematicamente pouco correto (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA,
2013).

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés

fases(numa aula ou num conjunto de aulas): (i) introducéo da tarefa,
em que o professor faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito,
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(ii) realizacdo da investigacdo, individualmente, aos pares, em peque-
nos grupos, ou com toda a turma, e (iii) discussdo dos resultados, em
gue os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado. (PONTE,
BROCARDO e OLIVEIRA, 2013, p. 25).

1.2 - Informatica na Educacéo — uso de tecnologias Smartphones e video

Para Fiorentini (2012) e Lorenzato (2012), a utilizacdo de calculadoras e de au-
diovisuais, como recursos para 0 ensino e aprendizagem da Matemaética, comegou a
atrair o interesse de pesquisadores em Educacdo Matemética com mais intensidade a
partir dos anos de 1970. O aparecimento de novas tecnologias, como o computador, a
televisdo e a Internet tém levado os educadores matematicos a tentar utilizar tais tecno-
logias em prol da educacédo. A partir da década de 1990, surge, segundo 0s autores, uma
nova terminologia no meio educacional: TICs (Tecnologia da Informacdo e Comunica-
¢do) — estas resultam da fusdo das tecno-logias de informacéo, envolvem a aquisicao, o
armazenamento, o processamento e a distribui¢do da informacao por meios eletronicos e
digitais.

Segundo Borba (2011), os ambientes computacionais condicionam as acgdes
qguando se tem que resolver um problema matematico. Os softweres educa-cionais tém a
capacidade de realcar o componente visual da Matematica. Borba (2011) recorre a ou-
tros autores para trazer algumas particularidades do aspecto visual, em educagdo mate-
matica, que sao proporcionadaspelasTICs:

— Visualizagdo constitui um meio alternativo de acesso ao conhecimento ma-
tematico;

— A compreensdo de conceitos matematicos requer multiplas representacdes,
e representacdes visuais podem transformar o entendimento deles;

— Visualizaco é a parte da atividade matematica e uma maneira de resolver
problemas.;

— Tecnologias com poderosas interfaces visuais estdo presentes nas escolas, e
a sua utilizagéo para o ensino e aprendizagem da matematica exige a com-
preensdo dos processos visuais;

— Se o contetdo de matematica pode mudar devido aos computadores, (...) é
claro neste ponto que a matematica nas escolas passardo por pelo menos
algum tipo de mudanca (...). (BORBA, 2011, p. 3).

Diante disso, Borba (2011) afirma que as possibilidades de investigacéo e expe-
rimentagdo, proporcionadas por essas midias, podem levar estudantes a desenvolverem
suas ideias a ponto de criarem conjecturas, valida-las e levantar subsidios para elabora-

¢ao de uma demonstracdo matematica.
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Segundo Frota (2013), os processos de visualizacdo e de comunicacdo de ideias
matematicas tém sido destaque na pesquisa em Educacdo Matematica, recorrendo a Ar-
cavi (2003) explicita o que se entende por visualizagéo:

Visualizacdo ¢ a habilidade, o processo e o produto da criacdo, interpreta-
¢do, uso de reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas, em nossas men-
tes, no papel ou com ferramentas tecnolédgicas, com a finalidade de des-
crever e comunicar informac@es, pensar sobre e desenvolver ideias previ-
amente desconhecidas e entendimentos avancados. (FROTA, 2013, p.71).

Ainda, segundo esta autora, a tecnologia computacional pode mudar a forma de
fazer matemaética, no sentido de contribuir com a aprendizagem, colaborando para o
processo de fazer conjecturas, interpretar solucdes, estimular a investigacdo e a desco-
berta.

Para Laudares & Lachini (2001), a busca da produtividade em educacdo e da
eficiéncia nos processos de ensino suscita a necessidade da utilizacdo de uma pedagogia
distinta da tradicional, “modelo este que privilegia a exposic¢ao verticalizada de um sa-
ber pronto e acabado”. Os autores afirmam ainda que, na mediacdo entre o saber e 0s
métodos de estudo, estdo os materiais e artefatos tecnoldgicos, utilizados pelos profes-
sores para viabilizar a didatica.

Os meios, isto é, as ferramentas tecnoldgicas, nas maos dos agentes, se
tornaminstrumentos para obtencdo de resultados. A ferramenta — o com-
putador — ndo tem inteligéncia, sensibilidade, emocéao e nem intuigdo, ca-
racteristicas prdprias dos sujeitos; somente quando usada por um sujeito é
que a ferramenta se torna instrumento que pode explicitar as muitas qua-
lidades de quem a usa. (LAUDARES & LACHINI, 2001, p.69).

De fato, 0 assunto abordado por Laudares e Lachini é bastante pertinente, devido
ao fato de muitos professores utilizarem a tecnologia pela propria tecno-logia, ou seja,
uma aula com o uso de slides,através de um equipamento multimidia, pode continuar
sendo uma aula expositiva tradicional verticalizada, onde a interagédo, os questionamen-
tos e as descobertas ndo acontecem, pelo motivo do professor e/ou slide continuarem
sendo os protagonistas da aula.

Stewart (2014) alerta para a utilizacdo da tecnologia no ensino, afirmando que o
uso da tecnologia aumenta a importancia e a necessidade de se entender com clareza os
conceitos que implicitamente estdo na tela. Nesse sentido, quando utilizados apropria-
damente, computadores, smartphones e calculadoras graficas, estes podem potencializar

a descoberta e a compreensao de tais conceitos pelos estudantes. As TICs permitem aos
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discentes ndo apenas estudar temas tradicionais de maneira nova, mas, também explo-
rar, ou experimentar tais temas.

Ambientes informatizados podem contribuir para a visualizagdo em Matematica.
A cada dia, é lancado um novo aplicativo para fins educacionais no que diz respeito
aMatematica; por exemplo, os aplicativos gratuitos como Geogebra, Mathdraw, Win-
plot, dentre outros.

O Smartphone ja é uma realidade, muitos estudantes de cursos superiores 0 pos-
suem e utilizam em demasia muitas de suas funcionalidades.

Nesta presente pesquisa, foi trabalhado o aplicativo Geogebra, devido a sua fun-

cionalidade e também por ser bastante intuitivo.

O Geogebra é um software livre e pode ser usado facilmente como uma
importante ferramenta para despertar o interesse pela busca do conhe-
cimento matematico, principalmente com alunos dos ensinos fundamen-
tal e médio. Possibilita trabalhar de forma dindmica em todos os niveis
da educacdo bésica, permitindo a abordagem de diversos contetidos, es-
pecialmente os relacionados ao estudo da geometria e fungdes. (FANTI,
2010, p. 1)

Figura 1 —Geogebra
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Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Geogebra

Criado por Markus Hohenwarter, o projeto foi iniciado em 2001, na Universitat

Salzburg, e tem prosseguido em desenvolvimento na Florida Atlantic University.
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O Geogebra é um software gratuito de matematica dindmica, desenvolvido para o ensi-
no e aprendizagem da Matematica nos varios niveis de ensino (do basico ao universita-
rio). O Geogebra relne recursos de geometria, algebra, tabelas, gréficos, probabilidade,
estatistica e calculos simbolicos em um unico ambiente. Assim, este software tem a van-
tagem didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo
objeto que interagem entre si.>

Atualmente, temos diversas opcOes tecnoldgicas utilizadas como ferramentas pa-
ra 0 uso em sala de aula, como as redes sociais, por exemplo, o YouTube, o qual vem
ganhando mais espaco na educacgdo. J& existem varios canais voltados para este fim.

Segundo Almeida et al. (2015), o Youtube foi criado em junho de 2005, tendo
como fundadores Steve Chen, Chad Hurley e Jawed Karin, a principio tratava-se de um
site de compartilhamento de videos que visava uma melhor qualidade neste servico,
atualmente € um site excluivo presente em mais de 75 paises, contando com mais de um
bilh&o de usuarios.

No YouTube, encontramos milhares de videos sobre diversos temas e areas de
estudo, inclusive videos educacionais que podem ser utilizados em sala de aula tanto na
Educacdo Béasica como nos cursos de Nivel Superior.

Para Moran (1995, p. 27) o video estd umbilicalmente ligado a televisdo, a um
momento de lazer. Para este autor, o uso de video como recurso pedagdgicotraz, imper-
ceptivelmente, um clima de entretenimento para sala de aula. Ele afirma que, video, na
concepgao dos alunos, significa descanso e ndo “aula”, o que modifica a postura e as
expectativas em relacdo ao seu uso. Nessa linha de raciocinio, Moran (1995) afirma que
€ necessario aproveitar essa expectativa positiva para atrair o aluno para os assuntos

do planejamento pedagdgico do professor.

O video parte do concreto, do visivel, do imediato, do proximo, que toca
todos os sentidos. Mexe com o corpo, com a pele — nos toca e "tocamos™
0s outros, que estdo ao nosso alcance, atravésdos recortesvisuais, do clo-
se, do som estéreoenvolvente. Pelo video sentimos, experiénciamos sen-
sorialmenteo outro, o0 mundo, nds mesmos.(MORAN, 1995, p. 28).

Nesse sentido, buscamos nessa metodologia, trazer o aluno para um ambiente
mais atrativo, ambiente que despertara um maior interesse do aluno.

3Informac0es retiradas do site do Instituto do Geogebra do Rio de Janeiro, disponivel em: <http://www.
Geogebra.im-uff.mat.br>. Acessoem: 14 set. 2017.
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Figura 2 — Youtube (pesquisa por Histdria do Calculo)
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Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=zFtw1-LUh60

Para Sousa & Serafim (2011), a escola de hoje continua com tracos da era indus-
trial, criada para atender as demandas da industria. Esses autores afirmam que, devido
as novas exigéncias de formacéao de individuos, profissionais e cidaddos, muito diferen-
tes daqueles que eram necessarios na era industrial, a escola de hoje deve se “reinven-
tar”, para isso, ¢ fundamental que o professor se informe, e se aproprie de informacGes
advindas da presenca das tecnologias digitais da informacdo e comunicacdo, tal tecno-

logia deve ser sistematizada na pratica pedagogica.

O que se vem afirmando, na literatura e na experiéncia até aqui construi-
da, é que o cenario escolar, integrado com vivéncias em multimidia, estas
geram: a dinamizagdo e ampliagdo das habilidades cognitivas, devido a
riqueza de objetos e sujeitoscom 0s quais permitem interagir; a possibili-
dade de extensdo da memoria interagir; a extensdo da memoria e de atua-
cdo em rede; ocorre a democratizacdo de espacos e ferramentas, pois es-
tas facilitam o compartilhamento de saberes, a vivéncia colaborativa, a
autoria, coautoria, edi¢do e publicacdo de informagdes, mensagens, obras
e produgdes culturais tanto de docentes como discentes. (SOUZA & SE-
RAFIM, 2011, p. 22)

Além disso, Sousa & Serafim (2011) recorrem a outro autor para legitimar as

afirmacdes acima:

O video é sensorial, visual, linguagem falada, linguagem musical e escri-
ta. Linguagens que interagem superpostas, interligadas, somadas, nao se-
paradas. Dai a sua forga. Somos atingidos por todos os sentidos e de todas
as maneiras. O video nos seduz, informa, entretém, projeta em outras rea-
lidades (no espaco imaginario), em outros tempos e espacos. (MORAES,
1995, apud SOUSA & SERAFIM, 2011, p.30).


https://www.youtube.com/watch?v=zFtw1-LUh60
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1.3 - Anélise Textual Discursiva

Para Moraes & Galiazzi (2007), pesquisas qualitativas tém se utilizado, cada vez

mais, de analise textuais, seja partindo de textos ja existentes, seja produzindo o materi-

al de analise a partir de entrevistas e observagdes. Para estes autores, a pesquisa qualita-

tiva pretende aprofundar a compreensdo dos fendbmenos que investiga a partir de uma

analise rigorosa e criteriosa desse tipo de informacao.

Ainda segundo Moraes & Galiazzi (2007), a analise textual discursiva pode ser

examinada organizando argumentos em torno de quatro focos:

Desmontagem dos textos: implica em examinar o texto em seus detalhes,
fragmentando-os no sentido de atingir unidades cons-tituintes, enunciados
referentes aos fendmenos estudados.

Estabelecimento de relagGes: este processo denominado de categorizagéo
envolve construir relagdes entre as unidades base, combinando-as e classi-
ficando-as, reunindo esses elementos unitarios na formacdo de conjuntos
gue congregam elementos préximos, resultando dai sistemas de categorias.

Captando o novo emergente: a intensa impregnacdo nos materiais da anali-
se, desencadeada nos dois focos anteriores, possibilita a emergéncia de uma
compreensao renovada do todo.O investimento na comunicacao dessa hova
compreensao, assim como de sua critica e validagdo, constituem o ultimo
elemento do ciclo de analise proposto. O metatexto resultante desse proces-
so representa um esforco de explicar a compreensdo que se apresenta como
produto de uma nova combinacdo dos elementos construidos ao longo dos
passos anteriores.

Um processo auto-organizado: o ciclo de analise, ainda que composto de
elementos racionalizados e em certa medida planejados, em seu todo pode
ser compreendido como um processo auto-organizado do qual emergem
novas compreensdes. Os resultados finais, criativos e originais, ndo podem
ser previstos. Mesmo assim é essencial o esforgo de preparacdo e impreg-
nacdo para que a emergéncia do novo possa concretizar-se. (MORAES &
GALIAZZI, 2007, p. 12).

Descrevendo este processo na seguinte maneira, temos que:

[...] no seu conjunto, as etapas desse ciclo podem ser definidas como um
processo capaz de aproveitar o potencial dos sistemas cadticos no sentido
da emergéncia de novos conhecimentos. Inicialmente, leva-se o sistema até
o limite do caos, desorganizando e fragmentando os materiais textuais de
andlise. A partir disso, é possibilitada a formacdo de novas estruturas de
compreensdo dos fendmenos sob investigacdo, expressas entdo em forma
de producdes escritas. (MORAES & GALIAZZI, 2007, p. 46).

Objetivamos verificar como o conceito de derivada é apresentado nos livros

(abordagem algébrica e/ou geométrica), se os autores incluem aspectos histéricos e qual
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é o teor dos exemplos e exercicios, verificando o enfoque dos enunciados, a sua contex-
tualizacéo e interdisciplinaridade.

Para seguir a metodologia da andlise textual discursiva, proposta por Moraes e
Galiazzi (2007), dentro dos quatro focos apresentados anteriormente, primeiramente,
para cada um dos livros, na desmontagem do texto, fragmentamos os tépicos e fizemos
uma analise separadamente, considerando a introdugdo ao tema, 0os exemplos e 0s exer-
cicios propostos, além da presenca/auséncia de fatos histdricos. Neste sentido, foi alvo
da nossa analise verificar qual era a opcdo do autor: realizar uma abordagem algébrica
e/ou geométrica do conceito de derivada.

A partir desse ponto, realizamos o estabelecimento de relac6es, procurando veri-
ficar a coeréncia entre a abordagem algébrica e/ou geométrica do conceito de derivada
presente no texto, se 0 autor se preocupa com a transicdo ou ligacdo com as duas abor-
dagens, bem como estas comparecem nos exemplos e exercicios.

Seguindo para o préximo passo, captando 0 novo emergente, procuramos com-
preender o todo, realizando uma combinacdo dos elementos construidos ao longo dos
passos anteriores, atingindo um processo auto-organizado, ndo somente em relacdo a

um livro especifico, bem como uma analise global dos autores analisados.
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2 — ASPECTOS HISTORICOS DO CALCULO

2.1- Abordagem Historica do Calculo

Iniciamos este capitulo recorrendo as palavras do fisico John Desmond

Bernal retiradas de sua obra Historia Social de laCiencia.

Em realidad, sélo a partir de um examen detallado de la interac-
cidn ciencia y la sociedad a lo largo de la historia podemos empe-
zar a compreender qué significa la ciencia y qué puede reservar
nosso futuro®. (BERNAL,1989, p. 366).

Bernal (1989) reforca a importancia de se recorrer a Histdria para compreender a
Ciéncia do tempo presente, enfatizando sempre a interacdo entre a Ciéncia e Sociedade,

para projecoes futuras.

Calcular, segundo Boyer (1995), significou no passado “fazer contas por meio
de seixos”. A palavra Calculo é diminutivo de calx, que em latim, significa ‘pedra’. Ve-
rifica-se que, em Medicina, este significado ainda se faz valer, a expressdo calculo renal
é utilizada para pedras nos rins. (BOYER, 1995, p. 1).

Courant & Robbins (2000) afirmam que, com absurdo simplismo, a “invengédo”
do Célculo €, algumas vezes, atribuida a dois homens: ao inglés Isaac Newton (1642-
1727) e ao alemédo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). No entanto, para estes auto-
res, o Calculo é produto de uma longa evolucdo histérica, que ndo foi iniciada nem con-
cluida por Newton e Leibniz, apesar de ambos desempenharem papel importante nesta
historia.

O Calculo comega a ser moldado no século XVII, contudo, as questfes inerentes

a0 seu surgimento apareceram ha mais de dezessete séculos antes dessa época.

Papiros egipcios e tadbuas cuneiformes babildnicas incluem problemas de
mensuragdo retilinea e curvilinea que pertencem ao dominio do célculo;
mas ao tratamento pré-helénico desses problemas faltou o amadurecimen-
to matematico em dois aspectos sérios: (1) ndo havia distincdo definida
entre resultados exatos e aqueles apenas aproximados, e (2) as relagdes
com a ldgica dedutiva ndo estavam explicitamente reveladas. (BOYER,
1996, p.1).

4Traducdo: Na verdade, apenas a partir de um exame detalhado da interacdo entre ciéncia e sociedade ao
longo da histdria, podemos comegar a entender o que a ciéncia significa e o que pode ser reservado para
seu futuro.
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De acordo com Zuin (2001), se voltassemos um pouco na Historia da Matemati-
ca, encontrariamos diversos trabalhos de varios matematicos, fisicos e astronomos, entre
eles: René Descartes(1596-1650); Buonaventura Cavalieri (1598-1647); Pierre de Fer-
mat(1601-1665); John Wallis (1616-1703); Blaise Pascal (1623-1662); Christian Huy-
gens (1629-1695); o professor de Newton em Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), e
James Gregory (1646-1716). Ainda segundo esta autora, Fermat e Pascal “redescobri-

ram” Arquimedes, passando a usar o método da exaustdo em seus trabalhos.

O prdprio Newton escreveu que suas ideias preliminares para desenvolver
o calculo tinham como base a “maneira pela qual Fermat tragava tangen-
tes”. As ideias de Fermat foram fundamentais para que Newton pudesse
avancar nas suas teorias. Ele proprio admitiu: “Se eu pude ver mais longe
¢ porque estava apoiado em ombros de gigantes”, reconhecendo o valor
das contribuicGes dos que o precederam. (ZUIN, 2001, p.16).

Baron (1985) afirma que o trabalho de Arquimedes (287-212 a.C), segundo a
maioria dos historiadores, deve-se a antecipacao (ou até mesmo a inven¢do) do Célculo
Integral. “E mais facil dizer o que o Calculo faz do que dizer o que ele é”. (BARON,
1985, p.1).

Segundo Boyer (1996), o Método de Arquimedes teria uma importanciamaior no
desenvolvimento do Célculo se a imprensa fosse uma invencdo dos tempos antigos e

nao do Renascimento.

Ninguém no mundo antigo igualou-se a Arquimedes, quanto a invencdo e
a demonstragdo, ao lidar com problemas relacionados ao Célculo. No en-
tanto, o teorema geral mais antigo em Calculo ndo se deve a Arquimedes,
mas a matematicos gregos que viveram, provavelmente, meia duzia de
séculos mais tarde. (BOYER, 1996, p.7).

Na visdo de Baron (1985), fora dos ambientes académicos, aqueles que se preo-
cupam com o Calculo Infinitesimal, de alguma forma ou de outra, interessam apenas

nas suas aplicagoes,

[...] em geral, a derivacéo esta relacionada com a descri¢cdo e mensuracdo
da maneira como as coisas variam, se movem e crescem; vamos utiliza-la
para calcular razBes de crescimento, decrescimento, assim como para
prever desenvolvimentos futuros. A integracdo constitui uma ferramenta
bésica nos processos de somas; por exemplo, ela é usada para determinar
a pressao total da agua contra uma represa, para determinar a quantidade
total de energia que flui através de um cabo elétrico num determinado
tempo ou uma quantidade de terra a ser escavada de uma determinada re-
gido. (BARON, 1985, p.1).

De acordo com Bernal (1989), o instrumento utilizado por Newton, para investi-

gar as forcas da natureza, foi o Célculo, que, na verdade, foi o &pice da obra de muitas



32

geracOes de matematicos, desde os predecessores babilénicos, como Euddxio e Arqui-
medes. No século XVII, o Célculo se desenvolveu muito rapidamente com os trabalhos
de Fermat e Descartes. Entretanto, ndo ha importancia, do ponto de vista da Historia do
Célculo, se o mérito de sua construcdo corresponde a Newton ou a Leibniz. O que im-
porta é que sua forma atual foi dada por Leibniz (1646-1716) e que Newton foi capaz de
emprega-lo para resolucéo de questdes vitais da Fisica, além de ter ensinado a outros,
que puderam fazer o mesmo. O Calculo, da forma como o desenvolveu Newton, pdde
ser usado para resolver uma gama enorme de problemas mecanicos e hidrodindmicos.

O Célculo se desenvolveu conforme uma combinacdo de problemas e teorias. Os
problemas fomentaram as formulacGes, que, por sua vez, geraram 0S conceitos, teorias e
técnicas apropriadas para resolvé-los. Historicamente, o0 modelo geométrico teve in-
fluéncia direta no desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. Por um lado, a
diferenciacdo, que foi desenvolvida paralelamente com problemas relacionados a cons-
trucdo de retas tangentes a uma determinada curva; de outro lado; a integracdo, que se
desenvolveu a partir de problemas de quadraturas de curvas, ou seja, determinacéo de
areas de regides limitadas por uma curva, eixos e ordenadas.

Os problemas da tangente e das quadraturas foram estudados separadamente du-
rante séculos, antes de, finalmente, se tornarem relacionados no século XVII, através do
que agora conhecemos por teorema fundamental do calculo (BARON, 1985).

Eves (2004) afirma que é estranho que o desenvolvimento histérico do Célculo
aderiu o caminho contrario ao daquele seguido pelos livros-texto e cursos basicos atuais
sobre 0 assunto, tal curiosidade se faz valer, devido ao fato de que as ideias associadas a
integracdo surgiram bem antes das ideias associadas a diferenciagao.

A ideia de integracdo teve origem em processos somatorios ligados ao
calculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferencia-
¢ao, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a cur-
vas e de questBes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-
se que a integracdo e a diferenciacdo estdo relacionadas entre si, sendo
cada uma delas operagdo inversa da outra. (EVES, 2004, p. 417).

Como ja mencionado anteriormente, o desenvolvimento do Célculo foi atribuido
ao inglés Isaac Newton e ao alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz. Embora ndo haja ne-
nhuma importancia para a Historia do Calculo, o mérito de quem o teria desenvolvido

primeiramente, a titulo de curiosidade, Jeremy Gray, afirma, em seu documentario inti-
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tulado “Topics in the History of Mathematics’, que Newton foi o primeiro a descobrir o
Célculo, isso haveria ocorrido em 1665 ou 1666, enquanto Leibniz fez sua descoberta
independente cerca uma década depois. Porém, Newton sé publicou sua descoberta anos
depois. Os registros originais de ambas as descobertas ainda estdo preservados. Os ca-
dernos de Newton, de 1665 e 1667, podem ser encontrados na biblioteca da Universida-
de de Cambridge, Reino Unido e, as anotagdes de Leibniz, referentes ao ano de 1676,
estdo localizadas em Hannover, Alemanha.

Os Calculos de Newton e Leibniz estdo vinculados as propriedades geométricas
de figuras, destacando-se o calculo de area e o célculo de tangentes, os dois grandes
problemas daquela época. Ambos percorreram um longo caminho para conclusdo dos
seus estudos e definicdo de suas regras.

Para Maor (2008, p.103), apesar das semelhancgas entre os trabalhos de Newton e
Leibniz, é pertinente destacar algumas diferencas. Segundo este autor, Atribui-se a
Leibniz o significado restrito da palavra Calculo — ou seja, Célculo Diferencial e Inte-
gral. Newton nunca utilizou essa palavra, preferindo chamar sua invencao de “Método
de Fluxoes”, visto que Newton estava muito preocupado em resolver, a partir desse
poderoso instrumento, problemas da Fisica relacionados as necessidades do seu tempo.

O célculo diferencial € o estudo das mudangas ou, mais especificamente,
das taxas de mudanca de uma quantidade variavel. A maioria dos fend-
menos fisicos ao nosso redor envolve quantidades que mudam com o
tempo, tais como a velocidade de um carro em movimento, as leituras de
temperaturas de um termometro ou a corrente elétrica fluindo em um cir-
cuito. Hoje nos chamamos tais quantidades de variaveis; Newton usava o
termo fluente. O calculo Diferencial esta relacionado & descoberta da taxa
de mudanca de uma varidvel, ou, para usar a expressdo de Newton, a
fluxdo de um determinado fluente. (MAOR, 2008, p. 103).

Ainda segundo Maor (2008), Newton era tanto fisico quanto matematico, sua vi-
sdo dinamica de mundo nos mostra o funcionamento de sua mente; para ele, tudo se
encontrava hum estado continuo de movimento.Leibniz, por outro lado, tinha uma visédo
mais voltada para filosofia, de um modo mais abstrato. Ele trabalhava com diferenciais,
pequenos acréscimos nos valores das variaveis x e y.

O conhecimento do Calculo ficou bastante tempo restrito a um pequeno grupo
de matematicos: o grupo de Newton, em seu ciclo na Inglaterra, e os irmaos Bernoulli,

no continente europeu, compondo o time de Leibniz.

> Documentario disponivel no YouTube em: https://www.youtube.com/watch?v=P9_gaUfKKXx8 acesso as
16:33 dia 10/01/17
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Maor (2008) afirma que os irmédos Bernoulli propagaram por toda a Europa 0s
ensinamentos de Leibniz para diversos matematicos, dentre eles, o francés Guillaume
Francois Antonie L’Hospital (1661-1704), responsavel pela escrita do primeiro livro-
texto sobre o assunto, Analyse des infiniment petits (1696). Outros matematicos do con-
tinente o seguiram e logo o Calculo era o assunto dominante na Matematica do século
XVIIL.

Uma grande vantagem do trabalho de Leibniz sobre o trabalho de Newton foi o
sistema de notacdo que ele utilizava. Quando Newton criou seu “método de fluxdes”
colocou um ponto sobre a letra representando uma quantidade cuja fluxdo (derivada) ele

buscava.

Para encontrar a derivada de y = x* devemos primeiro obter uma relagéo
entre as fluxfes de x e de y em relagdo ao tempo (Newton pensava em
cada varidvel como “fluindo” uniformemente com o tempo, dai 0 termo
fluxao), neste caso y = 2xx. A derivada, ou taxa de mudanca de y com
relacdo a X, é a proporcdo entre as duas fluxdes, ou seja, y/x = 2x.
(MAOR, 2008, p. 127).

Esta notacdo dos pontos, utilizada por Newton — “letra pontuada” — mostrou-se
bastante ineficiente, entretanto, sobreviveu na Inglaterra por mais de cem anos. Todavia,
a Europa continental adotou a notacao diferencial mais eficiente, a de Leibniz, dy/dx —
onde dy e dx representam pequenos incrementos nas variaveis y e X. Sua propor¢ao
rendeu-lhe futuramente a concepcao de taxa de variacdo de y em relagdo a x.

Outra notacdo, bastante eficiente, surgiu, em 1797, através de Joseph Louis La-
grange (1736-1813), quando publica em seu tratado Théorie des fonctions analytiques,
uma notacéo funcional da derivada, chamando de f’x a funcdo derivada de fx.

Para Bernal (1989), o método utilizado por Newton foi o Calculo Infinitesimal,
“método das fluxdes” (o fluxo constante de uma funcéo continua). Bernal afirma que
esta descoberta significou o auge do trabalho de muitas geracdes de matematicos, desde
o0s predecessores da Babil6nia, incluindo-se Eudoxo (sec. IV a.C.) e Arquimedes (sec.
Il a.C.).

Do ponto de vista da Ciéncia, como ja enfatizamos, néo é de grande importancia
saber se corresponde a Newton ou Leibniz 0 mérito de ser o pioneiro em aspectos que
desenvolveram o Calculo, uma questdo, naquela época, de grande discussdao. O
importante & que Newton usou seu calculo para resolver questfes vitais da Fisica e

ensinou outros a fazerem o mesmo. (BERNAL, 1989).
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Courant & Robbins (2000), afirmam que, o grande mérito de Newton e Leibniz
foi o de terem identificado claramente a estreita associa¢do entre os dois grandes pro-
blemas daquela época, o problema da tangente, que cabia ao Célculo Diferencial, e 0

problema das quadraturas, que cabia ao Calculo Integral.

Nas maos deles, os novos métodos unificados tornaram-se podero-
sos instrumentos da Ciéncia.[...] Newton, sem duvida alguma o
maior cientista, parece ter-se inspirado principalmente em Barrow
(1630-1677), seu professor e predecessor em Cambridge. Leibniz
aproximava-se mais de um diletante; brilhante advogado, diploma-
ta e fildsofo, uma das mentes mais ativas e versateis de seu século.
(COURANT, ROBBINS, 2000, p. 482).

Ainda segundo Courant (2000) e Robbins (2000), Leibniz havia aprendido a no-
va matematica num intervalo de tempo incrivelmente curto, com o fisico holandés
Christian Huygens (1629-1695), em uma visita a Paris, huma missao diplomatica, pu-
blicando, em seguida, os resultados que continham o ndcleo do Célculo moderno. Por
outro lado, Newton tinha feito suas descobertas muito antes, mas era avesso a publica-
cdo. Somente mais tarde, seus trabalhos sobre o método das fluxdes foram publicados,
levando seus admiradores a iniciarem uma disputa sobre a prioridade na descoberta do
Caélculo junto aos amigos de Leibniz, acusando esse ultimo de plagio. Para esses auto-
res, esta disputa constituiu um exemplo infeliz de excesso de énfase em questdes de
precedéncia e reivindicagdes quanto a propriedade intelectual, o que predisp6s ao enve-
nenamento da atmosfera nos contatos cientificos naturais. (COURANT, ROBBINS,
2000)

Nessa digressao historica, buscamos apontar alguns dos principais elementos da

tematica a ser desenvolvida nesse trabalho.

2.2 — O Ensino de Calculo no Brasil na escola secundaria

N&o é nosso proposito fazer uma discussdo do Calculo Diferencial e Integral ou
mesmo do tépico derivada em uma perspectiva da historia das disciplinas escolares
(CHERVEL, 1990). No entanto, faz-se necessario pontuar alguns aspectos do ensino de
derivada no Brasil, o qual, anteriormente, ocorria no ensino secundario.

Para Miorim (1998), no que diz respeito ao desenvolvimento da Matematica, o
século XVIII pode ser encarado apenas como “interladio”, pois sucedeu o século em

que a Matematica grega havia sido superada, particularmente pelo desenvolvimento da
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Geometria Analitica e do calculo infinitesimal. Ainda, segundo Miorim (1998), desde as
ultimas décadas do século XIX, comegou a se manifestar em diferentes paises uma pre-
ocupacdo em modernizar o ensino de Matematica desenvolvido nas escolas secundarias,
especialmente por meio da introducdo de novos conteddos. Universidades de diferentes
paises passam, a partir deste momento, ter a responsabilidade formal em fornecer pro-
fessores de Matematica para 0s cursos secundarios.

Para D’Ambrésio (2003), o século XIX pode ser visto como o seculo da conso-
lidacdo da Matematica Ocidental.

No Brasil, a introducédo do calculo infinitesimal na escola secundaria foi um dos
pontos defendidos pela proposta de Euclides Roxo, foi ele o maior responsavel pela
proposta modernizadora brasileira, unificando o estudo de Algebra, Geometria e Arit-
mética (TORRES, 2009).

Miorim (1998) afirma que Roxo estava fundamentado nas ideias apresentadas
pelo Primeiro Movimento Internacional para a Modernizagdo do Ensino de Matematica,
iniciado em 1908, com a criacdo da Comissdo Internacional para o Ensino de Matemati-
ca. Desta forma,o ensino secundario brasileiro percorreu um longo caminho até o ano de
1931, onde comeca a se estruturar em nivel nacional.

O decreto n° 19.890, de 18 de abril de 1931, expediu os programas do curso fun-
damental do ensino secundario. Destacam-se, neste decreto, as importantes e coesas
instrucBGes e orientagcdes pedagdgicas, percebe-se uma preocupacdo constante com a
relacdo entre o ensino e a aprendizagem, além, é claro, da restruturacdo do programa e
inclusdo de novos contetdos.

Para dar unidade a matéria, estabelecendo-se essa estreita correlacdo entre
as diversas modalidades do pensamento matematico, sera adotada como
ideia central do ensino, a no¢do de fungdo, apresentada a principio, intui-
tivamente e desenvolvida nas séries sucessivas do curso, de modo grada-
tivo, tanto sob a forma geométrica como a analitica. Com um desenvol-
vimento natural do conceito de fungéo, sera incluido na 5° série o ensino
das nocGes fundamentais e iniciais do calculo de derivadas, tendo-se ndo
s6 em vista a sua aplicacdo a certas questdes, geralmente tratadas em ma-
tematica elementar por processos artificiais, como ainda aos problemas
elementares da mecanica e da fisica. Essas nocdes ndo serdo ensinadas
como matéria a parte, mas entrelacadas ao corpo das demais disciplinas
matematicas. Este acréscimo de matéria serd compensado com a exclusao
de certos assuntos de interesse puramente formalistico, com abandono de
construcdes de importancia secundaria e, ainda, de processos de calculo
desprovidos de interesse didatico. (BRASIL, 1931, p.12413).
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Em Brasil (1931) verifica-se que o contetdo referente ao Célculo foi introduzido
na 5° série do ensino secundario, com carga horéria semanal de 3 horas, alocado junto

ao programa de Algebra (figura 3).

Figura 3 —Programa de Algebra da quinta série
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Applu ncio, av edleulo de ecerlas drveas. B
Vol I]I*H do prisma o do eilindry; dy pirdmide, do cone e .-
- dos respectivos {ronces. Volume da eslera e -<u.-1-s u..lrli*.s. )
- CEstudo sueinilo das specdcs {:Gmcns.

Fonte: Brasil (1931)

No decreto n° 19.890, da reforma Francisco Campos, afirma-se que a introducéao
do método infinitesimal teria “por fim fazer com que o aluno tomasse conhecimento do
mais importante dos recursos matematicos”. Além disso, a defesa pelo ensino da deri-
vada comparece quando se postula que o ensino das no¢des do calculo das derivadas
procuraria “manter um meio termo, entre as razoaveis exigéncias do rigor matematico e
a consideracdo das necessidades praticas, sem desprezar o auxilio da explicacdo geomé-
trica e intuitiva.” (BRASIL, 1931).

Em 1932, o decreto 21.241consolida a organizagdo do ensino secundario:

Quadro 1 — Decreto n. 21.241 - de 4 de abril de 1932 (*)

DECRETO N. 21.241 - DE 4 DE ABRIL DE 1932 (*)

Ensino secundéario
CAPITULO |
DOS CURSOS E DA SERIACAO

Art. 1° O ensino secundario, oficialmente reconhecido, sera ministrado no Colégio Pedro Il e
em estabelecimentos sob o regime de inspecéo oficial.

Art. 2° O ensino secundario compreendera dois cursos seriados: fundamental e complemen-
tar.
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Art. 3° Constituirdo o curso fundamental as disciplinas abaixo indicadas, distribuidas em
cinco anos, de acordo com a seguinte seriacao:

12 série: Portugués - Francés - Histdria da Civilizagdo - Geografia - Matematica - Ciéncias
fisicas e naturais - Desenho - MdUsica (canto orfe6nico).

22 seérie: Portugués - Francés - Inglés - Historia da Civilizagdo - Geografia - Matematica -
Ciéncias fisicas e naturais - Desenho - MUsica (canto orfednico).

3% série: Portugués - Francés - Inglés - Histéria da Civilizacdo - Geografia - Matematica -
Fisica - Quimica - Histdria Natural - Desenho - Musica (canto orfednico).

42 serie: Portugués - Francés - Inglés - Latim - Alemao (facultativo) - Historia da Civilizagdo
- Geografia - Matematica - Fisica - Quimica - Historia Natural - Desenho.

52 série: Portugués - Latim - Alemdo (facultativo) - Histéria da Civilizagéo - Geografia - Ma-
tematica - Fisica - Quimica - Historia Natural - Desenho.

Fonte: Brasil (1932).

De acordo com Geraldo Avila (1991),

Se até 1960 o Célculo era ensinado na escola secundaria, por que en-
tdo ele ndo foi incluido nos programas do novo sistema que criou 0 2.°
grau? De um lado, os reformistas valorizavam mais outros topicos,
gue melhor se prestavam aquelas apresentacdes que eles consideravam
modernas. De outro lado, ndo haveria mesmo espaco para tanta coisa
nos programas, ja que o rigor e o formalismo exigiam o ensino
da teoria dos conjuntos (sic) e varios detalhamentos axiomaticos que
tomam tempo. (AVILA, 1991, p.1)

O ensino de limite e derivada passa a ndo integrar os curriculos do que hoje de-
nominamos Ensino Médio, muito em funcdo da retirada destes conteidos dos vestibula-
res para ingresso nos cursos superiores da area de Ciéncias Exatas. Os autores de livros
didaticos de Matematica, paulatinamente, também eliminaram estes topicos das suas

obras.

2.3 — Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia

Segundo as Diretrizes Curriculares Nacionais dos Cursos de Engenharia, publi-
cadas em 2001,0 desafio que se apresenta o ensino de engenharia no Brasil € um cenario
mundial que demanda uso intensivo da ciéncia e tecnologia exigindo, desta forma, pro-
fissionais altamente qualificados. As diretrizes apontam que o novo engenheiro deve ser
capaz de propor solucbes gque sejam ndo apenas tecnicamente corretas, ele deve ter a
ambicdo de considerar os problemas em sua totalidade, sendo assim, as Institui¢Oes de
Ensino Superior — IES — no Brasil, tém procurado, através de reformas curriculares,

equacionar esses problemas (BRASIL, 2001, p.1).

O nucleo de contedos basicos corresponde a aproximadamente 30% da carga

horaria minima nos cursos de Engenharia. Os curriculos destes cursos deverdo dar con-
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dicbes a seus egressos para adquirirem competéncias e habilidades; destacamos algumas

delas:

— aplicar conhecimentos matematicos, cientificos, tecnoldgicos e instrumentais a
engenharia;

— projetar e conduzir experimentos e interpretar resultados;

— identificar, formular e resolver problemas de engenharia;

— desenvolver e/ou utilizar novas ferramentas e técnicas;

— atuar em equipes multidisciplinares. (BRASIL, 2001).

Nessa perspectiva, cabem aos professores dos cursos de Engenharia, especifica-
mente os professores de Calculo, que busquem formas e metodologias que proporcio-

nem aos alunos meios para desenvolverem tais competéncias.

A presente pesquisa teve a pretensdo de trabalhar nessa linha de pensamento, no
que diz respeito ao ensino de derivada. A Investigacdo Matematica, metodologia pro-
posta e utilizada, pode contribuir para que o aluno seja cada vez mais autbnomo em sua

jornada académica e profissional.
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3 — A DERIVADA E SEU ENSINO

A palavra derivada surgiu através de Newton em seu método das fluxdes. Do la-
tim de (a partir do) + rivus (riacho) formam a palavra derivus ou derive que significa
literalmente "aquele que flui"®.

Segundo Boyer (1996), atribui-se a Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) a con-

tribuicdo de dar ao Calculo elementar o carater que ele tem hoje.

No Célculo de Cauchy os conceitos de funcdo e limite de funcdo eram
fundamentais. Ao definir a derivada de y = f(x) comrelagéo a x ele dava a

+‘ —_
variavel x um acréscimo Ax = i formando a razao M O li-

mite desse quociente quando i se aproxima de zero ele deflnla como deri-
vada f’(x) de y em relacdo a x. Relegava a diferencial a papel subsidia-
rio, embora percebesse suas vantagens operacionais. (BOYER, 1996,
p.355).

Ferreira (2014), em seu artigo publicado na revista Ciéncia e Natura, traz uma
discussdo, assim como Eves (2004), ja referenciado nesta pesquisa, sobre o ensino de
Célculo, no que diz respeito a organizacdo do ensino dos contetdos. Ferreira (2014)
aponta que, uma das inconsisténcias mais graves na metodologia adotada, para 0 ensino
de Calculo, é a sua sistematica apresentacdo antes do conceito de integral, o que deve-

ria, segundo ele, escandalizar a muitos quando sequer é notada.

Esse procedimento contraria totalmente a ordem do desenvolvimento his-
torico da matematica, o que por si sé ja deveria ser um estridente sinal de
alerta. Estabelecendo a origem da integral de Eudoxus (390-338 a.C.)
(“Método da exaustdo”) e, por outro lado, a origem do conceito de deri-
vada nos trabalhos de Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-1716), o in-
tervalo de tempo entre os dois eventos soma mais de 2000 anos de Mate-
matica, periodo que pontificaram algumas das mentes mais brilhantes da
humanidade, como foram as de Arquimedes (287-212 a.C.) e Galileo
(1564-1642). (FERREIRA, 2014, p.109).

Ferreira (2014) defende a ideia de que o conceito de integral deve ser introduzi-
do antes do conceito de derivada, assim como historicamente foi feito.’As discussoes
relacionadas ao conceito de derivada, como a que acabamos de observar, tornam-se bas-
tante pertinentes, uma vez que as pesquisas ja citadas, como a de Garzella (2013) e
Wrobel, Zeferino e Carneiro (2013) indicam a dificuldade de assimilagdo do conceito de

derivada e integral pelos graduandos, o que mostroutambém essa presente pesquisa.

® Dicionario Etimolégico: <https://www.dicionarioetimologico.com.br/derivada>. Acesso em: 11 ago.
2017.

’Nao temos elementos para afirmar quando se houve/ha algum livro, dedicado ao ensino de Calculo Dife-
rencial e Integral, no qual a integral é apresentada antes da derivada. No entanto, defendemos que didati-
camente 0 modelo que é desenvolvido nos cursos superiores é o mais adequado.
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A derivada geralmente € introduzida através de sua defini¢cdo formal por inter-
médio de um “Limite singular ” (FERREIRA, 2014).
 fx+h)—f(x)
lim
h—-0 h
O problema é que, em muitos livros-texto, esse limite é introduzido de forma

desconexa, ou seja, de forma isolada. Muitos autores abrem mao de uma forma mais

intuitiva de abordagem.

3.1 - Andlise do ensino de Derivada segundo alguns livros-texto
A fundamentacdo tedrico-metodoldgica, para nosso estudo do conceito de deri-

vada em livros-texto de Célculo, concentra-se na Andlise Textual Discursiva (MORAES
& GALIAZZI, 2007). Nossa andlise foi de cunho qualitativo e se baseou no método
dedutivo, do geral para o particular, sendo construidas previamente as categorias de
analise ja mostradas em nosso referencial teorico.

Apresentamos, a seguir, uma descri¢do e analise das seguintes obras:

— Livro 1: Célculo Diferencial e Integral, Piskunov, publicado em 1977.

— Livro 2:Calculo com Geometria Analitica,Simmons, publicado em 1987.
— Livro 3: Célculo com Geometria Analitica,Leithold, publicado em 1994.
— Livro 4:Calculo, Thomas, publicado em 2009.

— Livro 5: Célculo, Stewart, publicado em 2014.

Livro 1 - Célculo Diferencial e Integral, Piskounov.

O matematico soviético, Nikolai Semenovich Piskounov (1908-1977) escreveu o
livro Calculo Diferencial e Integral que foi muito utilizado no Brasil nos cursos superi-
ores de Ciéncias Exatas durante a década de 1980 -1990. Analisamos a quarta edicao,

do primeiro volume, publicada em 1977, pela Lopes da Silva Editora.

Figura 4 — Capa do livro “O Célculo Diferencial e Integral”

N FEROONONY

CALCELO DIFERENCIAL
E INTEGRAL

YOLUME 1

Fonte: Piskounov (2977)
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Em seu prefécio, o autor enfatiza uma reformulacdo em relacdo a edicdo anteri-
or, em especial aqueles que tratam de certos ramos da matematica moderna, segundo
ele, esses conhecimentos sdo indispenséveis para todo engenheiro. Nao foi constatado,
no prefacio, a proposta metodolégica do autor.

Piskounov inicia o assunto de derivada no capitulo 3 de sua obra, intitulado: De-
rivada e diferencial. Comega o capitulo com o topico Velocidade dum movimen-
to.Inferimos que a ideia do autor foi de introduzir o assunto de forma contextualizada,
contudo, sua abordagem foi muito superficial, o limite que representa a velocidade ins-

tantanea ficou bastante “solto” em seu texto.

Figura 5 — Exemplo Resolvido/ Piskounov

Fonte: Piskounov (1977, p.73)
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Logo adiante, a derivada é definida formalmente:
Sejay = f(x)

Uma funcéo definida num certo intervalo. Para cada valor da varidvel x
deste intervalo a fungdo y = f(x) admite um valor bem definido.
Suponhamos que se d& a variavel x um acréscimo Ax (positivo ou negati-
vo, ndo importa). A funcédo y recebe, entdo um acréscimoAy. Assim, para
o0s valores x e x + Ax da varidvel temos respectivamente y = f(x) ey +
Ay = f(x + Ax).

Calculemos o acréscimo Ay da funcao y:
Ay = f(x+ Ax) — f(x).

Formemos o quociente do acréscimo da fungdo e do acréscimo da varia-
vel independente

Ay  flx+Ax) - f(x)
Ax Ax

Calculemos o limite deste quociente quando Ax tende para zero. Se este
limite existir, chama-se derivada da funcdo f (x) e, designa-se pela nota-
¢ao f”(x). Assim por definicdo.

o) = i Ay
f(x)_AalcToAx

0 — i L AD = F)
) .

x—0 Ax

(PISKOUNOV, 1977, p.74).

A seguir, sdo resolvidos dois exemplos utilizando a definicdo formal por inter-
médio de limites. Em sequéncia, 0 autor nos mostra a interpretacdo geomeétrica da deri-
vada. Para isso, comeca o assunto definindo a tangente a uma curva num dado ponto.
Nesse momento, o autor relaciona a inclinagdo da reta tangente com a derivada de uma
funcdo, ou seja, ele nos mostra que o valor da derivada f ’(x) para um valor dado da
variavel x é igual a tangente do angulo formado pelo eixo dos x positivos e a tangente a
curva representada pela funcdo: y = f(x) no ponto correspondente; f'(x) = tg a. Lo-
go em seguida, o0 autor parte para as derivadas das funcOes elementares, para as regras
de derivagdo demonstrando-as uma a uma.

Constata-se que ndo houve uma preocupacdo do autor com a diversidade de
exemplos resolvidos. No final deste capitulo, foram disponibilizados 236 exercicios, de
cunho tradicional, sendo a maioria deles de cunho extremamente algébricos.

Selecionamos alguns destes exercicios (figuras 6 e 7).
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Figura 6 —Exercicios propostos/ Piskounov

Fonte: Piskounov (1977, p.135)

Figura 7 — Continuacdo exercicios propostos / Piskounov

Fonte: Piskounov (1977, p.143)

Né&o foi constatado, neste capitulo, nenhum posicionamento histérico relacionado a de-

rivada. Os assuntos sdo sempre introduzidos de modo bastante formal.



45

Livro 2 -Calculo com Geometria Analitica,George F.Simmons.

O autor, matematico americano,George Finlay Simmons, nascido em 1925, es-
creveu Célculo com Geometria Analitica, este livro, assim como o anterior, teve bastan-
te circulagdo nas universidades brasileiras na década de 1990. Analisamos a primeira

edicdo, do primeiro volume, publicada em 1987 pela McGraw-Hill do Brasil.

Figura 8 — Capa do livro “ Calculo com geometria analitica ”

Fonte: Simmons (1987)

J& no prefacio, é possivel identificar a proposta do autor: sua pretensdo é que o
livro seja um texto de Calculo que pode ser utilizado em todos 0s cursos superiores, que
tenham a disciplina, tendo como pré-requisitos conhecimentos de algebra e geometria
em nivel do 2°grau, ou seja, 0 equivalente atualmente ao Ensino Médio.

Ainda no prefacio, o autor garante que foi dada grande énfase a motivacédo e a
compreensdo intuitiva, sendo negligenciados os refinamentos da teoria. Segundo ele, a
maioria dos alunos se revela impaciente quanto a parte tedrica do assunto, e seu propo-

sito maior foi o de apresentar o Calculo como uma arte de resolver problemas.

O obijetivo principal do texto é explorar assuntos para os quais o calculo é
atil — o que ele nos possibilita fazer e compreender — e ndo qual é sua na-
tureza logica, quando encarado do ponto de vista especializado (e limita-
do) do matemdtico puro moderno. (SIMMONS,1987, p. XVI).

O tdpico sobre derivada € abordado no capitulo 2, intitulado: A Derivada de uma
Funcéo. O autor inicia a discussdo com uma pergunta: O que é Calculo? O problema
das tangentes.

Simmons parte da premissa de que todas as ideias e aplica¢cBes do Calculo giram
em torno de dois grandes problemas geomeétricos que, segundo ele, sdo facilmente en-
tendidos:
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PROBLEMA 1: O problema bésico do calculo diferencial é o problema
das tangentes: Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grafico
num ponto dado P.

PROBLEMA 2: O problema basico do calculo integral é o problema das
areas: Calcular a area debaixo do grafico, entre 0s pontos

x=a e x=h. (SIMMONS, 1987, p. 70)

Inferimos que sua intencdo foi estabelecer relag6es iniciais entre o Calculo e a
Geometria, pois, segundo ele, esse é o contexto em que as ideias do Célculo sdo mais
facilmente compreendidas. Logo em seguida, existe um posicionamento, baseado em
fatoshistdricos, com a prerrogativa de que o Calculo néo foi “inventado” e, sim, que foi
um produto de um longo processo evolutivo que teve inicio na Grécia Antiga e continu-
ou no século XIX.

O autor cita, ainda, a grandeza e a importancia de Newton e Leibniz e suas ricas
contribuicbes para o Célculo. A partir dai, concentra suas atengdes no problema da reta
tangente, desde sua definicdo até como calcular o coeficiente angular (inclinacdo) da
mesma. Em relacdo aos exemplos apresentados, percebe-se um numero insuficiente
(apenas dois) para o entendimento de tal abordagem. Em seguida, sdo incluidos dez
exercicios sobre retas tangentes; todos bem tradicionais e sem nenhuma ilustracéo gréfi-
ca. Em seguida, a derivada é formalmente definida como fungéo:

Dada uma fungdo f(x) qualquer,
sua derivada f”(x) é a nova funcéo cujo valor num ponto x é definido por:

F10) = i LEX2OTTD - (IMMONS, 1987, p. 79).

Ax—0 Ax

Simmons inclui dois exemplos utilizando a definicdo formal (resolucdo com li-
mites); logo em seguida, chama a atencdo quanto ao uso das diversas notagdes para a
derivada — algo bastante pertinente — alegando que usar a notagéo correta pode suavizar
0 caminho e realizar boa parte do nosso trabalho, enquanto, notacdes equivocadas po-
dem nos imobilizar, ficando quase impossivel uma movimentacdo facil. Uma notacédo
adequada auxilia o entendimento e o raciocinio do aluno.

O autor finaliza a compreensao de derivada relacionando-a como taxa de varia-
¢ao no topico intitulado: Velocidade e taxa de variacdo.Neste ponto, Simmons inicia o
assunto com uma pincelada no passado, afirmando que, problemas envolvendo veloci-
dade instantanea foram responsaveis por tornar o Calculo um instrumento de pensamen-
to essencial para Newton.

A abordagem do conceito de derivada, como taxa de variagdo instantanea €, sem
duvida alguma, bastante rica quanto a sua aplicabilidade. Segundo nosso ponto de vista,
0 autor ndo explorou tal riqueza. Verificam-se poucos exemplos de aplicacdo (apenas
trés), 0 mesmo pode-se dizer sobre 0s exercicios propostos relacionados a essa aborda-
gem, somente treze exercicios propostos.



Figura 9 — Exemplos Resolvido / Simmons

9 2 m/s. Esse pxojéﬁi' move-se para :
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Fonte: Simmons (1987, p.89)

Figura 10 — Continuagdo Exercicio Resolvido

g"‘m‘ na forma fatorada s = 49?(§=Fjr m

¢ = 8. Logo, o projétil retoma a0 solo 8 segundos apds a
o<t < 8

Para nder mais sobre a natureza desse movimento ¢ necessirio
Se a m:i'::ués passos para calcular derivadas ¢ aplicada a (4), ence

instante I: 3
r_?;- 392 - 93¢

s
de vbo, o projétil estd momenmnu-m lep _

(5 t’i':-:o::lﬂd:“, =0, epor(4). s~ 78;”2\::!.0 r=4

m" alcangad 1 é1il ¢ O tlempo ex alcangar - .

Quando 7 cresce ;e’; : :f?clm.a partir de (5),que v deaueed:uw,zul s

» decresce de 9,8 m/s durante cada segundo na subida e isto s dizendo b

—9 8 metros por segundo por Segu ;
;oddfade t=0 a r=4, quando § € crescente;

P eerescendo. Em particular, ¢ fécil ver por (3) que
g'undo:l-“-&

Fonte: Simmons (1987, p.90)

Alguns exercicios propostos:
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Figura 11 —Exercicios Propostos - 1-Simmons

12. Considere um quadrado de drea A e lado s, de modo que A4 =s°. Se x=~;-s. utilize a

idéia do Exemplo 3d para fazer conjecturas acerca do valor de dA/dx. Verifique suas
conjecturas por meio de cdlculos.

13. Suponha que um baldo de volume ¥ e raio r esteja sendo inflado, de tal modo que Ver
sejam ambas fungdes do tempo 7. Se dV/dt ¢ constante, o que pode ser dito (sem célculos)
acerca do comportamento de dr/dt quando 7 cresce?

Fonte: Simmons (1987, p.93)

Figura 12 —Exercicios Propostos - 2 -/ Simmons

Cada uma das formulas dos Problemas 1 a 7 descreve 0 movimento de um ponto a0
de uma re_u hoti_mnnl cujo sentido ¢ o da esquerda para adkeltmsmadam,puo:omull:ﬁ
do enunciado acima para escrever a velocidade » = dy/dr. Encontee, também, (4) os instantes
em que a velocidade ¢ nula, de modo que o ponto esti momentaneamente em repouso; e (b) os
instantes em que 0 ponto estd se movendo para a direita.

.

1. s=32— 121+ 7. 2. s=1—61—1,

3, s=2+28—6. 4. s=—194 100 = 5%
S, ¥=Tr+2 6. =247

1. s=@-6F

8. Doh'pmmprﬁmdgm@m.molmmlgt-mmm-seaolmgodemeuo.dc
: &in‘%’ﬁmn Tge v e )

o T,

ey
it Sang wisn HOp

smi—6 & u=8-A

onde 5, ¢ 5 sdo medidos em metros e t,em segundos.

¢ § metros em ¢t segundos, onde 1 = 1 3477,
ocidade de 26,8 m/s?

Fonte: Simmons (1987, p.94)

E pertinente a discuss&o sobre a quantidade e a diversidade dos exemplos e exer-
cicios de aplicacdo, é justamente neste momento que o leitor tem a oportunidade de ex-
perimentar e verificar a aplicabilidade do estudo de derivada como Taxa de Variagéo
Instantdnea nas mais diversas areas e contextos. Inferimos que o autor poderia ter ex-
plorado essas areas, como por exemplo: mostrar a aplicabilidade nos cursos Engenharia,
Economia, Administracéo e outros.

O capitulo 2 desta obra ndo cumpre o objetivo da compreensdo imediata do con-
ceito de derivada. Os exemplos e exercicios, além de serem insuficientes, sdo bastante

tradicionais, ha pouca diversidade no quesito aplicacdo da derivada. Ndo percebemos,
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por parte do autor, uma preocupacdo com a contextualizacdo e, muito menos, com a
interdisciplinaridade, também ndo houve uma exploracdo grafica satisfatéria que pro-
porcionasse um maior auxilio a percep¢do geométrica da derivada.

A grande parte dos exercicios sdo de cunho algébrico e bastante repetitivos. Su-
pomos que 0 autor ndo conseguiu atingir seu principal objetivo que era o entendimento

do conceito de derivada e sua aplicabilidade.

Livro 3 —O Calculo com Geometria Analitica, de Louis Leithold.

O matematico americano Louis Leithold (1924-2005) iniciou como autor de li-
vro-texto de Calculo em 1968. Analisamos o primeiro volume da terceira edicao do seu
livro O Calculo com Geometria Analitica, publicado em 1994, pela editora Harbra. Esta

obra também com bastante circulacdo nas universidades brasileiras.

Figura 13—Capa do livro “Célculo com Geometria Analitica”

Fonte: Leithold (1994)

Em seu prefacio,Leithold deixa claro que elaborou sua obra para o estudante, ou
seja, preocupou-se bastante em manter uma apresentacdo de acordo com a experiéncia e
a maturidade de um principiante. Ainda segundo ele, as explana¢des passo-a-passo, 0S
inimeros exemplos descritos e a ampla variedade de exercicios continuam a ser 0s as-

pectos relevantes do livro nesta edicéo.

Leithold inicia o assunto de derivada no capitulo 3 de sua obra, intitulado: A De-
rivada e Derivacdo. O capitulo principia com uma abordagem geométrica da derivada.
Para ele, muitos dos problemas importantes de Calculo envolvem a determinacdo da
reta tangente a uma curva dada, em um determinado ponto dela.

A seguir, é definida formalmente a reta tangente:
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Definicdo: Suponhamos que a funcgéo f seja continua em x,.A reta tangente
ao grafico de f no ponto P (x4, f (x;)) é:
(i) a reta por P tendo inclinagdo m(x, ),dada por:
ey = 1im LT 80 = FG)
7 axs0 Ax

se o limite existir:
(ii) a reta x = x4 se:

po FG a0 — fG)
1m

for + © ou —

Ax—0+ Ax
e
x; +Ax) — f(x
lim f(x ) — f(x1) for + o — o
Ax—0~ Ax

(LEITHOLD, 1994, p.141).

Trés exemplos relacionados a inclinacéo de reta tangente sdo resolvidos imedia-
tamente apos a definicdo anterior, nos quais, observa-se uma preocupacao com a ilustra-

cdo. Dois destes exemplos sdo tratados geometricamente(figura 14).

Figura 14 — Exemplos Resolvidos — 1 - / Leithold

Fonte: Leithold (1994, p. 141)

Posteriormente, a derivada é definida como funcao:
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Definicdo: A derivada de uma funcéo f é a funcdo denotada por f’, tal que
seu valor em qualquer nimero x do dominio de f seja dado por:
f(x + Ax) — f(x)

Ax

f'(x) = lim
Ax—0

se este limite existir.
(LEITHOLD,1994, p.142).

N&o houve, por parte do autor, nenhuma preocupacdo em relacionar a inclinagéo
da reta tangente com a derivada. Esta foi introduzida totalmente desconexa do assunto,
contradizendo a afirmacdo de Leithold no prefécio, de que sua obra foi escrita para
atender a experiéncia e a maturidade de um principiante.Ap6s esta defini¢do “solta” de
derivada, o autor resolve dois exemplos utilizando a definicdo formal de derivada, ou

seja, 0s exemplos sao resolvidos por meio de um limite.

Figura 15 — Exemplos Resolvidos — 2 - Livro de Calculo

Fonte: Leithold (1994, p.143)

Dando continuidade ao assunto, o autor destaca as diferentes notacdes de deri-

vada, informando ao leitor que o simbolo f' para derivada foi introduzida pelo matema-

tico francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813), no século XVIII. J& o simbolo % para
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notacdo de derivada, foi introduzido pelo matematico aleméo Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1646-1716). Consideramos que, neste ponto, o autor deveria ter explorado mais a
parte historica; apenas citou Newton, Leibniz e Lagrange devido as notac@es utilizadas,
eximindo-se de tratar da importancia de cada um deles para o desenvolvimento do Cal-
culo.

Ap0s as definicbes, o autor dispde uma lista com 64 exercicios, entre determina-
¢do da inclinacdo de reta tangente, derivada de funcGes utilizando a defini¢do formal e
alguns exercicios com abordagem numérica do limite que representa a derivada de uma
funcdo. Os exercicios mostram-se bem repetitivos, tradicionais.

Logo adiante, Leithold apresenta os teoremas de derivacdo (Regras de deriva-
¢ao). Em seqguida, a derivada é abordada como taxa de varia¢éo. Para isso, inicia o as-
sunto recorrendo a fisica (movimento retilineo) com um problema contextualizado de
velocidade média, apds algumas consideracfes e analises é formalizada a velocidade
instantanea:

Definigdo: Se f for uma fun¢do dada pela equacédo s = f(f)e uma particula
se mover ao longo de uma reta de tal forma que s seja 0 nimero de uni-
dades da distancia orientada da particula a um ponto fixo na reta em t
unidades de tempo, entdo a velocidade instantaneada particula em t uni-
dades de tempo serd v unidades de velocidade, onde:v = f'(t) v =

d . ..
ﬁ se a derivada existir.

(LEITHOLD,1994, p.165).

A velocidade instanténea logo se torna uma ponte para a derivada em sua abor-
dagem como taxa de variagdo instantanea de uma fungéo. Para que tal abordagem seja
entendida, o autor aborda exemplos distintos de aplicacdo, tais como: a taxa de variagdo
do volume de um cubo em relacéo a sua aresta; a taxa de varia¢do da resisténcia em um
circuito elétrico em relacdo a corrente e uma aplicacdo na area econémica, mostrando a
variacdo do custo e da receita de uma empresa em funcéo da quantidade produzida, inti-
tuladas fungbes marginais.

Encerrando este topico, o autor disponibiliza uma lista de 38 exercicios relacio-
nados a taxa de variacdo instantanea, sendo, a maioria deles, contextualizados, com gra-

dacdo de nivel de dificuldade(figura 16).
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Figura 16 —Exercicios Resolvidos / Leithold

T = 0,1(400 — 401 + %) '
(a) Ache a taxa de variagdo médudefm
5h & 6h; (b) ache a taxa de variagdo de T em.

26. Estima-se que um empregado de uma firma
ras para quadros possa pintar ¥ molduras x
mecar o trabalho as 8 horas da manha e

y=3x+8x*-x' O0=x<4

(a) Ache a taxa segundo a qual o empmudo :
do as 10h; (b) ache 0 numero de molduras g
pinta entre 10h ¢ 11h,
27. Se a agua cstiver sendo drenada de uml
foroVolumedeiguanupiscmat:;t

Fonte: Leithold (1994, p. 143)

Livro 4 -Calculo,deGeorge B. Thomas

O matematico e professor George B. Thomas (1914-2006) escreveu o livro
Célculo, amplamente utilizado nas universidades do Brasil. Analisamos a 112 edicao,
publicada em 2009, pela Pearson.

Figura 17 — Capa do Livro “Calculo”

WEIR HASS CGHORDA NG

0

Fonte: Thomas (2009)
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No segundo prefacio da obra, fica evidente que a intencdo do autor foi buscar
captar o estilo e os pontos fortes das edi¢des anteriores. Seu objetivo esteve amparado
em dois aspectos: recuperar as melhores caracteristicas das edi¢@es classicas da obra e,
ao mesmo tempo, ouvir cuidadosamente as sugestdes de inlmeros usuarios e revisores,
adequando-a para o curriculo das universidades.O autor destaca que tentou escrever o
livro da maneira mais clara e precisa possivel.

Thomas inicia o topico derivada no final do primeiro capitulo intitulado Limites
e Continuidade, mais precisamente, em seu ultimo tépico nomeado: Reta tangente e
derivadas. O autor nos mostra o que é uma reta tangente a uma curva, derrubando al-
guns mitos sobre retas tangentes, chamando a atencdo para o fato de que a maioria das
curvas ndo tem centro; € uma reta, que talvez quiséssemos chamar de “tangente”, pode
interceptar o grafico de umafuncdoem outros pontos ou apenas no ponto de tangéncia.
Apbs a definicdo de tangéncia, passa-se ao estudo do coeficiente angular, através de

definicéo, seguido de alguns exemplos.

vista no

- ~ . +h)—
Encerrando a unidade 2, destaca-se a razdo incremental M

calculo do coeficiente angular da reta tangente; argumenta-se que, se a razdo incremen-
tal tem limite com h tendendo a zero, esse limite sera denominado derivada de f em x,,.
E aqui que a palavra derivada surge, pela primeira vez, na obra de George Thomas.

O capitulo 3, intitulado Derivacéo, inicia-se por um breve resumo do que sera
tratado no mesmo. O autor remete a vasta aplicabilidade das derivadas, destacando as
diversas areas deconhecimento em que as derivadas sdo utilizadas, por exemplo: para
calcular as dimensdes ideais de uma lata cilindrica, estimar a taxa de disseminacao de
uma doenca ou ainda determinar a idade de um artefato pré-historico.E possivel inferir
que o proposito do autor, ao trazer as informaces iniciais, seja despertar uma curiosi-
dade pelo assunto.

O posicionamento historico da derivada é disponibilizado como material adicio-
nal no site da editora, isso € mostrado apenas como um destague no canto superior es-
querdo da pagina, denominado: Companion Website (Ensaio historico). A andlise desse
material mostra que o mesmo é didaticamente organizado e estruturado. O fato de estar
disponibilizado apenas como material adicional e na WEB, leva-nos a concluir que o
mesmo pode nédo ser consultado por alguns estudantes, pois, apesar dos avangos tecno-

I6gicos, nem todos tém acesso a Internet.
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Em seguida, a derivada é formalmente definida como funcao:
A derivada de uma funcéo f(x) em relacédo a variavel x é a fungdo f’cujo
valor emx é f'(x) = ;lméw desde que o limite exista. (THO-
MAS, 2009, p.145).

Thomas (2009, p.146) apresenta ainda seis exemplos resolvidos de derivadas a

partir da definicdo formal, como o exemplo transcrito a seguir.

Exemplo 1 Aplicando a definicao derive f(x) = ﬁ

SOLUGAO Aqui, temos f(x) = == e f(x + h) = =~ logo

(x+h)-1
fx+h)—f(x)
h

f'() = lim

x+h x
= lim x+h-1 x—=1
h-0 h

— 1 1_(x+h)(x—1)—x(x+h—1)
= iSon x+h-Dx-1)

1 —h
R it h—Dx—-1)

L -1 -1
_hl—I}(q)(x+h—1)(x—1)_(x—1)2

(THOMAS, 2009, p.146).

As diferentes notacbes de derivada sdo tratadas posteriormente, assim como a
representacdo geomeétrica da derivada.

Percebe-se uma preocupacdo com a qualidade e diversidade dos exemplos, um
cuidado com a contextualizacdo pode ser constatado. Isso também é verificado nos

exercicios propostos para este topico, um total de 66 exercicios (figuras 18 e 19).



Figura 18 — Exemplos Resolvidos / Thomas

. | o nfel deagicar
o aumento liquido foi de Ay =93 -
por At= 1 hara, obemos 4 0

=

ORT
AT

Observe que nio pod

cat a0s ingtantes £ = 1,2, 5, onde o grific
“bia” sem cochiciente angular. A
nesses Instantes.

Fonte: Thomas (2009, p.149).

Figura 19 — Exercicios Propostos / Thomas

Fonte: Thomas (2009, p.154).
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A partir dai, sdo tratadas as regras de derivacdo, constata-se certo rigor matema-
tico, uma vez que todas as regras sdo demonstradas e existe uma quantidade satisfatoria
de exemplos resolvidos, graduados em diferentes niveis de dificuldade.

O topico seguinte, intitulado A derivada como taxa de variacdo,contempla dife-
rentes areas de conhecimento em que as derivadas s@o aplicadas, comecando pela Fisi-
ca, com o conceito de velocidade instantanea, em seguida, a aceleragdo. Outras &reas de
conhecimento também sdo tratadas como, por exemplo, Ciéncias Econémicas, introdu-
zindo o conceito de fungbes marginais e sao apresentados diversos exemplos de aplica-

cdo, de diferentes niveis de dificuldade.

Figura 20 — Exemplos Resolvidos — 2 —/ Thomas

FIGURA 114 Grifico de tempo e distin- olt) = 2 = im, s
cia para 0 Exemplo 2. O coeficiente angular S

s tangente em P é 2 velocidade instantines

emi=21s

EXEMPLO 2 Determinando a velocidade de um carrod

A Figura 3.14 mostra o grifico de tempo ¢ distancia
ro de corrida Riley & Scott Mk 111-Olds WSC ano 1996.
angular da secante PQ ¢ a velocidade media para o in
segundos de (=1 5a =355, que, nesse caso, € de aproxin
pésis ou 68 mith,
O coeficiente angular da tangente em P ¢ a leitura do vel
pre— t = 15, aproximadamente 57 pes/s ou 39 mifh. A aceleragio
o F":;m° apresentado ¢ quase uma constante com 28,5 pés/s® durante
, e do, que estd em torne de 0,89 g, onde g é 2 aceleraglo
velocidade méxima do carro ¢ estimada em 190 mish,
Track, mar. 1957.)

Fonte: Thomas (2009, p.170).

O mesmo pode-se dizer dos exercicios propostos ao final deste topico. Uma lista
consideravel, 320 exercicios, é proposta ao final do capitulo, incluindo exercicios meca-
nicos, problemas contextualizados, interdisciplinares, com gradacdo de nivel de dificul-
dade. Estes sdo relacionados a diversas areas e trazem aplicacfes que podem despertar a

curiosidade como, por exemplo: estimando altura de um prédio, estimando volumes de
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solidos geométricos, cunhando moedas, efeito das manobras de voo sobre o coracédo e

medindo a aceleracdo da gravidade.

Figura 21 — Exercicios Propostos — 2 — / Thomas

28. Enchendo um balio O volume V-.‘

lio esférico muda de acordo com o valor do ra ]

(a) Qual éataxa (em pés’/pés) de variagio de whxﬂg,cxh’f p

relagio ao raio, quando r = 2 pés?
(b) Aproximadamente quanto o volume do balao aumen-

ta quando o raio muda de 2 para 2,2 pés?

29. Decolagem deumaviao Suponha queadistincia percor-

30.

rida por uma aeronave na pista antes de decolar seja dada
por D = (10/9)# (medindo-se D em metros desde o ponto
de partida e  em segundos depois que os freios foram sol-
tos). A aeronave comeca a planar quando sua velocidade
atinge 200 km/h. Quanto tempo levard para a aeronave pla-
nar e que distancia ela percorrerd nesse tempo?

Fontes de lava vulcanica Embora a erupgao do Kilauea
1ki, no Havai, em novembro de 1959, tenha comecado com
uma linha de fontes laterais na parede da cratera, a ativida-
de ficou restrita a uma tinica abertura no fundo da cratera,
que em certo momento langou lava a 1.900 pés de altura
(um recorde mundial). Qual foi a velocidade de saida da
lava em pés/s? E em mi/h? (Dica: Se v, € a velocidade de
saida de uma particula de lava, sua altura no instante ¢
serd dada por s = vyt — 161° pés. Comece determinando o
instante em que ds/dt = 0. Despreze a resisténcia do ar.)

Fonte: Thomas (2009, p.180).

Livro 5 — Calculo, James Stewart.

O matematico e professor James Drewry Stewart (1941-2014) escreveu sua obra,

ou melhor, seu best-seller em 1987.Analisamos a sétima edi¢cdo de seu primeiro volume,

publicado em 2014, pela Cengage Learning.

Figura 22 — Capa do livro “Calculo”

calculo

James Stewart

Fonte: Stewart (2014).
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Em seu prefacio, no topico “filosofia” do livro, o autor destaca que tentou escre-
ver o0 texto sempre com a preocupacdo de auxiliar o aluno a descobrir o Célculo, tanto
em seu poder pratico quanto a sua surpreendente beleza; para isso, procurou manter,
como nas edi¢des anteriores, a intencdo de transmitir ao estudante uma noc¢éo da utili-
dade do Calculo e o desenvolvimento de uma competéncia técnica.

“Newton indubitavelmente experimentou uma sensagédo de triunfo quando fez
suas grandes descobertas. Quero que os estudantes compartilhem um pouco deste entu-
siasmo. ” (STEWART, 2014, p.I1X).A intencdo do autor parece ser enfatizar a constru-
cdo conceitual, a qual, segundo ele, ha um consenso de que esse € um dos principais
objetivos do ensino de Célculo.

O assunto de derivada é introduzido no penultimo topico do capitulo 2, intitula-
do Derivadas e Taxas de Variacdo. O autor inicia este topico retomando o problema de
encontrar a reta tangente a uma curva e o problema de encontrar a velocidade de um
objeto. E possivel que o autor tenha a pretensdo defazer o leitor perceber que os pro-
blemas citados envolvem determinar um mesmo tipo de limite. Este tipo especial de
limite, segundo Stewart, € chamado de derivada. A seguir, é definida a reta tangente a
curva bem como a velocidade instantanea para averiguacao da informacéao repassada no

inicio do topico quanto aos limites encontrados em ambos 0s casos:

Tangentes
Definicdo: A reta tangente a curva y = f(x) em um ponto P(a,f(a)) éa
reta passando por P com a inclinacéo

_ o ) = f(@)
m=lim—————
x—a X—a

Desde que esse limite exista. (STEWART, 2014, p.131).

Velocidades
Definimos velocidade (ou velocidade instantanea) v(a) no instante t = a
como o limite dessas velocidades médias:

fla+h) - f(a)
h

v(a) = ;llir(l)

Isso significa que a velocidade no instante ¢t = a é igual a inclinacéo da
reta tangente em P.
(STEWART, 2014, p.133).
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Ap06s a comparacdo dos limites encontrados nas duas situacdes mostradas ante-
riormente, o0 autor apresenta mais trés exemplos sobre estes limites(figura

23).Recorrendo a Fisica numproblema de velocidade instantanea.

Figura 23 — Exemplos Resolvidos / Stewart

, ' comegar

mlodemovnmtos-m.s

fla+ h) ~ fla) _
h

@ = tin

2 3y
e  lim 2@+ 2ah 0 —a?)
h—0 h g

= Pnnl) 49(2a + h) = 98a

(i)AVelomdade apos 5 s é de v(5) = (9.8)(5) = 49m/s.
\(bj Uma vez que o posto de observago estd 450 m acima do sol
emfn. quando s(r,) = 450, isto €, :

4,94 = 450.

Fonte: Stewart (2014, p.133).

Posteriormente, o autor define formalmente a derivada.

Definicdo: A derivada de uma funcéo f em um nimero a, denotada por

f'(a),e
fla+h) —f(a)
h

f'(a) = lim
se o limite existir.
(STEWART, 2014, p.133).

Adiante, comparece uma segunda interpretacdo da derivada como taxa de varia-
cdo instantdnea. A conexdo com a primeira interpretacdo, segundo o autor, é que se
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esbogarmos a curva y = f(x), entdo, a taxa instantanea de variacao seré a inclinacéo da
reta tangente a essa curva no ponto onde x = a.

Para que esta abordagem seja bem compreendida, Stewart apresenta trés exem-
plos de aplicagéo, mostrando ao leitor que: a velocidade de um objeto é a taxa de varia-
cao do deslocamento em relagdo ao tempo; o custo marginal é a taxa de variacdo do
custo de producdo em relacdo ao numero de itens produzidos; a taxa de variacdo do dé-
bito em relacdo ao tempo tem vasto interesse na economia. O autor cita, ainda, outras
taxas de variagdo utilizadas em outras ciéncias, como por exemplo, na Fisica, afirmando
que a taxa de variacgdo do trabalho em relacéo ao tempo é chamada de poténcia.

Encerrando este topico, sdo disponibilizados 54 exercicios relacionados a reta
tangente e taxa de variacdo instantanea, incluindo exercicios mecanicos, problemas con-
textualizados, interdisciplinares, com gradacéo de nivel de dificuldade.

Constata-se uma preocupa¢do com a Histdria da Matemadtica, ao final das ativi-
dades, o autor disponibiliza uma nota sobre os métodos iniciais para encontrar tangen-
tes. Trazendo a informacdo que a primeira pessoa a formular as ideias de limite e deri-
vada foi Isaac Newton, em 1660, dando continuidade aos trabalhos de Fermat e Bar-
row.Nesta nota o autor faz indicacbes de leituras de outros autores como Boyer,
Edwards, Eves e Kline para aqueles leitores que se interessarem em um maior aprofun-
damento nos métodos de Newton.

A derivada é definida como funcéo, logo ap6s, no ultimo tépico do capitulo 2 in-
titulado: A derivada como uma fun¢éo, mostrando ao leitor que acontece quando o nu-
mero fixo ‘a’ mostrado na Se¢do anterior comeca a variar:
flx+h)—f(x)

h

f'(0) = lim

Dado qualquer nimero x para qual esse limite exista, atribuimos a
x 0 ndmero f’(x). Assim, podemos considerar f° como uma nova
funcao, chamada derivada de f. (STEWART, 2014, p.140).

Comprova-se, adiante, novamente uma referéncia historica, neste ponto, sobre
Leibniz, trazendo de forma bastante resumida, quem foi GottfriedWilhem Leibniz, bem
como as suas principais contribuicées para o Calculo.

Ao final deste tépico, encerrando o capitulo 2, sdo disponibilizados 164 exerci-
cios, explorando o tratamento numérico e o geométrico. Os exercicios sao bem diferen-

ciados, de cunho mecénico, problemas contextualizados, interdisciplinares, com grada-
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cao de nivel de dificuldade. Incluem-se alguns exercicios de revisdo como verificacdo

de conceitos(figuras 24 e 25).

Figura 24 — Exercicios Propostos - 1

tra C(1), a porcentagem de capacidade total
conforme a funcio de tempo ¢ passa (em horas).

(2) Qual o significado da derivada C'(1)?

(b) Esboce o grifico de C'(1). O que o grifico diz?

CH

Fonte: Stewart ( 2014, p.148).



Figura 25 — Exercicio Proposto 1 / Stewart

mostra as flutuagdes entre 1940 a -
(a) Estime os valores de F'(1950), F'(1965)
(b) Qual o significado dessas derivadas?

(¢) Vocé pode sugerir as razdes para os valores des

y

S8 baby s
. boom //
/ \
30+ / \ bab:
/ \ ety

P lnd 7 =
25 // y= F(f)
201

L5t
¥

1940 1950 1960 1970 I
51. Suponha que | f(x) | < ¢(x) para todo x, onde

b
i

gy

Fonte: Stewart (2014, p.153).
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Destaca-se, na obra de Stewart, a sua preocupagao com 0s conceitos, parece-nos

que o autor pretende levar o leitor, a todo instante, a refletir sobre eles, antes de ser in-

troduzida uma definigdo mais formal.

Quadro 2 — Tdpicos de analise do conteido de derivada nos livro-textos pesquisados

Cadigo Topicos para andlise

T1 Apresentacdo de alguma abordagem historica sobre o calculo e/ou derivada no
topico analisado

T2 Introducdo do contetdo de derivada despertando o interesse de seu leitor para o
conteudo abordado

T3 Inclusdo de situagdes reais ou cotidianas para o estudo de derivada

T4 Apresentacdo da abordagem geométrica da derivada

T5 Apresentacdo da abordagem algébrica da derivada

T6 Interrelacdo da abordagem algébrica com a geométrica, se essa transicao é veri-
ficada na obra.

T7 Namero total de exemplos resolvidos.

T8 Diversidade de aplicagdo da derivada nos exemplos resolvidos.

T9 NUmero total de exercicios propostos.

T10 Diversidade de aplicacdo da derivada nos exercicios propostos.

T11 Orientacdo de atividades a serem trabalhadas em ambiente informatizado.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Quadro 3— Grau de concordancia

Grau de concordancia

Né&o atende 1
Atende parcialmente 2
Atende satisfatoriamente 3

Fonte: Elaborado pelo autor
Para avaliar os livros analisados, estabelecemos graus de concordancia (quadro
3),e avaliamos o contetdo derivada nos livros analisados,tomando como referéncia,
para andlise, os topicos apresentados no quadro 2, chegando aos resultados mostrados

no quadro 4.

Quadro 4 — Quadro de analise do conteudo de derivada

Livro-texto T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T6 | T7 | T8 | T9 T10 | T11

Livro 1

Livro2

Livro 5

Legenda: 1: ndo atende — 2: atende parcialmente — 3: atende satisfatoriamente


http://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjOkdbUg6TPAhVJDZAKHd2hDUEQjRwIBw&url=http://lista.mercadolivre.com.br/livros-matematica/willie-a.-maurer-c%C3%A1lculo-diferencial-e-integral-3&bvm=bv.133700528,d.Y2I&psig=AFQjCNF8YglGy3MG-TVgzDybv5jnhvHUwQ&ust=1474669911886598
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Sob determinados aspectos, pode-se dizer que alguns autores tém uma aborda-
gem semelhante, o que se aproxima do conceito de vulgata, designado por Chervel
(1990).

O estudo dos contelidos beneficia-se de uma documentacdo abundante a
base de cursos manuscritos, manuais e periddicos pedagogicos. Verifica-
se ai um fendmeno de “vulgata”, o qual parece comum as diferentes dis-
ciplinas. Em cada época, o ensino dispensado pelos professores é, grosso
modo, idéntico, para a mesma disciplina e para 0 mesmo nivel. Todos 0s
manuais ou quase todos dizem entdo a mesma coisa, ou quase isso. Os
conceitos ensinados, a terminologia adotada, a colecéo de rubricas e capi-
tulos, a organizacdo do corpus de conhecimentos, mesmo 0s exemplos
utilizados, ou tipos de exercicios praticados sdo idénticos, com variacGes
aproximadas. (CHERVEL, 1990, p.203).

Em todas as obras analisadas,o estudo de derivada é abordado inicialmente pelo
aspecto geométrico “reta tangente a uma curva”. Lembrando que a obra mais antiga, de
Piskounovfoipublicada em 1977 e, a mais recente, de Stewart,em 2014.

Verificamos, pela analise das obras, que elas se aproximam no que diz respeito a
organizacdo e sequéncia na introducdo de derivada, bem como suas abordagens. No
entanto, as obras se distanciam bastante no que diz respeito a contextualizacdo, posicio-
namento histdrico e a aplicacdo do estudo das derivadas.

Nas obras mais recentes, de Thomas (2009) e Stewart (2016), verifica-se alguns
exercicios propostos a serem realizados utilizando-se recursos tecnoldgicos e/ou recur-
sos graficos, sugerindo-se calculadora gréafica ou computador. Néao foi constatado, para
a derivada, a indicacdo de um software especifico. No caso de Thomas (2009), existe a

indicacdo do software Maple em projetos tecnoldgicos sobre o estudo de limites.
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4— DO PRODUTO EDUCACIONAL E DA SUA APLICAGCAO

Como parte integrante desta pesquisa, foi elaborado o produto educacional “A
Derivada e suas diferentes abordagens: uma proposta para a introducdo do seu conceito”
no sentido de auxiliar os professores das turmas iniciais dos cursos de Ciéncias Exatas a
introduzirem o conceito de derivada, transitando nas abordagens: algébrica, geométrica

e histérica.

4.1 —Construcéao e objetivos das atividades.

Foram planejadas duas atividades para introduzir o conceito de derivada, sendo
que, para cada uma das atividades foi utilizado uma abordagem diferente. A seguir, des-

creveremos cada atividade, bem como os objetivos de cada uma delas.

4.1.1 — Atividade 1

Nesta atividade sera trabalhada a abordagem numérica e algébrica da derivada,
utilizando-se para este fim a investigagdo matematica. Esta Atividade é constituida de
13 tarefas, objetiva-se com a realizacdo da presente atividade, que os alunos possam
estabelecer relagfes com o estudo de limites, e que ao término da mesma, sejam capazes

de calcular a velocidade num instante qualquer

Quadro 5: Atividade 1

Atividade 1

Trabalho a ser realizado em grupo:(Sugestdo: Maximo de 4 alunos
por grupo)

Objetivo: Explorar a situacdo dada, do ponto de vista numérico e
algébrico. Trabalhar conceitos da Fisica que sdo bastante utilizados
no dia a dia, como, por exemplo, a velocidademédia.

Nesta atividade, espera-se que o aluno estabeleca relacbes com o
estudo de Limite e consiga desenvolver o raciocicio para generalizar
o calculo davelocidade instantanea.

Material: Calculadora, papel e lapis.
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Consideremos a seguinte situacéo:

Um objeto é solto do topo de um prédio a 75 m de altura. Sabe-se que a altura h
(em metros) do objeto em relacdo ao solo é dada em funcdo do tempo t (em segundos)

pela funcao:

lh(t) = —3t2 + 75

Figura 26 —llustracdo da Atividade 1

Fonte: http://static.hsw.com.br/qgif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)

Sabe-se que a velocidade média é obtida pela razdo entre a distancia percorrida

e 0 tempo gasto em certo percurso, dada por:

Vinédia = T Vinédia = A tf——to

(Ad = variacdo da distancia
At = variagdo do tempo

ds = distancia final
Onde: < e
d, = distancia inicial
ty = tempo final
\t, = tempo inicial



http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)
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TAREFAL: Complete o quadro a seguir:
Quadro 5: Tarefa proposta 1

TEMPO t ALTURAh
(segundos) (metros)

0 75

1

2

3

4

5

6

7

Fonte: Elaborado pelos autores

Quanto tempo leva até o objeto tocar o solo? Descreva como chegou a esta conclus&o.

OBJETIVOS DA TAREFA:

Neste tarefa, espera-se que os alunos completem a tabela, e por meio de discus-
sOes entre os componentes do grupo, 0s mesmos possam chegar a conclusdo que o obje-
to leva 5 segundos para tocar o solo.

TAREFA 2: Calcule a velocidade média em todo percurso, ou seja, desde o instante em

gue o objeto € solto até 0 momento em que ele toca o solo.

OBJETIVOS DA TAREFA:

Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a formula fornecida para o célculo
da Velocidade Média, desde o instante t = Os até o instante t = 5s, chegando ao resultado
de — 15 m/s.

TAREFA 3:0 que vocé poderia dizer em relagdo ao sinal encontrado na resposta ante-

rior?

OBJETIVOS DA TAREFA:
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O objetivo desta tarefa € gerar uma discussdo quanto ao sinal encontrado na
TAREFA 2. Trata-se de uma boa oportunidade para uma intervencdo do professor! Ex-
plicando para os grupos que o sinal de negativo encontrado refere-se ao sentido contra-

rio do movimento, ou seja, a medida em que o tempo passa estamos perdendo altura!

TAREFA 4: Seria possivel encontrar/estimar a velocidade do objeto no instante t=
3s?

OBJETIVOS DA TAREFA:
O Objetivo desta tarefa € de fomentar uma inquietagdo por parte dos alunos. Es-
pera-se que o0s integrantes do grupo promovam uma grande discussao neste ponto. Nesta

tarefa, o professor ndo devera intervir.

Observacdo: Inferimos que os alunos retomaréo esta tarefa mais adiante, com mais pro-

priedade.

TAREFA 5:Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3 a 5 segundos.

OBJETIVOS DA TAREFA:
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem os dados encontrados na tabela e a
formula fornecida para o calculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de — 24

m/s.

TAREFA 6: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3 a 4 segundos.

OBJETIVOS DA TAREFA:
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem os dados encontrados na tabela e a
formula fornecida para o célculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de — 21

m/s.

TAREFA 7: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3,5 a 3,0 segundos.

OBJETIVOS DA TAREFA:
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Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a fungdo h(t) = —3t% + 75, para
encortar a altura do objeto no instante t = 3,5 s bem como, a férmula fornecida para o

calculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de —19,5 m/s.

TAREFA 8:Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3,0 a 3,1 segundos.

OBJETIVOS DA TAREFA:
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a fungdo h(t) = —3t% + 75, para
encortar a altura do objeto no instante t = 3,1 s, bem como, a férmula fornecida para o

calculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de — 18,3 m/s.

TAREFA 9:Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3,0 segundos a 3,01 segundos.
OBJETIVOS DA TAREFA:

Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a fungdo h(t) = —3t2 + 75, para
encontrar a altura do objeto no instante t = 3,01s bem como, a formula fornecida para

o célculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de — 18,3 m/s.

TAREFA 10: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo
de 3,0s a 3,001 segundos.

OBJETIVOS DA TAREFA:
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a fungdo h(t) = —3t2 + 75, para
encortar a altura do objeto no instante t = 3,001s bem como, a férmula fornecida para

o célculo da Velocidade Média, chegando ao resultado de —18,3 m/s.

TAREFA 11: Vocé conseguiria responder a questdo 4 agora? O que vocé observa nas
tarefas anteriores, ou seja, da TAREFA 5 a TAREFA 10?

OBJETIVOS DA TAREFA:
Neste ponto, esperamos que o0s alunos promovam discussdes sobre a TAREFA

4. E um momento especial para o professor instigar o grupo a estimar o resultado.

TAREFA 12: O que acontece com a velocidade média, quando a variacdo de tempo vai

se aproximandode zero?

OBJETIVOS DA TAREFA:
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Este é um importante momento desta atividade, neste ponto, esperamos que 0s
alunos percebam que, & medida em que a variacdo de tempo vai se aproximando de ze-
ro, a velocidade média vai se aproximando a — 18,3 m/s.

TAREFA 13: Seria possivel estabelecer aqui alguma relagdo com algum assunto traba-

Ihado nas aulas anteriores?

OBJETIVOS DA TAREFA:

Espera-se, com essa tarefa, que os alunos relacionem a atividade proposta com o
estudo de Limites. Apos as discussdes entre 0s grupos, € um momento impar para o
professor, junto comos alunos, legitimar a velocidade instantanea por meio de um limi-

te.

4.1.2 — Atividade 2

Nesta atividade, sera trabalhada a abordagem geométrica da derivada, utilizan-
do-se para este fim o aplicativoGeogebra instalado nos Smartphones dos alunos. Esta
atividade é constituida de 9 tarefas. Objetiva-se, com a realizacdo da presente atividade,
que os alunos possam estabelecer relagdes com retas secantes e tangentes, assim como

na primeira atividade, espera-se que o aluno possa relaciona-la ao estudo de limites.
Quadro 6: Atividade 2

Atividade 2

Trabalho a ser realizado em grupo:(Sugestdo: Maximo de 4 alunos por
grupo)

Objetivo: Explorar a situagdo dada, do ponto de vista geométrico. Para isso, uti-
lizaremos o aplicativo GEOGEBRA, ja instalado nos Smartphones dos alunos.

Nesta atividade, espera-se que o aluno estabeleca relacfes entre retas secantes e
tangentes a uma curva.

Observacdo: Muitos estudantes universitarios possuem Smartphones, isso ndo
serd um empecilho para o desenvolvimento da atividade. Além disso, o traba-
Iho serd desenvolvido em grupo. Desta forma, o professor pode organizar os
grupos de modo que o numero de Smartphones com o aplicativo instalado seja
distribuido de modo homogéneo.

Material: Smartphone, App GEOGEBRA, papel e lapis

Fonte: Elaborado pelos autores

Retomaremos a atividade anterior, mas desta vez, com as atencdes voltadas para

0 tratamento geometrico.
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Um objeto é solto do topo de um prédio a 75 m de altura. Sabe-se que a altura h

(em metros) do objeto em relacdo ao solo € dada em funcdo do tempo t (em segundos)

pela fungdo: |h(t) = —3t2 + 75

Figura 27 — llustracdo da Atividade 2

Fonte: http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)

IMPORTANTE! As tarefasl, 2 e 3 devem ser guiadas pelo professor. Partimos da pre-

missa de que os alunos tém pouca ou nenhuma experiéncia com o aplicativo Geogebra.

TAREFA 1: Construa o grafico da funcdo h(t) = —3t2 + 75 utilizando o Aplicativo

Geogebra.
OBJETIVOS DA TAREFA :

Nesta tarefa, espera-se que o0 aluno possa construir, junto com o professor, o gra-
fico de uma fungéo utilizando o aplicativoGeogebra. (Para muitos alunos, sera a primei-
ra vez que utilizam o aplicativo, por este motivo, esta atividade também tem como obje-

tivo um contato inicial com oGeogebra,ou seja, apresentar o aplicativo).

Junto como professor, espera-se que os alunos consigam chegar na figura

28mostrada a seguir:


http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)
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Figura 28 — Resultado esperado, TAREFA 1
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Fonte: Elaborado pelos autores

TAREFA2: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3 e 0 ponto B de abscissa X =5.

Tracar uma reta que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equacdo da mesma.

OBJETIVOS DA TAREFA:

Além de mostrar ao aluno a grande variedade de construgcdes geométricas que
podem ser realizadas com o uso do AppGeogebra, nessA tarefa iremos obter uma reta
que passa por dois pontos distintos no plano, ambos pertencentes ao grafico ja obtido.
Tracando, assim, uma reta secante a curva, registrandoa equacao da mesma.

Assim, como A tarefa anterior, espera-se, junto ao professor, que os alunos con-
sigam chegar na imagem mostrada na figura 29.
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Figura 29 — Resultado esperado, TAREFA 2

Fonte: Elaborado pelos autores

TAREFA 3: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3, e 0 ponto C, de abscissa x = 4.

Tracar uma reta que passa por esses pontos; em seguida, registrar a equacdo da mesma.

OBJETIVOS DA TAREFA:

Assim como a tarefa anterior, iremos obter uma reta que passa por dois pontos distin-
tosda funcdo, os alunos repetirdo os mesmos procedimentos realizados nA tarefa 2.

Obtendo o resultado previsto na figura 30: uma reta secante a curva.

Figura 30 — Resultado esperado, TAREFA 3.

*c000 VIVO = 17:46 + 100% W+
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|
/ 20 ll
|
| \
- x
(e TGy &
B = (5.0)
f: Reta[A,B]
f: 48x + 2y = 240
® C (4,27)

Fonte: Elaborado pelos autores
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TAREFA 4: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3, e 0 ponto D, de abscissax = 3,5.

Tragar uma reta que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equacdo da mesma.
OBJETIVOS DA TAREFA:

Ap0s desenvolver as tarefas 1, 2 e 3 com o auxilio do professor, espera-se, com
a tarefa 4, que os alunos sejam capazes de repetir o procedimento sem a intervencdo do
professor, estimulando, desta maneira, a autonomia dos alunos.O professor devera in-

terceder apenas quando solicitado.

TAREFA 5: Determinar o Ponto A, de abscissa X = 3, e 0 ponto E, de abscissax = 3,1.

Tracar uma reta que passa por esses pontos; em seguida, registrar a equacdo da mesma.
OBJETIVOS DA TAREFA:

Assim como na tarefa 4, esta tem como objetivo tracar uma reta secante a curva

e, em seguida, registrar sua equacao.

TAREFA 6: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3, e 0 ponto F, de abscissa X =
3,01. Tracar uma reta que passa por esses pontos; em seguida, registrar a equacdo da

mesma.
OBJETIVOS DA TAREFA:

Espera-se que os alunos comecem a relacionar retas secantes com retas tangen-
tes. Neste momento, o professor devera instigar os alunos quanto a classificacdo desta

reta, ou seja, trata-se de uma reta secante ou uma tangente a curva (figura 31).

Figura 31 — Resultado esperado da tarefa 6

1Nl [CL M)

it ~1.83x — 0.1y = —10.29
[5) F (3.01.47.82)
j: Reta [A.F]

j: 0.18x + 0.01y — 1.02

Fonte: Elaborado pelos autores.
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E importante a intervencdo do professor solicitando aos alunos que ampliem a
imagem para comprovar visualmente que se trata de uma reta secante. O Aplicativo

permite esta aproximacéo (figura 32).

Figura 32— Zoom do aplicativo

~-

Fonte: Elaborado pelos autores

TAREFA 7: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3, e 0 ponto G, de abscissa x =
3,001. Tracar uma reta que passa por esses pontos; em seguida, registrar a equacéo da

mesma.
OBJETIVOS DA TAREFA:

Assim como na tarefa 6, espera-se que os alunos explorem a situacdo, verifican-

do que a reta continua secante a curva.

TAREFA 8: O que esta acontecendo com a reta secante a curva quando a diferenca

entre as abscissas vai se aproximando de zero?
OBJETIVOS DA TAREFA:

Durante a execucdo desta tarefa, espera-se que os grupos percebam que, a medi-
da que a diferenca entre as abscissas dos pontos vai se aproximando de zero, a reta se-

cante a curva vai se aproximando da reta tangente ao ponto A, justificando que a equa-

cdo dareta AG é muito préxima da reta AF .
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Momento propicio para o professor introduzir o conceito de reta tangente junto

com os alunos.

TAREFA 9: Seria possivel estabelecer, aqui, alguma relacdo com algum assunto traba-

Ihados nas aulas anteriores?
OBJETIVOS DA TAREFA:

Espera-se, com esta pergunta, que os alunos percebam novamente a ideia de li-
mite. Apds as discussdes entre 0s grupos, € um momento bastante oportuno para o pro-
fessor, juntamente comos alunos, legitimar o coeficiente angular da reta tangente a cur-
va por meio de um limite.

4.1.3 — Atividade 3
Quadro 7: Atividade 3

Atividade 3

Uso de videos do Youtube, para trabalhar a Historia da Matematica, no que diz

respeito a origem do Calculo Diferencial e Integral.

Obijetivo: Explorar a situacdo dada, do ponto de vista histérico e atual. Para

isso, utilizaremos a rede social Youtube.

Nesta atividade, espera-se que o aluno possa fazer conexdes entre o passado, 0

presente e o futuro.

Material: Recurso multimidia (com audio), acesso a Internet.

Fonte: Elaborado pelos autores

Nesta atividade, sera trabalhada a abordagem histérica da derivada, utilizando-
se, para este fim, videos disponibilizados na rede social Youtube. Esta atividade é cons-
tituida de trésvideoe tem como principal objetivo legitimar as duas atividades anterio-
res, ou seja, fazer com que o aluno relacione, por meio dos videos apresentados, 0s pro-

blemas que originaram o Calculo Diferencial, bem como, a aplicabilidade do mesmo.

— Videol: A Histéria do Calculo
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Figura 33 — Video sobre a Histéria do Calculo

P o) a08¥Ess
Fonte:Youtube?®
O video A Histdria do Calculo tem duracdo aproximada de 25 minutos, trata das
ideias que desencadearam o surgimento do Calculo, bem como, 0s personagens respon-

sdveis por grandes avangos na Matematica.

— Video 2: Newton x Leibniz

Figura 34 — Video de Newton x Leibniz

Fonte:Youtube®

O video Newton x Leibniz tem duracdo aproximada de 5 minutos, € uma anima-
¢do que trata, de forma bastante divertida e descontraida, as “desavencas” entre Newton

e Leibniz pelo reconhecimento da inven¢édo do Calculo.

Este video, em especial, mostra a importancia da visualizacdo como ferramenta
no ensino, o audio estd em outro idioma (espanhol), porém, mesmo assim, a mensagem

passada pelo video se faz entender.

8Link de acesso: https://www.youtube.com/watch?v=6HI147rcOiAE

SLink de acesso: https://www.youtube.com/watch?v=fOIPCSpCNVA



https://www.youtube.com/watch?v=6HI47rcOiAE
https://www.youtube.com/watch?v=fOIPCSpCNVA
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— Video 3: O Calculo Diferencial e Integral e suas Aplicacgdes.

Figura 35 — Video sobre as Aplicagdes do Calculo

Fonte:Youtube!®

O video tem duragdo aproximada de 4 minutos, foi produzido por alunos de En-
genharia Civil da UNEMAT — Universidade do Estado de Mato Grosso.

Neste video, os alunos fazem uma breve apresentacdo da Historia do Célculo e,
em seguida, algumas aplica¢bes do Calculo que sdo utilizadas atualmente. Nossa inten-

¢do, quanto ao uso deste video, é trazer uma linguagem mais préxima dos alunos.

4.2 — Da aplicacao das atividades.

O produto foi aplicado num curso de extensdo promovido no Centro Universita-
rio Newton Paiva destinado para os alunos dos cursos de Engenharia.

O curso de extenséo intitulado “Aprimoramento de Cdlculo Diferencial: ressig-
nificando o conceito de Derivada”, com duracdo de 6 horas/aula de 50 minutos, sendo
aplicado em trés dias consecutivos, sempre no horario de 17:00h as 18:40h. O curso
teve como principal objetivo experimentar as diferentes abordagens do conceito de De-
rivada, proporcionando aos alunosum melhor entendimento e apreenséo deste topico.

O curso foi dividido em trés momentos, bastante dinamicos e com diferentes me-
todologias.

Programacao:

— Segunda-feira, dia 28/08/2017.
Abordagem numérica/algébrica da derivada/ com uso de calculadora
— Terca-feira, dia 29/08/2017.

10_ink de acesso: https://youtu.be/lwcAzH4H1Bw



https://youtu.be/1wcAzH4H1Bw
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Abordagem geométrica da derivada/ com o uso do appGeogebra instala-
do nos Smartphonesdos participantes.

— Quarta-feira, dia 30/08/2017.
Formalizacdo da Derivada / Contexto Historico/Aplicagcbes/com uso de
videos.

Foram realizadas 11 inscri¢des para o referido curso, contudo, no dia 28/08/2017
compareceram apenas 5 alunos. A seguir, faremos uma breve descrigdo de cada um de-
les.

— Aluno A: Matriculado regularmente no 4° periodo do curso de Engenha-
ria Elétrica, tendo concluido as disciplinas de Calculo Diferencial, Célculo
integral, Calculo de Varias Varidveis. Atualmenteesta cursando a disciplina
Célculo Avancado.

— Aluno B: Aluno de Engenharia Civil, matriculado em disciplinas de di-
versos periodos, ja concluiu a disciplina de Calculo Diferenci-
al.Atualmenteesta cursando a disciplina Calculo Integral.

— Aluno C: Matriculado regularmente no 2° periodo do curso de Engenha-
ria Mecénica, tendo concluido a disciplina de Calculo Diferencial, atual-
mente cursando a disciplina de Calculo Integral.

— Aluno D: Matriculado em algumas disciplinas do 2° ,3° e 4° periodos,
tendo concluido a disciplina da Calculo diferencial. Atualmente cursando a
disciplina Calculo Integral.

— Aluno E: Aluno de Engenharia Civil, ainda ndo concluiu a disciplina
Calculo Diferencial, atualmente esta cursando a disciplina da Calculo Dife-

rencial pela segunda vez.

4.2.1 —Aplicacdo e Andlise da Atividade 1

A atividade 1 foi aplicada no dia 28/08/2017, programada para iniciar as 17:00h
e termino previsto para 18:40h Compareceram, para esta atividade, 5 alunos dentre os
11 inscritos, alunos A, B, C, D e E.

Apo0s as devidas apresentacdes, foi explicado aos alunos presentes que 0 curso
fazia parte de uma pesquisa do programa de Mestrado em Educacdo Matematica, bem
como, o objetivo central do curso que era uma melhor compreensdo do conceito de de-

rivada.



81

A atividade 1 foi distribuida para os 5 alunos e lhes foi sugerido que sedividis-
sem em dois grupos, ficando uma dupla e um trio, contudo, como os alunos estavam

bastante resistentes em separar, foi formado apenas um grupo (figura 36).

Figura 36 —Grupo de Estudantes

Fonte: acervo dos autores

Os alunos entenderam a proposta da atividade 1 e logo comecaram a realizagéo
da mesma.

A tarefa 1foi realizada tranquilamente, todos alunos preencheram a tabela e res-
ponderama pergunta corretamente, como por exemplo, o aluno B (figura 37). Contudo,

foi percebido que apenas um aluno descreveu como chegou a essa conclusdo. Apenas o
aluno D.

Figura 37-Resolucéotarefa 1 da atividade 1- Aluno B

———m___g
01-Complete o quadm o seguir: .

TEMPO ¢

ALTURA b »
fspmion (metrus) Jlz) = B 159
G DI
P 7{ hirty= 'ia’;f,%
i
e N3 bix) - 2)+ 5
S =6
% o) M) ADRFS
G—— S COECE
§ —— ———— =33 g YAIAS
4 = ,}0\; 2%
e Ly 43D

fempe v alé & B[R0 TAET O 50607 DRICHAVS COMS CHiegEal 3 esta cunclisla.

.MAOA‘6WMM

Fonte: acervo dos autores



82

A tarefa 2 gerou algumas discussdes no grupo, devido ao sinal da velocidade en-
contrado por cada um deles, como por exemplo, o aluno E (Figura 38),que encontrou
um resultado positivo para a velocidade média, o aluno B também encontrou 0 mesmo

resultado, enquanto os demais encontraram corretamente a velocidade média de -15m/s.

Figura 38 —Resolugdo tarefa 2 da atividade 1- Aluno E

9] ol o] ctda ardt 9 i
02- Caleule a velocidade média em todo percurso. ou seje, desde o instante em que o
objeto € solto aré 0 momento em gue ele wea o solo,

Fonte: acervo dos autores

Tarefa 3: O que vocé poderia dizer em relagdo ao sinal encontrado na resposta anterior?

Foi observado uma discussdo entre os integrantes; dois alunos afirmaram que a

resposta anterior ndo fazia sentido.
“ Negativo, sendo a velocidade incoerente com a realidade ”. (aluno D)
“Avelocidade é uma grandeza modular ”.(Aluno B)

Como a discussdo foi evoluindo, houve a necessidade fazer uma intervencdo na-

quele instante, explicando-lhes que:

Professor - “o sinal encontrado era apenas em funcédo do referencial, ou seja,
gue o objeto esta indo no sentido contrario do movimento, a medida em que o tempo

passa o objeto vai perdendo altura. ”

A tarefa 4 atingiu oobjetivo proposto. Neste ponto, os alunos discutiram bastan-
te, apos alguns “calculos” e alguns minutos, perceberam, entre si, que ndo seria possivel
encontrar a velocidade no instante t = 3s apenas com o uso da formula de velocidade
média.

De mais relevante nesta tarefa salientamos que, durante a discuss@o no grupo, o

aluno A chegou a falar sobre limite com os demais componentes do grupo.
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As tarefas 5 e 6 foram realizados sem gerar davidas. Nestas tarefas, foi solicita-
do para calcular a velocidade média entre dois intervalos de tempo — para isso era sO
consultar a tabela ja construida por eles naprimeira tarefa, e substituir os valores na

férmula da velocidade média fornecida na atividade.

Tarefa 5: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3

a 5 segundos.

0—48
"Vm= > =~ 24m/s" (aluno C)

Tarefa 6: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3
a 4 segundos.

27 —48 21
=——=-21m/s" (aluno C)

Vm = 1 1

Na tarefa 7 era necessario utilizar a funcéo para encontrar a altura em que o ob-
jeto estava em relacdo ao solo. O aluno B nédo sabia como determinar a altura em que se

encontrava o objeto no instante t = 3,1 s, mas foi prontamente ajudado pelo grupo. (Fi-

gura 39)
Figura 39 —Resolucéo tarefa 7 da atividade 1- Aluno B
07- Calcule a velocidade média do objeto considerando o inrervalo de tempa de 1’,}: a
3 segundos. !\ (-ﬂ: -wL_T] +15
- L
V= DE=0O— Iz A 4T
F—a D 33,45
U - 43- 33,43
3-3,5 )
- - 1Aamin
|/ g = ,,JfM = 9
PA= Do

Fonte: acervo dos autores

Assim como a tarefa 7, as tarefas 8, 9 e 10 exigiam dos alunos conhecimentos
semelhantes, ou seja, precisavam inicialmente encontrar a altura do objeto em relagéo

ao solo, para, em seguida, utilizarem a férmula da velocidade média. (Figura 40).
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Figura 40 —Resolucdotarefas 8, 9 e 10 da atividade 1- Aluno A

Fonte: acervo dos autores
A tarefa 11 também cumpriu o objetivo investigativo, os alunos retomaram a ta-
refa 4 com bastante propriedade, com os dados encontrados nas tarefasde 5 a 10. Eles
perceberam que, a medida em que o intervalo de tempo ficava cada vez menor, podiam
fazer uma boa estimativa. Um deles, o aluno C, descreveu sua conclusédo da forma

transcrita a seguir.

Tarefa 11: VVocé conseguiria responder a questdo 4 agora? O que vocé observa nas tare-
fas anteriores, ou seja, da 5° a 10° tarefa?

“Nao, precisavamos de uma formula que dé uma precisdo mais certa. Tentamos
chegar mais préximo do instante 3 para achar a velocidade, entdo, como os cal-
culos de 8 a 10, estimamos que a velocidade no instante 3s é de aproximada-
mente - 18 m/s ”(aluno C)

A tarefal2, assim como no tarefa 11, foi percebida a relacdo entre a variacao de

tempos se aproximar de zero segundos e, a velocidade média, se aproximar de -18m/s.

Tarefa 12: O que acontece com a velocidade média quando a variacdo de tempo vai se

aproximando a zero?
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“Cada vez que a medida do tempo vai se aproximando de zero a velocid de vai

se estabilizando em -18m/s “(aluno E)

Tarefa 13: Seria possivel estabelecer aqui alguma relacdo com algum assunto trabalhado

nas aulas anteriores?

A tarefa 13 alcancou o objetivo almejado para a proposta desta atividade. Todos
os alunos lembraram do estudo de Limites, entdo, foi um momento bastante propicio
para generalizarmos, na atividade proposta, a velocidade num instante t qualquer. As-
sim, junto com os alunos, fomos construindo a fungdo que nos fornecia a velocidade do

objeto em fungéo do tempo t em segundos:
A generalizagéo foi feita da seguinte maneira:

Sabe-se que:

Vimsdia =37 = 7 "¢
r — Yo

Adaptando a relacdo acima para a situacdo abordada, temos que:

Vinedia = A_t =

tf_to

Ah  h(t+ At) — h(t)
Vinedia = E = At

Para que se verifique a relacdo acima, recorremos A tarefa 9 desta mesma ativi-
dade.

TAREFA 9: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo

de 3,01 a 3 segundos.

t=3s
Neste caso, temos que: {At = t; —to = 0,01
Assim:
Ah  h(t+ At) — h(t)
Vinédia = E = At

AR h(3+0,01) — h(3)

AR R(3,01) — h(3)
Vmsdia = 37 = 001
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AR 47,8197 — 48
Vmeaio = 3¢ =501

AR —0,1803
Vinsdia = 37 = 001

A
Vmédia = E = —18,03 m/s

Como podemos observar, nas tarefas realizadas nesta atividade — e constatado na
pergunta 12 — quando a variagdo de tempo At vai se aproximando de zero a velocidade

média vai se aproximando de -18 m/s.

Quando o intervalo de tempo é muito pequeno, ou seja, a medida que vai se
aproximando de zero, ja ndo temos mais a percep¢do de dois instantes (tf e to). O que
queremos dizer, € que o intervalo de tempo pode ser desprezado, sendo assim, temos a
velocidade naguele momento, ou seja, naquele instante! A velocidade instantanea sera
dada pelo limite a sequir:

_R(t+A8) = h(®)
Vo = hm =

Neste momento, foi solicitado aos alunos que encontrassem a velocidade instan-
tanea na atividade proposta.Nossa intencdo era que os alunos pudessem calcular o limite

como o indicado a seguir:

Sabe-se que: h(t) = —3t%2 + 75

Deste modo,
h(t + At) — h(t)

o=

At

—3(t+ At)> + 75— (-3t2 + 75

V(t) = lim ( ) ( )
At—0 At

- =3(t? + 2tAt + At?) + 75+ 3t?> — 75
v = jim, At

—3t?% — 6tAt — 3At% + 75+ 3t2 - 75
At

/(@) = jm,

Ve = i —6tAt — 3At?
©) = A%To At
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Ve = i —3At(2t + At)
= A%Lno At

V() = lim =3(2t + A0)

V(t) = lim —6t + At = —6t+0
At—0

Com este desenvolvimento, legitimamos a velocidade instantanea recorren-
do a TAREFA 4.

TAREFA 4: Seria possivel encontrar/estimar a velocidade do objeto no instante
t=3s?

Sabe-se que a velocidade em funcdo do tempo é dada porV (t) = —6t.

Assim:
V(t) = —6t
V(3) =-6(3)
[V(3) = —18m/s]|

Ao terminar esta atividade, os alunos entenderam a diferenca entre velocidade
média e velocidade instantanea, bem como, aimportancia e aplicabilidade no estudo de
limites. Foi a partir deste exercicio, que foi possivel encontrar a velocidade instantanea.

Em momento algum foi mencionada a palavra derivada, no decorrer desta ativi-
dade, nem pelo professor, nem pelos alunos.

4.2.2 — Aplicacdo e analise da Atividade 2

A atividade 2 foi aplicada no dia 29/08/2017, como a anterior, programada para
iniciar as 17:00h e término previsto para 18:40 h. Compareceram para esta atividade 4
alunos, apenas os alunos A, B C, e D. Entdo, a atividade 2 foi distribuida para os 4 alu-

nos presentes.
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Para esta atividade ja estava acordado com os alunos que iriamos utilizar o Apli-
cativo Geogebra ja instalado em seus respectivos smartphones.

Estava previsto que os alunos tinham pouco ou nenhum conhecimento com o
aplicativo, por este motivo, os exercicios 1, 2 e 3 desta atividade foram realizados com a
mediacdo do professor.

A primeira tarefa foi desenvolvida tranquilamente, todos os alunos conseguiram
construir o grafico da fungdo h(t) = —3t% + 75. Isso pode ser atribuido a interface do

aplicativo que é bastante simples e intuitiva. (Figura 41)

Figura 41 —Resolugdotarefa 1, da atividade 2- Aluno A

Fonte: acervo dos autores

Para a realizagéo das tarefas 2 e 3, os alunos tiveram mais dificuldade, pois eram
mais complexos que o primeiro, exigiam mais comandos a serem executados, como, por
exemplo, criar pontos sob a curva dada, e criar uma reta passando pelos pontos criados.
Contudo, os alunos superaram nossas expectativas concluindo a tarefa perfeitamente.
(Figuras 42, 43)
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Figura 42 —Resolucdo tarefa 2, da atividade 2- Aluno D

a4

Fonte: acervo dos autores

Figura 43 —Resolucdo tarefa 3, da atividade 2- Aluno C

Fonte: acervo dos autores

As demais tarefas desta atividade, ou seja, a partir da terceira, foram realizadas
apenas pelos alunos, ndo houve mediacdo do professor, apenas quando solicitado, o que
aconteceu apenas em dois momentos:o primeiro, quando o aluno C néo se lembrava de

colocar o ponto sob a curva e, outro momento, quando o aluno D ndo recordava como
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tracar uma reta passando por dois pontos dados no plano. Os alunos seguiram a ativida-

de auxiliando uns aos outros. (Figura 44).

Figura 44 —Aluno A dando apoio ao aluno B.

Fonte: Acervo dos autores

O aplicativo retorna a equacéo geral da reta ax + by + ¢ = 0, contudo, foi pedi-
do aos alunos que registrassem a equacao da reta em sua forma reduzida, do tipo y =
ax + b. O motivo dessa solicitacdo se concentrava no fato de, ao escrever a equacgao da
reta em sua forma reduzida, evidenciamos o coeficiente angular ‘a’, propiciando a sua

devida interpretagdo geométrica’.

Também foi solicitado que os alunos registrassem tudo que julgassem importan-
te. Os alunos seguiram realizando as atividades e realizando anota¢des diversas (figuras
45 e 46).
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Figura 45 —Registros do aluno D.

Fonte: Acervo dos autores

Figura 46 —Registros do aluno C.

Fonte: Acervo dos autores

Neste ponto da atividade, os alunos comecaram a estabelecer relagdes entre o
coeficiente angular da reta e a velocidade média trabalhada na atividade 1. O aluno A
percebeu que os coeficientes angulares das retas tinham os mesmos valores das veloci-

dades médias encontradas na atividade 1.

Entdo, a tarefa 8 foi respondidapelo grupo, sem qualquer dificuldade, uma vez
que eles conseguiram associar as duas atividades. Perceberam que o coeficiente angular
iria se aproximar de -18 e que ja ndo havia diferenca significativa entre os pontos, ou
seja, a reta secante iria se tornando tangente a curva.

Foi um momento oportuno para conceituar formalmente uma reta tangente, nes-
se momento, recorremos a Stewart:
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A palavra tangente vem do latim tangens, que significa “tocando”. As-
sim, uma tangente a uma curva é uma reta que toca a curva. Em outros
termos, uma reta tangente deve ter a mesma dire¢do que a curva no ponto
de contato. (STEWART, 2016, p.66).

A tarefa 9, assim como a tarefa 13 da atividade 1, foi realizada sem qualquer
problema pelos alunos. Todos associaram o estudo de limites. (Figura 47)

Figura 47 —Registros do aluno D.

09- Seria possivel estabelecer aqui alguma relag3o com algum assunto traba-
Ihado nas aulas anteriores‘l?

Fonte: Acervo dos autores

De forma analoga a atividade 1, chegamos em um momento ideal para generali-
zarmos o problema, assim, juntamente com os alunos, fomos construindo a funcéo que
nos fornecia o coeficiente angular da reta para um valor de x qualquer pertencente ao

seu dominio.

O coeficiente angular da reta secante ao grafico da funcdo f(x) passando pelo

ponto A, de abscissa x = x, e pelo ponto B, de abscissa x = xj, sera dado por:

_ Ay

= ax
oSG+ 80 — fx)

B Ax

Para que se verificasse a relagéo acima, recorremos A tarefa 3 da atividade 2.

TAREFA 3: Determinar o Ponto A, de abscissa X = 3, e 0 ponto C, de abscissa X

= 4. Em seguida, tracar uma reta que passa por esses pontos.

O coeficiente angular da reta que passa por esses pontos sera dado por:

[+ Ax) — f(xa)
a =
Ax

f(x)=-3x2+75

Neste exercicio temos que:
1 {Ax=xc—xA=4—3=1
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Logo:

a _ fOxq 4 Ax) — f(x4)
B Ax

_fB+D-fO)
1

-1
q =12 "I
1
_ [-3(®)?% +75] — [-3(3)? + 75]
1
_27-48
1

Assim como feito para a velocidade instantanea, podemos generalizar, utilizando

a

a ideia de Limites.

A medida que Ax vai se aproximando a zero, o coeficiente angular da reta, que é
secante ao grafico da funcdo, vai se aproximando do coeficiente angular da reta que

tangencia a funcdo naquele ponto.

O coeficiente angular da reta que tangencia a curva, passando pelo ponto A, de
abscissa x = x, sera dado por:

Y f(xq +Ax) — f(x4)
im
Ax—0 Ax

Legitimaremos a relacdo estabelecida acima finalizando esta atividade:
Descubra o coeficiente angular da reta que tangencia a funcéo, representada por:

f(x) = —3x% + 75n0 ponto A de abscissa x = 3.

y f(xa+ Ax) — f(x,)
m
Ax—0 Ax

. —3(x4 + Ax)?* + 75 — [-3(x4)* + 75] _
A;lcr—r>10 Ax B

—3(x4% + 2x4A% + Ax?) + 75 — [-3(x,4)? + 75]

Alplcg»lo Ax B
. —3x4% — 6x,0x — 3Ax% + 75+ 3(x,)* =75
%0 Ax -

—6x,Ax — 3Ax
Ax—0 Ax B
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. —3Ax(2x, — Ax)
lim =
Ax—0 Ax

lim —3(2x4 — Ax) = —3(2x4 — 0) = —6x4
Ax—0

O coeficiente angular da reta que tangencia a fungédo f(x) = —3x% + 75 no

ponto A de abscissa x = 3 é dado por —6x,4, entéo:
—6x, = —6(3) = —18

Até 0 momento, ndo havia sido mencionada a palavra derivada, contudo, espe-
rava-se que os alunos ja estivessem familiarizados com o limite abaixo encontrado nas
duas atividades:

o [ 80 ~ (o)
1m

Ax—0 Ax

Chega-se, entdo, a um momento oportuno para destacarmos o limite acima.

Recorremos novamente a Stewart (2016) para a formalizacdo do conceito de de-
rivada.
Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x.

Assim, y € uma funcdo de x e escrevemos y = f(x). Se x variar de x; a
X,, entdo a variagdo em x (também chamada de incremento de x) serd

By=2x7 — %1
e a variacdo correspondente em y sera
Ay=f(xz) = f(x1)
O quociente das diferencas

By _ f) = f(x)

Ax Xy — Xq

é denominado taxa média de variacdo de y em relacdo a x no intervalo
[x1 x,] e pode ser interpretado como a inclinagéo da reta secante PQ (fi-
gura 48).

Figura 48 —livro Calculo, de Stewart

O(x,. fixy)

taxa média de variagdo = mpq

taxa instantanea de variagio =
inclinagiio da tangente
em P

Fonte: Stewart (2016, p.125).
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Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa média de variagao
em intervalos cada vez menores fazendo x, tender a x, e, portanto, te-
remos Ax tendendo a 0.

O limite dessas taxas médias de variagdo é chamado taxa (instantanea)
de variacdo de y em relacdo a x em x = x;, a qual (como no caso da ve-
locidade) ¢ interpretada como a inclinagdo da tangente acurvay = f(x)
em P(xy, f(x1)):

Ay f(x2) = f(x1)

Taxa instantanea de variacdo = lim — = lim
Ax=0Ax  x-x, Xy — Xy

Reconhecemos esse limite como a derivada f'(xq).
(STEWART, 2016, p.125).

Dois alunos, como, por exemplo, o aluno B, registraram no verso da folha da

atividade 2 a definicdo formal de derivada.

— Aplicacéo e analise da atividade 3

A atividade 3 foi aplicada no dia 30/08/2017, também programada para se iniciar

as 17:00h e término previsto para 18:40h. Compareceram para esta atividade 4 alunos —

A, B C, e D — 0s mesmos presentes no dia anterior.

Para esta atividade, ja estava acordado com os alunos que iriamos trabalhar o as-
pecto historico da Derivada, e que isto seria feito por intermédio de videos. Contudo, foi
elaborado um pequeno texto, recorte do capitulo histérico da presente pesquisa para ser

distribuido aos alunos.

Foram escolhidos previamente 3 videos, cujos objetivos e finalidades ja foram
apresentados anteriormente. Os videos foram exibidosna ordem prevista. (Figuras 49,

50, 51,52 e 53)

Figura 49 -1/ 1° video

Newton fol © /
Invmut:‘:ngm do Calculo,

Fonte: Acervo dos autores



Figura 50 — 2 /1° video

Fonte: Acervo dos autores

Figura 51 — 1/ 2° video

Fonte: Acervo dos autores

Figura 52 -2/ 2° video

Fonte: Acervo dos autores
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Figura 53 —3° video

f" e "ﬂ‘

Calculo Diferencial e
Integra|

Fonte: Acervo dos autores
Constatamos que os videos demostraram ser uma importante ferramenta na pra-

tica docente, os alunos apreciaram a sequéncia dos videos e os assuntos abordados.

Os videos legitimaram as duas atividades realizadas anteriormente. Apos assisti-
rem aos videos, os alunos perceberam que o Calculo conhecido hoje surgiu de dois
grandes problemas da época: o problema da reta tangente e o problema da area. Eles
também tiveram a oportunidade de saber um pouco mais sobre 0s personagens que con-

tribuiram para o desenvolvimento do Célculo.

Desta forma, conseguiram correlacionar a Atividade 1 com os problemas de
Newton relativos a velocidade (método das fluxdes). A Atividade 2 foi relacionada com

um dos grandes problemas do Caélculo Diferencial, o problema da reta tangente.

Verificamos que os videos ampliaram o conhecimento dos alunos, possibilitando

uma ligacéo do que foi desenvolvido nos dois primeiros dias do curso.

4.3-Aplicacdo do questionario sobre o curso.

Com o objetivo de aprimorar o material de apoio ao professor para introduzir o
conceito de derivada, foi elaborado um questionario para verificar a opinido dos alunos

que participaram do referido curso. (apéndice A)
A seguir, uma breve descricdo e analise das respostas.

Pergunta 1. Sobre o tempo estipulado para as aulas praticas e/ou exercicios.
Respostas:

Aluno A: Bom



Aluno B: Excelente
Aluno C: Médio
Aluno D: Fraco

Pergunta 2. Sobre o tempo disponivel para estudo individual.

Respostas:
Aluno A: Bom
Aluno B: Bom
Aluno C: Bom
Aluno D: Médio

Pergunta 3. Sobre a sequéncia e organizacdo do conteido ministrado.

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente
Aluno D: Bom

Pergunta 4. Sobre a programacéo do contetdo.

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente

Aluno D: Bom

Pergunta 5. Sobre a distribuicdo adequada do tempo para os conteidos.

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Bom
Aluno C: Excelente
Aluno D: Médio

Pergunta 6. Sobre o alcance dos objetivos propostos

Respostas:

Aluno A: Excelente

98
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Aluno B: Bom
Aluno C: Bom
Aluno D: Médio
Pergunta 7. Sobre a capacidade do professor de auxiliar o aluno para atingir os objeti-

VOS.

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente
Aluno D: Excelente

Pergunta 8. Sobre a metodologia de ensino utilizada pelo professor

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente
Aluno D: Bom

Pergunta 9. Sobre a qualidade do material utilizado.

Respostas:

Aluno A: Bom
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente
Aluno D: Bom

Pergunta 10. Sobre a relevancia do uso do AppGeogebra.

Respostas:
Aluno A: Médio
Aluno B: Médio
Aluno C: Bom
Aluno D: Excelente
Pergunta 11. Sobre a capacidade do professor para transmitir conhecimentos de forma

clara e objetiva.

Respostas:
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Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Excelente
Aluno D: Bom

Pergunta 12. Sobre o dominio e atualizagdo do contetdo ministrado.

Respostas:

Aluno A: Excelente
Aluno B: Excelente
Aluno C: Bom
Aluno D: Bom

Analisando as respostas dadas pelos alunos participantes, o Unico quesito que re-
cebeu uma avaliagdo ruim foi em relagcdo ao tempo destinado para realizagdo das ativi-
dades. Contudo, como o material foi desenvolvido para o professor de Célculo, como
apoio durante a introducdo do conceito de derivada, o docente pode administrar o tempo
das atividades com mais propriedade, entretanto, estimamos que 6 horas-aula séo sufici-

entes.

Como vimos, o desenvolvimento das atividades se deu em um curso de extensdo
em horarios ndo habituais aos alunos, houve pequenos atrasos, por parte dos alunos, que
podem ter contribuido para avaliacdo negativa sobre o tempo destinado para a realiza-

cao das atividades.

As perguntas 13 a 17 eram abertas, a seguir, apresentamos algumas das respostas

dadas pelos alunos participantes do curso.

13. Vocé ja tinha conhecimento do conceito de Derivada, assim como as suas diferentes
abordagens trabalhadas neste curso?
“N&o, eu sabia o que era derivada, mas, de uma forma muito superficial. Depois do
curso apresentado pelo professor, a ideia de derivada ficou muito mais clara e a forma
de a utilizar em determinadas situagdes ficou muito mais pratica, portanto, esse curso

deu uma base suficiente ndo s6 para conseguir resolver, mas sim conseguir entender o
conceito de derivada”. (Aluno C).

O relato deste aluno evidencia que as atividades realizadas cumpriram seus obje-

tivos, o conceito de derivada fora assimilado.
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“Nao, estudo derivada, mas nunca tive acesso da historia da matéria de integral, limite
e derivada. ” (Aluno B).

Os videos transmitidos aos alunos sobre as origens do Calculo legitimaram as

atividades realizadas, ou seja, a historia ajudou a compreender o presente.

14. Em sua jornada académica ja houve situacoes, em sala de aula, que fosse feito o uso
de smartphones como ferramenta de aprendizagem?
“Né&o, nem no Ensino Médio e nem no Ensino Fundamental, pois ndo é uma pratica
comum de professores que ddo aula ha muito tempo em escolas, tanto de ensino médio
tanto como de ensino fundamental. No ensino técnico isso também nédo é uma prética

comum, os professores preferem dar aula mais centrada na escrita e na fala.” (Aluno
C).

Percebe-se, notoriamente, na caminhada escolar deste aluno, as marcas do ensi-
no tradicional. Infelizmente, muitos professores ainda preferem ficar em seu “porto se-
guro”. E necessario pontuar também que, muitos docentes ndo acompanham as inova-
cOes tecnoldgicas e ndo realizam cursos de capacitacdo para integrar as TICs em suas

aulas e acabam fixando-se apenas no livro-texto.

15. A parte sobre a Histéria do Calculo trabalhada em videos, teve alguma relevancia,
ou poderia ser dada por meio de um texto apenas?
“A ideia do video foi fantastica. A historia da criacdo dos calculos deve ser colocada

na sala de aula. ” (Aluno A)

“Teve relevancia sim, temos que fugir da rotina de s6 textos, video tem o poder de segu-
rar aluno, interpretacdo também é muito bacana. ” (Aluno B).

16. Vocé indicaria o referido curso para outras pessoas? Justifique!

“O assunto abordado no curso ¢ algo que acaba nédo sendo ministrado na sala de aula
e acaba ajudando em uma melhor compreenséo. ” (Aluno A).

“O curso esclarece e reforca as aulas de Calculo 1.”(Aluno D).

“Porque o curso abre a mente para entender o real significado, ndo s6 do calculo, mas
sim o da matemética inteira. Esse curso abriu a minha visdo sobre mateméatica como
um todo. O mais legal e 0 mais interessante foi a proposta do uso de videos e o celular
durante o curso, também ficamos vidrados e ndo dispersamos durante o curso. ”(Aluno
C).

17. Comentarios opcionais (sugestdes,pontos positivos e negativos)
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“Muito bom, apenas o tempo que foi curto. Acredito que com mais tempo de curso o de-
senvolvimento seria ainda melhor. ” (Aluno A).

“O curso apresentado poderia ser mais extenso (no sentido de tempo e profundidade) e
também cobrir a matéria ou assunto de Calculo Integral.” (Aluno A).

Analisando os relatos dos alunos, de uma maneira geral, percebemos que foi
uma experiéncia nova para maioria deles, eles apreciaram a abordagem histdrica atra-
veésdos videos exibidos, assim como, o aplicativo Geogebra instalado em seu smar-
tphone. A utilizacdodo celular em sala de aula também foi uma novidade. Numa viséo

global, inferimos que conseguimos introduzir o conceito de derivada satisfatoriamente.

Ressaltamos que, neste curso, trabalhamos apenas com 4 alunos. No caso de um
professor, que utilize do nosso material, a partir da metodologia proposta, trabalhando
com uma turma grande, o tempo para realizar as atividades ser4 maior. O fato de os alu-
nos ndo estarem habituados com o Geogebra, também incidird em um periodo mais
longo para a execucdo das tarefas. Porém, ainda assim, consideramos que as atividades
elaboradas sdo adequadas e podem propiciar um entendimento e fixacdo mais efetivos

do conceito de derivada.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Nesta pesquisa, procuramos repensar a pratica docente no que diz respeito a in-
troducdo do conceito de derivada. Para isso, buscamos metodologias e recursos que po-

deriam contribuir positivamente para este fim.

A investigacdo matematica mostrou-se uma metodologia eficaz para o ensino e
aprendizagem; trata-se de um caminho, que consideramos sem volta, os resultados obti-
dos com uso desta metodologia sdo muito satisfatdrios, assim com as TICs, que nos
ajudam a aproximar o aluno do assunto a ser trabalhado, seja ele qual for. Constatamos
que a utilizacdo de Smartphones e o0 uso de videos realmente aproximam a aula a um
momento de lazer, um momento de entretenimento como afirma Moran (1995). Verifi-
camos que, nesse ambiente, os alunos estavam mais receptivos para novas instrucoes e

novas informagdes.

As consideracdes que apresentaremos a seguir sdo fruto da analise dos dados ob-
tidos durante a aplicagéo das atividades e das reflexdes que fizemos durante toda a pes-

quisa.

Durante as entrevistas e conversas informais com alguns professores de Calculo,
buscamos compreender como o conceito de derivada era introduzido por estes professo-
res em suas aulas, bem como quais livros-texto utilizavam e também quais eram os li-
vros de sua preferéncia. Em seguida procuramos entender como o conceito de derivada
era introduzido nos livros-textos de Célculo Diferencial e Integral. Para isso, analisamos
5 livros, todos de grande circulacéo, selecionados segundo as entrevistas realizadas, e
épocas distintas de publicacdo. Apds a andlise dessas cinco obras verificamos o que
Chervel (1990) denomina de fendmeno da vulgatal!, ou seja, a derivada é iniciada prati-
camente da mesma maneira em todos os livros analisados, sempre comegando pela
abordagem geomeétrica, com a reta tangente, em seguida pela abordagem algébrica, com

0s problemas de variagéo.

11 Fendmeno de “vulgata”, Em cada época, o ensino dispensado pelos professores é, grosso modo, idénti-
co, para a mesma disciplina e para 0 mesmo nivel. Todos 0s manuais ou quase todos dizem entdo a mes-
ma coisa, ou quase isso. Os conceitos ensinados, a terminologia adotada, a colecéo de rubricas e capitu-
los, a organizagdo do corpus de conhecimentos, mesmo os exemplos utilizados, ou tipos de exercicios
praticados sdo idénticos, com varia¢Ges aproximadas. (CHERVEL, 1990, p.203).
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Estudos de Almouloud et al. (2004), Oliveira Jr & Miziara (2014) e de Costa &
Santos (2015) apontam problemas relacionados ao ensino e aprendizagem da geometria.
E recorrente que a geometria vem sendo deixada de lado, principalmente na Educagio
Basica. Esta realidade ja sinaliza que a abordagem inicial da derivada sendo geométrica,
possivelmente ndo despertara interesse no aluno ou dificultard o entendimento da rela-
¢ao entre a geometria e 0 conceito de derivada num primeiro momento. Por este motivo,
optamos acertadamente, em nosso entendimento, por fazer o caminho contrério, inferi-
mos que a abordagem geométrica ndo despertaria no aluno uma curiosidade natural para
iniciar o conceito de derivada. Diante disto, iniciamos o assunto de forma contextuali-
zada, apropriando-nos da Investigacdo Matematica numa abordagem algébrica, recor-
rendo a uma situagdo envolvendo conceitos da Fisica, como a velocidade média e velo-

cidade instantanea.

Os resultados da aplicacdo das atividades foram avaliados e discutidos no capitu-
lo 4 da pesquisa realizada. De acordo com os relatos dos alunos, nossas observagoes e
anotacOes, realizadas durante a aplicacdo, ficou bastante claro que, trabalhar em um
ambiente diferente do tradicional, recorrendo a Investigacdo Matematica, ao uso do ce-
lular em sala de aula, explorando aplicativos destinados ao ensino de Matematica e tra-
zendo a Historia da Matematica, por meio de videos disponiveis em redes sociais como
0 Youtube, é possivel aproximar o aluno do conteudo de forma mais efetiva, com sua

participacdo e envolvimento nas atividades.
André Chervel alerta que:

A teoria, 0s exercicios se renovam: 0s novos métodos terdo lugar mais ou
menos no inicio do século XX; desde entdo eles ndo mudaram fundamen-
talmente. Nessas diversasevolucdes, é a transformacdo do publico escolar
que obrigou a disciplina a se adaptar. (CHERVEL, 1990, p. 199).

Nessa perspectiva, como ja foi apontado, o material de apoio ao professor elabo-
rado nesta presente pesquisa pode contribuir positivamente para a introducgdo do concei-

to de derivada para os alunos iniciantes de varios cursos na area de Ciéncias Exatas.
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Apéndice A




QUESTIONARIO

Prezado(a) aluno(a),

110

NOME:

Registro Académico:

Este questionario faz parte de minha pesquisa de mestrado e tem por objetivo a coleta de
informacdes acerca dos diferentes aspectos/abordagens no que diz respeito ao ensino de

derivada.

Responda cuidadosamente as questdes abaixo e ndo hesite em fazer os comentarios que

julgar necessérios a melhoria do ensino do conceito de derivada.

1- Quando vocé escuta a palavra DERIVADA (no contexto do Calculo Diferencial), qual a
primeira ideia que vem a sua mente?

2- Como vocé explicaria o conceito de derivada para um amigo?

3- Em sua opinido, em quais situa¢cdes a derivada pode ser aplicada?
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Apéndice B




Titulo do Curso de Extensao:

CURSO DE APRIMORAMENTO DE CALCULO DIFERENCIAL:

Ressignificando o conceito de derivada.

necessarias as acoes planejadas. Nao é necessario identificar-se.

Esta avaliacdo objetiva coletar informacdes, sugestdes e opinides dos
participantes no sentido de buscar, nos préoximos cursos, as adequacdes

[
o = =
Elgl2l el 5|+
Para cada item, assinale a opcdo que melhor reflete sua opinido. | & | = | -2 A
- L =
o 0| 3
=
1. Tempo estipulado para as aulas praticas e/ou exercicios
2. Tempo disponivel para o estudo individual
3. Sequéncia e organizagdo do contetido ministrado
4. Programacéo do contetido
5. Distribuicdo adequada do tempo para os contetidos
6. Alcance dos objetivos propostos
7. Capacidade do professor de auxiliar o aluno para atingir os objetivos
8. Metodologia de ensino utilizada pelo professor
9. Qualidade do material utilizado

10. Relevancia do uso do appGeogebra

11. Capacidade do professor para transmitir conhecimentos de forma
clara e objetiva

12. Dominio e atualizacéo do contetido ministrado

112

13. Vocé ja tinha conhecimento do conceito de Derivada, assim como as suas diferentes abor-
dagens trabalhadas neste curso?

14. Em sua jornada académica,.jad houve situacdes, em sala de aula, nas quais houve o uso de
Smartphones como ferramenta de aprendizagem?

15. A Histéria do Calculo, que foi exibida atravésdos videos, teve alguma relevancia? Ou pode-
ria ser dada por meio de um texto apenas?

16. Vocé indicaria o referido curso para outras pessoas? Sim( )
Justifique.

Nzo ()
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17. Comentérios opcionais (sugestdes, pontos positivos e negativos)
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Apéndice C




A DERIVADA E SUAS DIFERENTES ABORDAGENS:

UMA PROPOSTA PARA INTRODUCAO DO SEU CONCEITO.

GUIA PARA O PROFESSOR DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

ALLAN SILVA FERREIRA
ELENICE DE SOUZA LODRON ZUIN
LiDIA MARIA LUZ PAIXAO RIBEIRO DE OLIVEIRA
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Este material foi elaborado como parte integrante da pesquisa de dissertacdo do
Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica da Pontificia Universidade
Catoblica de Minas Gerais, intitulada “Diferentes abordagens do conceito de derivada:

uma proposta de investigacdo matematica”.

Nosso proposito foi construir um material para ser utilizado nas aulas Célculo
Diferencial e Integral como apoio para a disciplina no que diz respeito a introducdo do

conceito de Derivada.

Apresentamos um breve panorama histérico do Célculo Diferencial, bem como
as diferentes abordagens do conceito de Derivada. Propusemos algumas atividades se-
guindo uma proposta de investigacdo matematica; uso do Geogebra através de Smar-
tphones e, para complementar, recorremos a videos, com um Viés histérico e também
com o objetivo de legitimar o conceito de derivada desenvolvido nas atividades propos-

tas.

O nosso intuito, com este trabalho, é de promover um ensino-aprendizagem mais

efetivo do conceito de derivada.

Os autores
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1- ASPECTOS HISTORICOS: Calculo Diferencial e In-
tegral

Calcular, segundo Boyer (1995), significou no passado “fazer contas por meio
de seixos”. A palavra Calculo é diminutivo de calx, que em latim, significa ‘pedra’. Ve-
rifica-se que em medicina este significado ainda se faz valer, a expressdo calculo renal
é utilizada para pedras nos rins. (BOYER, 1995, p.1).

O Calculo comeca a ser moldado no século XVII, contudo, as questdes inerentes
ao seu surgimento apareceram apareceram ha mais de dezessete séculos antes dessa
época.

Papiros egipcios e tdbuas cuneiformes babilbnicas incluem problemas de
mensuracao retilinea e curvilinea que pertencem ao dominio do Calculo;
mas ao tratamento pré-helénico desses problemas faltou o amadurecimen-
to matematico em dois aspectos sérios: (1) ndo havia distincdo definida
entre resultados exatos e aqueles apenas aproximados, e (2) as relagdes

com a ldgica dedutiva ndo estavam explicitamente reveladas. (BOYER,
1996, p.1).

De acordo com Zuin (2001), se voltassemos um pouco na Histéria da Matemati-
ca encontrariamos diversos trabalhos de varios matematicos, fisicos e astrdnomos, entre
eles: René Descartes (1596-1650); Buonaventura Cavalieri (1598-1647); Pierre de Fer-
mat (1601-1665); John Wallis (1616-1703); Blaise Pascal (1623-1662); Christian Huy-
gens (1629-1695); o professor de Newton em Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677) e
James Gregory (1646-1716). Ainda segundo esta autora, Fermat e Pascal “redescobri-

ram” Arquimedes, passando a usar o método da exaustdo em seus trabalhos.
O proprio Newton escreveu que suas ideias preliminares para desenvolver
0 Calculo tinham como base a “maneira pela qual Fermat tragava tangen-
tes”. As ideias de Fermat foram fundamentais para que Newton pudesse
avancar nas suas terias. Ele proprio admitiu: “Se eu pude ver mais longe é

porque estava apoiado em ombros de gigantes”, reconhecendo o valor das
contribuicGes dos que o precederam. (ZUIN, 2001, p.16).

Baron (1985) afirma que o trabalho de Arquimedes (287-212 a.C), segundo a
maioria dos historiadores, deve-se a antecipacdo (ou até mesmo a invenc¢éo) do Calculo
Integral. “E mais facil dizer o que o calculo faz do que dizer o que ele é”. (BARON,

1985, p.1).
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De acordo com Boyer (1996), o Método de Arquimedes teria uma importancia
maior no desenvolvimento do Calculo se a imprensa fosse uma invengdo dos tempos

antigos e ndo do Renascimento.

Ninguém no mundo antigo igualou-se a Arquimedes, quanto & invengéo e
a demonstracdo, ao lidar com problemas relacionados ao Célculo. No en-
tanto, o teorema geral mais antigo em Calculo ndo se deve a Arquimedes,
mas a matematicos gregos que viveram, provavelmente, meia ddzia de
séculos mais tarde. (BOYER, 1996, p.7).

Na visdo de Baron (1985), fora dos ambientes académicos, aqueles que se preo-
cupam com o Calculo Infinitesimal, de alguma forma ou de outra, interessam apenas

nas suas aplicagoes,

... em geral, a derivacdo esta relacionada com a descricdo e mensuracdo
da maneira como as coisas variam, se movem e crescem; vamos utiliza-la
para calcular razdes de crescimento, decrescimento, assim como para
prever desenvolvimentos futuros. A integracdo constitui uma ferramenta
basica nos processos de somas; por exemplo, ela € usada para determinar
a pressdo total da dgua contra uma represa, para determinar a quantidade
total de energia que flui através de um cabo elétrico num determinado
tempo ou uma quantidade de terra a ser escavada de uma determinada re-
gido. (BARON, 1985, p.1).

O Célculo se desenvolveu conforme uma combinagdo de problemas e teorias. Os
problemas fomentaram as formulagdes, que, por sua vez, geraram 0S conceitos, teorias e
técnicas apropriadas para resolvé-los. Historicamente, 0 modelo geométrico teve in-
fluéncia direta no desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. Por um lado, a
diferenciacéo, que foi desenvolvida paralelamente com problemas relacionados a cons-
trucdo de retas tangentes a uma determinada curva; de outro lado; a integracdo, que se
desenvolveu a partir de problemas de quadraturas de curvas, ou seja, determinacdo de
areas de regides limitadas por uma curva, eixos e ordenadas.

Os problemas da tangente e das quadraturas foram estudados separadamente du-
rante séculos, antes de, finalmente, se tornarem relacionados no século XVII, através do

que agora conhecemos por teorema fundamental do calculo (BARON, 1985).

Eves (2004) afirma que é estranho que o desenvolvimento historico do Célculo
seguiu 0 caminho contrario a daquele seguido pelos livros-texto e cursos basicos atuais
sobre o0 assunto, tal curiosidade se faz valer, devido ao fato de que as ideias associadas a
integracdo surgiram bem antes das ideias associadas a diferenciacao.

A ideia de integragdo teve origem em processos somatorios ligados ao

calculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferencia-
¢do, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a cur-
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vas e de questdes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-
se que a integracdo e a diferenciagdo estdo relacionadas entre si, sendo
cada uma delas operacdo inversa da outra. (EVES, 2004, p.417).

Como ja mencionado anteriormente, o desenvolvimento do Célculo foi atribuido
ao inglés Isaac Newton e ao aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz. Embora ndo haja ne-
nhuma importancia para a Historia do Calculo o mérito de quem o teria desenvolvido
primeiramente, a titulo de curiosidade, Jeremy Gray, afirma, em seu documentario inti-
tulado “Topics in the History of Mathematics”*?, que Newton foi o primeiro a descobrir
o Célculo, isso haveria ocorrido em 1665 ou 1666, enquanto Leibniz fez sua descoberta
independente cerca uma década depois. Porém, Newton s6 publicou sua descoberta anos
depois. Os registros originais de ambas as descobertas ainda estdo preservados. Os ca-
dernos de Newton, de 1665 e 1667, podem ser encontrados na biblioteca da Universida-
de de Cambridge, Reino Unido, e, as anotagOes de Leibniz, referentes ao ano de 1676,
estdo localizadas em Hannover, Alemanha.

Os Calculos de Newton e Leibniz estdo vinculados as propriedades geométricas
de figuras, destacando-se o calculo de area e o calculo de tangentes, os dois grandes
problemas daquela época. Ambos percorreram um longo caminho para conclusdo dos
seus estudos e defini¢do de suas regras.

Para Maor (2008, p.103), apesar das semelhancas entre os trabalhos de Newton e
Leibniz é pertinente destacar algumas diferencas. Segundo este autor, Atribui-se a Leib-
niz o significado restrito da palavra Célculo — ou seja, Calculo Diferencial e Integral.
Newton nunca utilizou essa palavra, preferindo chamar sua invencdo de “Método de
Fluxées”, visto que Newton estava muito preocupado em resolver, a partir desse pode-

roso instrumento, problemas da Fisica relacionados as necessidades do seu tempo.

O calculo diferencial é o estudo das mudancas ou, mais especificamente,
das taxas de mudanca de uma quantidade variavel. A maioria dos fend-
menos fisicos ao nosso redor envolve quantidades que mudam com o
tempo, tais como a velocidade de um carro em movimento, as leituras de
temperaturas de um termdmetro ou a corrente elétrica fluindo em um cir-
cuito. Hoje n6s chamamos tais quantidades de varidveis; Newton usava o
termo fluente. O Calculo Diferencial esta relacionado & descoberta da taxa
de mudanca de uma varidvel, ou, para usar a expressdo de Newton, a
flux&o de um determinado fluente. (MAOR, 2008, p.103).

12 Documentario disponivel no YouTube em: https://www.youtube.com/watch?v=P9_gaUfKKx8. Acesso
em 10 jan. 2017.- as 16:33h
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Maor (2008) também destaca que Newton era tanto fisico quanto matematico,
sua visdo dindmica de mundo nos mostra o funcionamento de sua mente; para ele, tudo
se encontrava num estado continuo de movimento. Leibniz, por outro lado, tinha uma
visdo mais voltada para filosofia, de um modo mais abstrato. Ele trabalhava com dife-

renciais, pequenos acréscimos nos valores das variaveis x e y.

O conhecimento do Calculo ficou bastante tempo restrito a um pequeno grupo
de matematicos: o grupo de Newton, em seu ciclo na Inglaterra e os irmdos Bernoulli no

continente europeu compondo o time de Leibniz.

Maor (2008) afirma que os irmdos Bernoulli propagaram por toda a Europa os
ensinamentos de Leibniz para diversos matematicos, dentre eles, o francés Guillaume
Frangois AntonieL’Hospital (1661-1704), responsavel pela escrita do primeiro livro-
texto sobre o assunto, Analysedesinfinimentpetits (1696). Outros matematicos do conti-
nente o seguiram e logo o Célculo era o assunto dominante na matematica do século
XVIII.

Uma grande vantagem do trabalho de Leibniz sobre o trabalho de Newton foi o
sistema de notacdo que ele utilizava. Quando Newton criou seu “método de fluxdes”
colocou um ponto sobre a letra representando uma quantidade cuja fluxdo (derivada) ele

buscava.

Para encontrar a derivada de y = x? devemos primeiro obter uma relagéo
entre as fluxGes de x e de y em relacdo ao tempo (Newton pensava em
cada variavel como “fluindo” uniformemente com o tempo, dai o termo
fluxdo), neste caso y = 2xx. A derivada, ou taxa de mudanca de y com
relacdo a X, € a proporcdo entre as duas fluxdes, ou seja, y/x = 2x.
(MAOR, 2008, p.127).

Esta notacdo dos pontos, utilizada por Newton — “letra pontuada” — mostrou-se
bastante ineficiente, entretanto, sobreviveu na Inglaterra por mais de cem anos. Todavia,
a Europa continental adotou a notacao diferencial mais eficiente, a de Leibniz, dy/dx —
onde dy e dx representam pequenos incrementos nas variaveis y e X. Sua proporc¢ao
rendeu-lhe futuramente a concepg¢éo de taxa de variacdo de y em relagdo a x. Outra no-
tacdo, bastante eficiente, surgiu, em 1797, através de Joseph Louis Lagrange (1736-
1813) em seu tratado Théorie des fonctions analytiques, uma notacdo funcional da deri-

vada, chamando de f'x a funcdo derivada de fx.

Depois de Newton e Leibniz, outros personagens foram responsaveis por conti-

nuar os trabalhos e promover novos avancos na Matematica.
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2- METODOLOGIAS: Investigacdo matematica e uso de tecnologia

Tradicionalmente, as aulas de Matemaética sdo centradas no professor, que expde
0s contetidos no quadro e dita as regras, cabendo aos alunos apenas aceita-las. Em geral,
o0 docente ndo oferece espacos para reflexao, discusséo ou justificativas. Nessa perspec-
tiva, é legitimo surgirem ddvidas quanto as estratégias que devemos utilizar para que
possamos aproveitar ao maximo as potencialidades do trabalho investigativo, realizan-

do, desta forma, aulas de discuss@es extremamente produtivas.

Para Ponte (2003), existem muitas perspectivas sobre o que é investigar, mas em
sua perspectiva, “investigar”, ndo é mais do que procurar conhecer, procurar compre-
ender, procurar encontrar solucdes para os problemas com qual nos deparamos. Trata-
se, segundo ele, de uma capacidade de suma importancia para todos e que deveria per-

mear todo trabalho da escola, tanto dos professores como dos alunos.(PONTE, 2003, p.2).

Se se pretende que os alunos desenvolvam plenamente as suas competén-
cias matematicas e assumam uma viséo alargada da natureza desta cién-
cia, entdo as tarefas de exploracdo e investigacao tém de ter um papel im-
portante na sala de aula. (PONTE, 2003, p.12).

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar ndo significa necessariamen-
te lidar com problemas muito sofisticados, investigar ndo representa obrigatoriamente
trabalhar com problemas dificeis. Investigar € procurar conhecer 0 que nao se sabe.
Com um significado muito semelhante, sendo equivalente, temos em portugués os ter-
mos “pesquisar” e “inquirir”’. (PONTE, BROCARDO, OLIVEIRA, 2013).

Trabalhar com investigacdo matematica em ambientes escolares contribui para o
processo de ensino-aprendizagem dos mesmos, uma vez que, desperta no aluno, a curio-
sidade e interesse pelo objeto de estudo. (PONTE, BROCARDO, OLIVEIRA, 2013).

Frota (2005), afirma que: é mais facil, talvez, relatar experiéncias matematicas,
do que definir o que seja uma, assim como na Matematica, é mais facil exemplificar, do
que definir. (FROTA, 2005, p.2).

Na perspectiva desta autora,
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uma experiéncia matematica é, por um lado, individual, personalizada e
Unica, ja que € historia vivida. E, por outro lado, coletiva, cultural e poli-
tica, uma vez que é vivenciada por pessoas com uma histéria, inseridas
numa cultura, parte de uma comunidade. Para a autora, essa historia pos-
sibilita experiéncias distintas e que para cada tipo de experiéncia matema-
tica € possivel atribuir valoracGes diferenciadas. (FROTA, 2005, p.2).

2.1.1 O papel do professor em uma aula investigativa

De acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2013), o arranque da aula é um dos
pontos fundamentais, embora seja breve, esta fase € absolutamente critica; cabe ao pro-
fessor garantir que todos os alunos tenham entendido o objetivo da tarefa proposta e
também garantir aquilo que deles se esperam no decorrer da atividade, é importante que
o professor faga uma pequena introducdo oral da atividade. Além disso, 0 sucesso de
uma investigacdo depende também, assim como em qualquer outra proposta de ativida-
de, do ambiente de aprendizagem proporcionado na sala de aula. Para esses autores, 0
aluno deve sentir-se confortavel em expor suas ideias, e que as mesmas possam ser va-
lorizadas pelos colegas, criando ricas discussdes no grupo, ndo sendo necessaria a vali-

dacéo constante do professor.

Tendo sido assegurada, mediante 0 momento inicial, a compreensdo dos
alunos acerca da atividade que se ira realizar, o professor passa a desem-
penhar um papel mais de retaguarda. Cabe-lhe entdo procurar compreen-
der como o trabalho dos alunos se vai processando e prestar 0 apoio que
for sendo necessario. No caso em que os alunos trabalham em grupo, as
interagdes que se geram entre eles sdo determinantes no rumo que a in-
vestigacdo ird tomar. No entanto, ha que ter em atencéo que, se os alunos
ndo estdo acostumados nem a trabalhar em grupo nem a realizar investi-
gacdes, fazer entrar na aula, simultaneamente, esses dois elementos novos
pode trazer problemas de gestdo ao professor (PONTE, BROCADO,
OLIVEIRA, 2013, p.29).

Esses autores afirmam que, em uma atividade investigativa, o professor deve fi-
car atento com o desenvolvimento do trabalho dos alunos, é imprescindivel, segundo
eles, observar se os alunos entenderam bem a tarefa e como reagiram a ela, pois pode
acontecer gque os estudantes procurem apenas a resposta, como se fosse uma atividade

qualquer, fugindo do caréater investigativo.

O sucesso de uma atividade investigativa estad diretamente ligado as agdes do
professor durante a realizacdo da atividade. Esta constitui-se um desafio para o docente

perceber em que ponto os alunos querem chegar. Em geral, o professor encontrara va-
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rias adversidades durante uma tarefa investigativa; nem sempre podera acompanhar
todos os detalhes discutidos em cada grupo e, também, muitas vezes, os alunos ndo pos-
suem um registro escrito organizado daquilo que fizeram e tém muitas limitagcbes na
comunicacdo matematica oral. Tal situacdo é desfavoravel a avaliacdo do seu progresso.
Cabe ao professor tentar minimizar este problema colocando boas perguntas, tendo pa-
ciéncia para escutar e fazendo um esforco sério para compreendé-los, evitando corrigir
cada afirmacdo ou conceito matematicamente pouco correto (PONTE, BROCARDO e
OLIVEIRA, 2013).

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés fases
(numa aula ou num conjunto de aulas): (i) introducéo da tarefa, em que o
professor faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito, (ii) realizacao
da investigacdo, individualmente, aos pares, em pequenos grupos, ou com
toda a turma, e (iii) discussdo dos resultados, em que os alunos relatam
aos colegas o trabalho realizado. (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA,
2013, p. 25).

Para Borba (2011), os ambientes computacionais condicionam as a¢es quando
se tem que resolver um problema matematico. Os softwereseducacionais tem a capaci-
dade de realcar o componente visual da matematica. Borba (2011) recorre a outros auto-
res para trazer algumas particularidades do aspecto visual, em educacdo matematica,
que sao proporcionadaspelasTICs (Tecnologia da Informacdo e Comunicacao):

— Visualizagdo constitui um meio alternativo de acesso ao conhecimento ma-
tematico.

— A compreensdo de conceitos matematicos requer multiplas representacdes,
e representacdes visuais podem transformar o entendimento deles.

— Visualizaco é a parte da atividade matematica e uma maneira de resolver
problemas.

— Tecnologias com poderosas interfaces visuais estdo presentes nas escolas, e
a sua utilizacdo para o ensino e aprendizagem da matematica exige a com-
preensdo dos processos visuais.

— Se o0 conteudo de matematica pode mudar devido aos computadores, (...) €
claro neste ponto que a matematica nas escolas passardo por pelo menos
algum tipo de mudanca (...). (BORBA, 2011, p.3).

Diante disso, Borba (2011) afirma que as possibilidades de investigacao e expe-
rimentagdo, proporcionadas por essas midias, podem levar estudantes a desenvolverem
suas ideias a ponto de criarem conjecturas, valida-las e levantar subsidios para elabora-

¢ao de uma demonstracdo matematica.
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Frota (2013) assinala que os processos de visualizacdo e de comunicacdo de
ideias matematicas tém sido destaque na pesquisa em Educacdo Matematica, recorrendo
a Arcavi (2003) explicita o que se entende por visualizacao:

Visualizacéo € a habilidade, o processo e o produto da criacdo, interpreta-
¢do, uso de reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas, em nossas men-
tes, no papel ou com ferramentas tecnoldgicas, com a finalidade de des-
crever e comunicar informac@es, pensar sobre e desenvolver ideias previ-
amente desconhecidas e entendimentos avancados. (FROTA, 2013, p.71).

Além disso, segundo esta autora, a tecnologia computacional pode mudar a for-
ma de fazer matematica, no sentido de contribuir com a aprendizagem, colaborando
para o processo de fazer conjecturas, interpretar solucdes, estimular a investigacao e a

descoberta.

Para Laudares & Lachini (2001), a busca da produtividade em educacdo e da
eficiéncia nos processos de ensino suscita a necessidade dautilizacdo de uma pedagogia
distinta da tradicional, “modelo este que privilegia a exposicdo verticalizada de um sa-
ber pronto e acabado”. Os autores afirmam ainda que, na mediacdo entre o saber e 0s
métodos de estudo, estdo os materiais e artefatos tecnoldgicos, utilizados pelos profes-
sores para viabilizar a didatica.

Os meios, isto &, as ferramentas tecnoldgicas, nas maos dos agentes, se
tornam instrumentos para obtencdo de resultados. A ferramenta — o com-
putador — ndo tem inteligéncia, sensibilidade, emo¢do e nem intuicéo, ca-
racteristicas proprias dos sujeitos; somente quando usada por um sujeito é
gue a ferramenta se torna instrumento que pode explicitar as muitas qua-
lidades de quem a usa. (LAUDARES & LACHINI 2001, p.69).

De fato, o0 assunto abordado por Laudares e Lachini € bastante pertinente, devido
ao fato de muitos professores utilizarem a tecnologia pela prépria tecnologia, ou seja,
uma aula com o uso de slides, atraves de um equipamento multimidia, pode continuar
sendo uma aula expositiva tradicional verticalizada, onde a interagéo, 0s questionamen-
tos e as descobertas ndo acontecem, pelo motivo do professor e/ou slide continuarem
sendo os protagonistas da aula.

Stewart (2014) alerta para a utilizagdo da tecnologia no ensino, afirmando que o
uso da tecnologia aumenta a importancia e a necessidade de se entender com clareza os
conceitos que implicitamente estdo na tela. Nesse sentido, quando utilizados apropria-
damente, computadores, smartphones e calculadoras gréaficas, estes podem potencializar

a descoberta e a compreensao de tais conceitos pelos estudantes.As TICs (Tecnologia da
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Informacédo e Comunicacdo) permitem aos discentes ndo apenas estudar temas tradicio-
nais de maneira nova, mas, também explorar, ou experimentar tais temas.

Ambientes informatizados podem contribuir para a visualizagdo em Matemaética.
A cada dia, é lancado um novo aplicativo para fins educacionais no que diz respeito a
Matematica; por exemplo, os aplicativos gratuitos como Geogebra, Mathdraw, Winplot,
dentre outros. O Smartphone ja é uma realidade, muitos estudantes de cursos superiores

0 possuem e utilizam em demasia muitas de suas funcionalidades.

Figura 1 — Geogebra

GeoGebra

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/GeoGebra

Criado por Markus Hohenwarter, o projeto foi iniciado em 2001, na Universitat
Salzburg, e tem prosseguido em desenvolvimento na Florida AtlanticUniversity.
O GeoGebra é um software gratuito de matemaética dindmica, desenvolvido para o ensi-
no e aprendizagem da Matematica nos varios niveis de ensino (do basico ao universita-
rio). O GeoGebra reline recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilida-
de, estatistica e calculos simbdlicos em um unico ambiente. Assim, este software tem a
vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representagdes diferentes de um

mesmo objeto que interagem entre si.*3

Atualmente, temos diversas opc¢des tecnoldgicas como ferramentas para 0 uso

em sala de aula, como as redes sociais, por exemplo, o YouTube, o qual vem ganhando

BInformagdes retiradas do site do Instituto do Geogebra do Rio de Janeiro, disponivel em: <http://www.
geogebra.im-uff.mat.br>. Acesso em: 14 set. 2017.
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mais espaco na educacgdo. Existem varios canais direcionados para o ensino de Matema-
tica. Trata-se de uma ferramenta para relacdo Ensino x Aprendizagem. No YouTube,
encontramos milhares de videos sobre diversos temas e areas de estudo, inclusive vi-
deos educacionais que podem ser utilizados em sala de aula tanto na Educacdo Basica
como nos cursos de Nivel Superior. Se planejado com antecedéncia, os videos podem

legitimar determinado contetdo a trabalhar ou ja trabalhado em sala de aula.

Figura 2 — Youtube (pesquisa por Histdria do Calculo)

D3 YouTube a historia do calculo =m Q q

Historia del calculo infinitesimal
(Tercera parte)

Ol Newton Vs. Leibniz - Grandes

‘% : | peleas de la ciencia - Proyecto
e 0 I

Newton y Leibnitz, sobre
hombros de gigantes (Episodio
i D

BT 7Y Historia del calculo (Primera
4 )

e -/ & parte]
R 7 o N\ A 0 9:20
Historia del célculo infinitesimal (segunda parte)
33,297 visualizagdes g ;

‘ Jua‘n‘B‘ellré'nu L s INSCREVER-SE 2,5 MIL

De cmo se gesté y vino al mundo el caculo infinitesimal

Calculo Diferencial ENCUENTRO
30-10-2014

Historia del célculo diferencial 1

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=zFtw1-LUh60

O YouTube é uma plataforma de distribuicdo digital de videos. Foi fundada em
fevereiro de 2005 por trés pioneiros do Paypal, um famoso servico da internet ligado a

gerenciamento de fundos Jawed Karim, Chad Hurley e Steve Chen.

Para Sousa & Serafim (2011), a escola de hoje continua com tracos da era indus-
trial, criada para atender as demandas da industria. Esses autores afirmam que devido as
novas exigéncias de formacéo de individuos, profissionais e cidaddos, muito diferentes
daqueles que eram necessarios na era industrial, a escola de hoje deve se “reinventar”,
para isso, é fundamental que o professor se informe, e que se aproprie de informacdes
advindas da presenca das tecnologias digitais da informacdo e comunicacédo, de acordo
com esses autores, tal tecnologia deve ser sistematizada na pratica pedagdgica dos pro-
fessores.

O que se vem afirmando, na literatura e na experiéncia até aqui construi-
da, é que o cenario escolar, integrado com vivéncias em multimidia, estas
geram: a dinamizacdo e ampliacdo das habilidades cognitivas, devido a

4 Informacdes retiradas do Wikipédia, acessado em 19/09/17 as
16h21min.https://pt.wikipedia.org/wiki/YouTube
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riqueza de objetos e sujeitos com os quais permitem interagir; a possibili-
dade de extensdo da memoria interagir; a extensdo da memoria e de atua-
¢do em rede; ocorre a democratizacdo de espacos e ferramentas, pois es-
tas facilitam o compartilnamento de saberes, a vivéncia colaborativa, a
autoria, coautoria, edi¢do e publicacdo de informacdes, mensagens, obras
e produgdes culturais tanto de docentes como discentes. (SOUZA & SE-
RAFIM, 2011, p. 22)

Além disso, Sousa & Serafim (2011) recorrem a outro autor para legitimar as

afirmacfes acima:

O video é sensorial, visual, linguagem falada, linguagem musical e escri-
ta. Linguagens que interagem superpostas, interligadas, somadas, ndo se-
paradas. Dai a sua forca. Somos atingidos por todos os sentidos e de todas
as maneiras. O video nos seduz, informa, entretém, projeta em outras rea-
lidades (no espaco imaginario), em outros tempos e espagos. (MORAES,
1995, apud SOUSA & SERAFIM, 2011, p.30).

Para Moran (1995, p. 27), o video esta umbilicalmente ligado a televisdo, a um

momento de lazer. Para este autor, 0 uso de video como recurso pedagogico traz, imper-

ceptivelmente, um clima de entretenimento para sala de aula. Ele afirma que, video, na

concepgdo dos alunos, significa descanso e ndo “aula”, o que modifica a postura e as

expectativas em relacdo ao seu uso. Nessa linha de raciocinio, Moran (1995) afirma que

€ necessario aproveitar essa expectativa positiva para atrair o aluno para os assuntos

do planejamento pedagogico do professor.

O video parte do concreto, do visivel, do imediato, do préximo, que toca
todos os sentidos. Mexe com o corpo, com a pele — nos toca e "tocamos™
0s outros, que estdo ao nosso alcance, através dos recortes visuais, do clo-
se, do som estéreo envolvente. Pelo video sentimos, experiénciamos sen-
sorialmente o outro, 0 mundo, nés mesmos. (MORAN, 1995, p. 28).



130

3- PROPOSTAS DE ATIVIDADE

As atividades propostas a seguir estdo organizadas em trés momentos, na Ativi-
dade 1, trabalharemos a abordagem algébrica da derivada, utilizando-se da investigacao
matematica. Na Atividade 2, trabalharemos a abordagem geométrica da derivada, para
isso iremos introduzir o aplicativo Geogebra, enfim, na terceira e ultima atividade, sera
enfatizada Histdria da Matematica através do uso de videos. Nossa intengcéo, com esta
ultima atividade, é trazer aspectos historicos sobre a introducao do Célculo, de forma a

contribuir um outro olhar para a tematica abordada.

E importante que seja respeitada a ordem das atividades, pois, nosso objetivo é
fazer com que o estudante seja levado a experimentar primeiro a abordagem algébrica
antes da abordagem geométrica, diferentemente de como é proposto na maioria dos li-
vro-textos de Calculo Diferencial e Integral. As atividades foram elaboradas de modo
que o aluno possa estabelecer relagcdes entre as diferentes abordagens, bem como atra-
vés da Historia da Matematica, perceber as origens e motivacdes para o desenvolvimen-
to do Célculo que conhecemos hoje.

Quadro 1: Atividade 1

Atividade 1

Trabalho a ser realizado em grupo: (Sugestdo: Maximo de 4 alunos
por grupo)

Objetivo: Explorar a situacdo dada, do ponto de vista numérico e
algébrico. Trabalhar conceitos da Fisica que sao bastante utilizados
no dia a dia, como, por exemplo, a velocidade média.

Nesta atividade, espera-se que o aluno estabeleca relacdes com o
estudo de Limite e consiga desenvolver o raciocicio para
generalizar o calculo da velocidade instantdnea.

Material: Calculadora, papel e lapis.

Fonte: Elaborado pelos autores

ATENCAO! Para cada tarefa propostairemos elencar seus objetivos, bem como,
sugerir as devidas interveng¢des, quando for o caso.
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Consideremos a situagdo abaixo:

Um objeto é solto do topo de um prédio a 75 m de altura. Sabe-se que a altura h (em metros) do
objeto em relagdo ao solo é dada em fungdo do tempo t (em segundos) pela fungao:

[n(t) = —3t% + 75|

Figura 3 — llustracdo da Atividade 1

Fonte: http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.ipg(adaptada)

A velocidade média é obtida pela razdo entre a distancia percorrida e o tempo gasto em

certo percurso, dada por:

Vinedia = ? = Vinédia = At tf _—

(Ad = variacao da distancia

At = variacao do tempo

ds = distancia final

Onde: < A e
d, = distancia inicial
ty = tempo final

\t, = tempo inicial

TAREFA 1: Complete o quadro a seguir:


http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)

Quadro 2: 12 tarefa proposta

TEMPO t

(segundos)

ALTURA h

(metros)

0

75

Quanto tempo leva até o objeto tocar o solo? Descreva como chegou a esta conclus3o.

Fonte: Elaborado pelos autores

o

©

Nesta tarefa, espera-se que os alunos completem a tabela e, por
meio de discussoes entre os componentes grupo, chegem d conclu-
sdo que o objeto leva 5 sequndos para tocar o solo.

—/

132

TAREFA 2: Calcule a velocidade média em todo percurso, ou seja, desde o instante em que o objeto

é solto até o momento em que ele toca o solo.

%

(D

Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a formula forne-
cida para o cdlculo da Velocidade Média, chegando ao resultado

de - 15 m/s.
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TAREFA 3: O que vocé poderia dizer em relagdo ao sinal encontrado na resposta anterior?
D)

O objetivo desta tarefa é gerar uma discussdo quanto ao sinal en-
contrado nA tarefa 2. Trata-se de uma boa oportunidade para uma
intervencdo do professor! Explicar para os grupos que o sinal nega-
tivo encontorado refere-se ao sentido contrdrio do movimento, ou
seja, d medida em que o tempo passa estamos perdendo altura!

©

N

TAREFA 4: Seria possivel encontrar/estimar a velocidade do objeto no instante t = 3s?

0

/

\D O Objetivo desta atividade é de fomentar uma inquietacdo por par-

te dos alunos. Espera-se que os integrantes do grupo promovam
uma discussdo neste ponto. O professor ndo deverd intervir.

OBS: Inferimos que os alunos retomardo esta tarefa mais adiante
com mais propriedade.

N

TAREFA 5: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 5 a 3 se-

gundos.
&

D
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem os dados encontrados

na tabela e a formula fornecida para o cdlculo da
Velocidade Média, chegando ao resultado de -24 m/s
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TAREFA 6: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 4 a 3 se-

D

gundos.

(D
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem os dados encontrados na

tabela e a formula fornecida para o cdlculo da Velocidade Média, che-
gando ao rvesultado de -21 m/5s.

—/

TAREFA 7:Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3,5 a 3 se-

gundos.
9

(D
Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a funcdo h(t) = —3t* + 75,
para encortar a altura do objeto no instante t = 3,5s, bem como a formula
fornecida para o cdlculo da Velocidade Média, chegando
ao resultado de -19,5 m/s.
/
_/

TAREFA 8: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3,1 a 3

segundos.
) ®
W

Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a funcdo h(t) = —3t*+75
para encortar a altura do objeto no instante t = 3,1s, bem como a for-
mula fornecida para o cdlculo da Velocidade Média,
chegando ao resultado de -18,3 m/s

—/

TAREFA 9: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3,01 a 3
segun-
dos.

D

CD Nesta tarefa, espera-se que os alunos utilizem a funcdo h(t) = —3t* + 75,
para encortar a altura do objeto no instante t = 3,01s e também a for-
mula fornecida para o cdlculo da Velocidade Média,
chegando ao resultado de -18,03 m/s.
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TAREFA 10: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3,001 a 3

segundos.

@

©

Nesta tarefa espera-se que os alunos utilizem a funcdo h(t) = —3t* + 75,
para encortar a altura do objeto no instante t = 3,001s e a formula for-
necida para o cdlculo da Velocidade Média,

chegando ao resultado de -18,003 m/s
_/

—/

TAREFA 11: Vocé conseguiria responder a questdo 4 agora? O que vocé observa nas tarefas anteri-
ores, ou seja, da TAREFA 5 A tarefa 10?

@)

©

Neste ponto, esperamos que os alunos promovdo discussoes sobre a TA-
REFA 4. £ um momento oportuno para o professor instigar os grupos
a estimarem o resultado!

N\

TAREFA 12: O que acontece com a velocidade média, quando a variagdao de tempo vai se aproxi-

mando a zero? Q\

(D

Este é um momento importante desta atividade.
Neste ponto, esperamos que os alunos percebam que d medida que
a variacdo de tempo vai se aproximando de zero,
a velocidade média vai se aproximando a -18 m/s.

ATENCAO! O professor deve apenas instigar os alunos.
A conclusdo acima deve ser construida pelo grupo.

_/

TAREFA 13:Seria possivel estabelecer aqui alguma relagdo com algum assunto trabalhado nas aulas

anteriores?

D

(D

Espera-se, com esse exercicio, que os alunos relacionem a atividade pro-
posta com o estudo de Limites.
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Este € um momento oportuno para generalizar, junto com osalunos, uma situagdo que contemple a
velocidade instantanea e que a mesma se faca valer para qualquer instante, levando-se em consi-

deracdo os dados do problema.

Utilizando o Estudo dos Limites, podemos encontrar a velocidade instantanea de um objeto num

instante t qualquer.

Veja como isso pode ser generalizado:

AD Dy — Dy
Vimsdia = 37 = T T,
0

Adaptando a relagaoacima para a situagao abordada, temos que:

Ak Ry — hy
At tr—tg

Vinédia =

AR h(t+ At) — h(t)
Vinédia = E = At

Para que se verifique a relagao acima, recorremos a TAREFA 9 desta atividade.

TAREFA 9: Calcule a velocidade média do objeto considerando o intervalo de tempo de 3,01 a

3 segundos.

t=3s
Neste caso, temos que: {At = t; — to = 0,01

Assim:

AR h(t + At) — h(t)
Vinédia = A_t = At

AR h(3+4+0,01) — h(3)
Vinedia = A_t = 001

AR R(3,01) — h(3)
Vmsdia = 20 =001

Ah 47,8197 — 48
Vmeaia =3¢ =901

Ah  —0,1803
Vimedia = A 00l
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Ah
Vmédia = E = —18,03 m/s

Como podemos observar,nas tarefas realizadas nesta atividade — e constatado na TAREFA 12 —
qguando a variacdo de tempo At vai se aproximando de zero, a velocidade média vai se aproximan-

do de -18 m/s.

Quando o intervalo de tempo é muito pequeno, ou seja, a medida que vai se aproximando de zero,
ja ndo temos mais a percep¢do de dois instantes (tr e t,). Queremos dizer que o intervalo de tem-
po pode ser desprezado, sendo assim, temos a velocidade naquele momento, ou seja, naquele
instante! A velocidade instantanea sera dada pelo limite a seguir:

h(t + At) — h(t)
At

/(@) = jm,

IMPORTANTE! Neste momento o professor deve solicitar aos grupos que encontrem a velocidade

instantanea na atividade proposta! A ideia é que os alunos possam calcular o limite a seguir:

Sabe-se que: h(t) = —3t?>+ 75

Deste modo,

h(t + At) — h(t)

Ve = Al%r_)no At
—-3(t+At)2+ 75— (—3t2+ 75
V(t) = lim ( ) ( )
At—0 At
o =3(t? + 2tAt + At?) + 75+ 3t2 - 75
Vo = fim m

—3t% — 6tAt — 3At?> + 75+ 3t?2 - 75

V(@) = jm,

At
Ve = i —6tAt — 3At?
® = Ag»no At
Ve = I —3At(2t + At)
= A%r—l?o At

V() = lim ~3(2t + At)

V() = Algm0 —6t+ At =—-6t+0
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Dentro deste desenvolvimento, legitimamos a velocidade instantanea recorrendo a TAREFA 4.

TAREFA 4: Seria possivel encontrar/estimar a velocidade do objeto no instante  t = 3s?

Sabe-se que a velocidade em fungdo do tempo é dada porV (t) = —6t.
Assim:
V(t) = —6t
V(3) = —6(3)
[V(3) = —18m/s]|

Esperamos que ao término desta atividade os alunos tenham entendido a diferenca entre veloci-
dade média e velocidade instantanea, bem como, compreender a importancia e aplicabilidade no

estudo de limites. Foi, a partir dele, que foi possivel encontrar a velocidade instantanea.

Quadro 3: Atividade 02

Atividade 2

Trabalho a ser realizado em grupo: (Sugestdo: Maximo de 4 alunos por grupo)

Objetivo: Explorar a situa¢do dada, do ponto de vista geométrico. Para isso,
utilizaremos o aplicativo GEOGEBRA, j4 instalado nos Smartphones dos alunos.

Nesta atividade, espera-se que o aluno estabeleca relagdes entre retas secantes e
tangentes a uma curva.

Observacgdo: Muitos estudantes universitarios possuem Smartphones, isso ndo sera
um empecilho para o desenvolvimento da atividade. Além disso, o trabalho serd
desenvolvido em grupo. Desta forma, o professor pode organizar os grupos de
modo que o numero de Smartphones com o aplicativo instalado seja distribuido de
modo homogéneo.

Material: Smartphone, App GEOGEBRA, papel e lapis

Fonte: Elaborado pelos autores
Retomaremos a atividade anterior, mas, desta vez, com as atencdes voltadas para o tratamento

geométrico.

Um objeto é solto do topo de um prédio a 75 m de altura. Sabe-se que a altura h (em metros) do

objeto em relacdo ao solo é dada em funcdo do tempo t (em segundos) pela funcgdo:

[n(t) = =3t + 75
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Figura 4 — llustracdo da Atividade 02

Fonte: http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)

IMPORTANTE! As TAREFAS de 1 a 3 devem ser guiadas pelo professor. Partimos da premissa que os

alunos tém pouca ou nenhuma experiéncia com o aplicativo Geogebra.

TAREFA 1: Construa o grafico da fungdo h(t) = —3t? + 75 utilizando o Aplicativo Geogebra.

Solicitar aos alunos que abram o aplicativo e, em seguida, digitar a fungio y = —3x% + 75 no
campo de entrada indicado na figura 5. Para isso, basta realizar os comandos mostrados na figura

6.

Figura 5 — Campo de entrada

A
v
IA
v
-
N
w
]

®

( ) lal ., o . < > OlE

Fonte: Elaborado pelos autore

Entrar com o comando a seguir:
Figura 6— Comandos

y = - 3 x a2 + 7 5 &

Fonte: Elaborado pelos autores



http://static.hsw.com.br/gif/how-to-draw-buildings-49.jpg(adaptada)
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IMPORTANTE! Pedir aos alunos que explorem o grafico construido clicando

na janela onde o mesmo se encontra, como mostrado na figura 7.

Figura 7 — Gréfico da fungéo

%

Fonte: Elaborado pelos autores

TAREFA 2: Determinar o Ponto A, de abscissa x = 3, e o ponto B, de abscissa x = 5. Tracar uma reta

que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma.

\J
12 passo: Clicar no icone indicado na figura 8.

Figura 8 — Comando 1, TAREFA 2

(-16.63, 8¢ 84)

80

A
(34.37,4.05)

Fonte: Elaborado pelos autores
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A
29 passo: Clicar noicone *  indicado na figura 9.
Figura 9 — Comando 2, TAREFA 2
ecoco VIVO T 14:06 < 100% [k 4

< 8]~ @[]«

(-16.63, 86.84)

80

~
(34.37,4.09)

Fonte: Elaborado pelos autores

32 passo: Clicar em cima da parabola criando, dessa forma, o ponto A que, por sua vez, pertencera

afungdoy = —3x2 + 75

Figura 10 — Comando 3, TAREFA 2

- VIvo = 1aas ~ 100%
< |O||lA 2] S] |2

(-16.63. 86.84)

80

Fonte: Elaborado pelos autores

IMPORTANTE!Solicitar ao aluno para explorar a situagdo acima deslocando o ponto sob a curva.

Aideia é deslocar o ponto sob a curva até obter o ponto A de abscissa x =3
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Existe a opcao de criar o ponto A editando o ponto — para isso, basta clicar no ponto e inserir as

coordenadas do par ordenado.Observe:
Para x=3, temos y = —-3x?4+75=y =-3(9) + 75 = 48.
Obtendo, assim, o ponto A (3, 48).

Figura 11 — Comando 4, TAREFA 2

o000 VIVO = 14:37 < 100% =+
< [O]lea~[A] 2] [@] ][«
(-6.41,55.16)
54
52
50
a8
a6
aa
a2 (9.54, 41.64)
~
[ ) Coy —3x? + 75
A = Ponto [c] /
@
A (3,48)

Fonte: Elaborado pelos autores

42 passo: Criar o ponto B, de abscissa x = 5, para isso, utilizar os mesmos procedimentos utilizados

na criagao do ponto A.

Figura 12— Comando 5, TAREFA 2

ecooo VIVO = 14:43 + 100% (= #

<£’0A//'~‘/:"®®.c

20

o

-30 -20 -10 o 10 20

[ J C:y=-—3xX"+1r5
A = Ponto [c] X
A = (3,48)
B = Ponto [¢]

B = (5,0)

Fonte: Elaborado pelos autores



52 passo: Tragar uma reta passando pelos pontos A e B, para isso, iremos clicar no icone
mostrado na figura 13.

ecooo VIVO =

Figura 13 — Comando 6, TAREFA 2

< O

14:51

4] [ [@][D][«

Clica-se no Ponto A, em seguida, no Ponto B, tracando-se a reta que passa por esses pontos, con-
forme mostrado na figura 14.

o]
-20

@ c:iy=-—3x"+15

A = Ponto [c]
O

X

A = (3,48)

B = Ponto [c]
@

B = (5,0)

Fonte: Elaborado pelos autores

Figura 14 — Comando 7, TAREFA 2

< 100%

50

40

fl
30

20

Fonte: Elaborado pelos autores
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O Geogebra nos retorna a equagdo da reta que passa por esses pontos.

A
Para isso, basta clicar no icone

Figura 15 — Comando 8, TAREFA 2

®0000 VIVO & < 100% (. 4

VA -

20

B = Ponto [c]

O
B = (5.0)

f : Reta [A, B]

®
f: 48x + 2y = 240

Fonte: Elaborado pelos autores

A equacdo geral da reta que passa por A e B é dada por 48x + 2y = 240, podendo ser escrita em

sua forma reduzida, para isso, basta isolarmos o y. Encontrando a seguinte equacao:
48x + 2y = 240

2y = —48x + 240

ly = —24x + 120

Como a reta toca a fungao em dois pontos distintos, dizemos que esta reta é secante a parabola,

ou seja, a reta é secante a funcdo.

TAREFA 3: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3, e, o ponto C, de abcissa x = 4. Tracar uma reta

que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma.

O ponto A ja foi criado, desta forma, precisamos criar apenas o ponto C.

Para trabalharmos em um ambiente com menos elementos, iremos ocultar o ponto B e a reta AB;

para isso, basta clicar no circulo em frente ao ponto B e a reta AB (figura 16).
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Figura 16 — Comando 1, TAREFA 3

20

-20 -10 o 10 20

“Reta [A, B]

f: 48x + 2y = 240

Fonte: Elaborado pelos autores

Agora, criaremos o ponto C, de abscissa x=4, da mesma maneira que fizemos nA tarefa anterior.

Figura 17 — Comando 2, TAREFA 3

ecoco VIVO & 17:46 < 100% [ #

< (D]~ 2] 9|9«

D = romno ] ~
(gt

B = (5.0)
f: Reta[A, B] x

f: 48x + 2y = 240

® C=(427) x

Fonte: Elaborado pelos autores
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Em seguida, criaremos a reta AC,para isso, basta clicar no icone , do mesmo modo como foi

feito para reta AB no tarefa anterior (figura 18).

Figura 18 — Comando 3, TAREFA 3

. VvIivO = 18:00 <~ 100% - #

< O[] 2] 2] [ O] |DO)] [«

0

-20 T |
T R€ta A, D)
f: 48x + 2y = 240
@® C=(427)

g : Reta[A, C]

g: 2lx+y =111

Fonte: Elaborado pelos autores

A equacdo geral da reta que passa por A e C é dada por 21x + y = 111, podendo ser escrita em

sua forma reduzida.

21x +y =111

ly = —21x + 111]

Areta AC é secante é secante a funcgao.

ATENCAO! Os exercicios 4, 5 e 6 serdo propostos para os grupos realizarem sem

o apoio do professor! O professor devera intervir apenas quando solicitado.

TAREFA 4: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3, e o ponto D, de abcissa x = 3,5. Tracar uma reta
que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma. Espera-se que 0s grupos

cheguem no grafico representado na figura 19.



Figura 19 — Resultado esperado do TAREFA 4

< B i AL~ X~ - ||| | |«

(-11.636. 74.296)

vivo = 18:19 ~ 100% m +

(21.617.13.643)
B . newa ;e

~
g: 21x+y = 111
D (3.5.38.25)

h : Reta [A, D]

h: 9.75x + 0.5y 53.25

Fonte: Elaborado pelos autores
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A equacdo geral da reta que passa por A e D é dada por 9,75x + 0,5y = 53,25, podendo ser escrita

em sua forma reduzida.

Areta AD é secante 3 funcao.

9,75x + 0,5y = 53,25

y=-19,5x 4+ 106,5

TAREFA 5: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3, e o ponto E, de abcissa x = 3,1. Tragar uma reta

que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma.

Espera-se que os grupos cheguem

Figura 20 — Resultado esperado do TAREFA 05

na seguinte resposta (figura 20):

<

(-9.996, 75.552)

vivo = 18:28 ~ 100% 4
5 -

& || A | L] X - | D[] |

(14.022,31.743)
no.onewa (AL o)

h: 9.75x + 0.5y = 53.25
E = (3.1,46.17)

i : Reta [A. E]

i: 1.83x + 0.1y = 10.29

Fonte: Elaborado pelos autores
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A equacdo geral da reta que passa por A e E é dada por 1,83x + 0,1y = 10,29 podendo ser escrita

em sua forma reduzida.

Areta AE é secante a func3o.

1,83x + 0,1y = 10,29

y = —18,3x +102,9)

TAREFA 6: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3 e o ponto F de abcissa x = 3,01. Tracar uma reta

gue passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma.

Espera-se que os grupos cheguem na seguinte resposta (figura 21):

Figura 21 — Resultado esperado do TAREFA 06

0000 VIVO 7 < 100% &5 #

,‘

(-13.2217,57.7991)

@)

L

o - =

55

50

45

40 (88991, 39.4647)
1. nNewd lC, H] A

i: —1.83x — 0.1y = —10.29
F = (3.01,47.82) X

j:Reta[A F] X

j:0.18x +0.01y = 1.02

Fonte: Elaborado pelos autores

Neste momento, é importante a intervenc¢do do professor solicitando aos alunos
que ampliem a imagem para comprovar visualmente que se trata de uma reta

secante. O Aplicativo permite esta aproximacao (figura 22).
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Figura 22 — Zoom do aplicativo

Fonte: Elaborado pelos autores

A equacdo geral da reta que passa por A e F é dada por 0,18x + 0,01y = 1,02 podendo ser escrita

em sua forma reduzida, para isso, basta isolar o y.

0,18x + 0,01y = 1,02

y =—18x+ 102

Areta AF é secante a fungdao, mesmo que, visualmente seja imperceptivel

TAREFA 7: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3 e o ponto G de abcissa x = 3,001. Tragar uma reta

que passa por esses pontos, em seguida, registrar a equagdo da mesma.

Figura 23 — Resultado esperado da TAREFA 7

eeco0 VIVO T 16:12 < 100% &4

< Qﬁ) oA / /;/ : » @ @ «

-11.1726, 56.0445)
( ) 55

(11.0247, 37.2212)
)i eta A, ) 2

v

j:0.18x + 0.01y = 1.02
® G = (3.001,47.982)

k : Reta [A, G]

PN

@

k : 0.018x + 0.001y = 0.102

Fonte: Elaborado pelos autores
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A equacdo geral da reta que passa por A e G é dada por
0,018x + 0,001y = 0,102
podendo ser escrita em sua forma reduzida, para isso, basta isolar o y.

0,018x + 0,001y = 0,102

ly = —18x + 102

TAREFA 8: O que estd acontecendo com a reta secante a curva quando a diferenga entre as abcis-

sas vai se aproximando de zero?

OBS: E provavel que os alunos questionem: porqué a equacdo da reta AG é a mesma da reta AF?

Isso se deve a questdes de arredondamentos! Neste caso, foram utilizadas 3 casas decimais®.

Durante esta TAREFA espera-se que os grupos percebam que, a medida que a diferenca entre as

abcissas dos pontos vai se aproximando de zero, a reta secante vai se aproximando da reta tangen-

te ao ponto A, justificando que a equagdo da reta AG é muito proxima da reta AF .

Momento propicio para se introduzir o conceito de reta tangente:

A palavra tangente vem do latim tangens, que significa “tocando”.
Assim, uma tangente a uma curva é uma reta que toca esta curva. Uma reta tangente
deve ter a mesma dire¢do que a curva no ponto de contato.

(STEWART, 2016, p. 66).

Sabe-se que a equacgdo reduzida de uma reta é dada por y = ax + b, onde a é o coeficiente angu-

lar da mesma. O coeficiente angular de uma reta esta relacionado com a sua inclinagdo. E obtido

calculando-se a tangente do angulo formado pela reta e o eixo x no sentido anti-horario. Seria inte-

150 aplicativo pode ser configurado para arredondamentos, para isto, basta acessar: configura-
¢des/arredondamento/selecionar quantas casas decimais desejar .
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ressante mostrar, graficamente e algebricamente, a inclinagcdo de uma reta, instigando os grupos a

estabelecerem relagdes entre a atividade anterior e o coeficiente angular mostrado na figura 24.

Figura 24 — Representacdo geométrica da inclinacdo de uma reta

VB

Ya

YB —Ya

Ay a=tg0
T Ax
=J/B—}’A
Xp — X4

Fonte: Elaborado pelos autores

TAREFA 9: Seria possivel estabelecer aqui alguma relagao com algum assunto trabalhados nas aulas

anteriores?

Espera-se, com esta pergunta, que os alunos percebam novamente a ideia de limite.

O coeficiente angular da reta secante a fung¢do f(x) passando pelo ponto A, de abscissa x = x4, e

pelo ponto B, de abscissa x = xjp, sera dado por:

_ by
a_Ax

f(xa+ Ax) — f(x4)
Ax

Para que se verifique a relacdo acima, recorremos a tarefa 3 da atividade 2.

TAREFA 3: Determinar o Ponto A, de abcissa x = 3, e 0 ponto C, de abcissa x = 4. Em seguida, tracar

uma reta que passa por esses pontos.

O coeficiente angular da reta que passa por esses pontos sera dado por
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f(xa+ Ax) — f(x4)
Ax

.. (f(x) =—-3x2+75
Neste exercicio temos que: {Ax Zxe—x=4-3=1
Logo:

f(xa + Ax) — f(xa)

Ax
_fB+1)-f(3)
a =
1
@ -f3)
B 1

 [-3(#)2 +75] — [-3(3)% + 75]
1

2748
=7

a=-21

Anteriormente, vimos que:

Figura 25 — Print da Tarefa 3 da atividade 2

A equacdo geral da reta que passa por A e C é dada por 21x + y = 111, podendo ser
escrita em sua forma reduzida, para isso, basta isolarmos o y.

21x +y =111

y=-21x+111

Areta AC & secante é secante a fungéo.

Fonte: Elaborado pelos autores

Assim como feito para a velocidade instantanea, podemos generalizar, utilizando a ideia de Limites.

A medida que Ax vai se aproximando a zero, o coeficiente angular da reta, que é secante a curva,

vai se aproximando do coeficiente da reta que tangencia o grafico da funcdo naquele ponto.
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O coeficiente angular da reta que tangencia o grafico da funcdo f(x), passando pelo ponto A, de

abscissa x = x, sera dado por:

i £+ A%) — f(xa)
im

Ax—0 Ax

Legitimaremos a relagdo estabelecida acima finalizando esta atividade:

Descubra o coeficiente angular da reta que tangencia o grafico da fun¢do f(x) = —3x2 + 75 no

ponto A, de abscissa x = 3.

I f(xa+Ax) — f(x4)
im
Ax—0 Ax

—3(x4 + Ax)2 + 75 — [-3(x4)% + 75]
m
Ax—0 Ax

=3(x42 + 2x,0x + Ax?) + 75 — [—3(x4)% + 75]

Alalcrllo Ax -
i —3x4% — 6x,0x — 3Ax% + 75+ 3(x,)? =75
Aalcr—r}o Ax -

- —6x,Ax — 3Ax?
lim ——— =
Ax—0 Ax
. —3Ax(2x,4 — Ax)
lim =
Ax—0 Ax
lim —3(2x, — Ax) = —3(2x, — 0)
Ax—0
== _6XA
O coeficiente angular da reta que tangencia o grafico da fungdo f(x) = —3x2 + 75 no ponto A, de

abscissa x = 3, é dado por—6x,, entdo:

—6x, = —6(3) = —18
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/ IMPORTANTE! \

Até agora, ndo foi mencionada a palavra derivada, contudo, espera-se que os alunos ja

estejam familiarizados com o limite abaixo encontrado nas duas atividades:

I fGx+Ax) - f(%)
m

Ax—0 Ax

Este € um momento oportuno para destacarmos tal limite! /

o

Recorremos, entdo, a Stewart (2016), para a formalizagdo do conceito de derivada.

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x. Assim, y é uma fun¢do
de x e escrevemos y = f(x). Se x variar de x; a X, entdo a variagdo em x (também chamada de

incremento de x) sera

By= X3 =1
e a variagdo correspondente em y sera
Ay= fx2) = f(x1)
O quociente das diferencas

By _ fG) = f(x)

Ax Xy — Xq

¢é denominado taxa média de variacdo de y em relagdo a x no intervalo [x, x,] e pode ser interpre-
tado como a inclinagdo da reta secante PQ (figura 26)

Figura 26 — llustracdo geométrica da derivada

O, fix)

taxa média de variagdo = mpg

taxa instantinea de variagdo =
inclinac@o da tangente
em P

Fonte: Stewart(2014)
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Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa média de variacdo em intervalos cada vez me-

nores fazendo x, tender a x; e, portanto, teremos Ax tendendo a 0.

O limite dessas taxas médias de variacdo é chamado taxa (instantanea) de varia¢cdo de y em rela-

¢do a x em x = x4, a qual (como no caso da velocidade) é interpretada como a inclinagdo da tan-

genteacurva y = f(x) em P(xq, f(x)):

, . i Ay () — f(x)
Taxa instantanea de variagdo = lim —= lim —————=
Ax—0Ax  x-x Xy — Xq

Reconhecemos esse limite como a derivada f'(x4). (STEWART, 2016, p.125).

Quadro 3: Atividade 3

Atividade 3

Uso de videos do Youtube, para trabalhar a Histéria da Matematica, no que diz

respeito a origem do Calculo Diferencial e Integral.

Objetivo: Explorar a situa¢do dada, do ponto de vista histérico e atual. Para isso,

utilizaremos a rede social Youtube.

Nesta atividade, espera-se que o aluno possa fazer conexdes entre o passado, o

presente e o futuro.

Material: Recurso multimidia (com audio), acesso a internet.

Fonte: Elaborado pelos autores

Para esta atividade, foram escolhidos 3 videos, contudo, existem muitos outros que podem ser
utilizados para este fim. Dentre os varios videos pesquisados, elegemos os que mais se ajustaram a

nossa proposta de trabalho.

— Videol: A Histoéria do Célculo

Figura 27 — Video sobre a Histdria do Calculo

=

> > o) 408/2435

Fonte:Youtube

Link de acesso: https://www.youtube.com/watch?v=6H147rcOiAE



https://www.youtube.com/watch?v=6HI47rcOiAE
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O video, do qual uma cena esta representada na figura 27, tem durac¢do aproximada de 25 minutos,
trata das ideias que desencadearam o surgimento do Cdlculo, bem como, os personagens que con-

tribuiram para o seu desenvolvimento.

— Video 2: Newton x Leibniz

Figura 28 — Video de Newton x Leibniz

> Pl o) 055/45

Fonte:Youtube

Link de acesso: https://www.youtube.com/watch?v=fOIPCSpCNVA

O video Newton x Leibniz tem duragdo aproximada de 5 minutos, € uma animagdo que trata de
forma bastante divertida e descontraida as “desavengas” entre Newton e Leibniz pelo reconheci-
mento da invengao do Calculo.

Este video, em especial, mostra a importancia da visualizagdo como ferramenta no ensino, o audio
estd em outro idioma (espanhol), porém, mesmo assim, a mensagem passada pelo video se faz
entender.

— Video 3: O Calculo Diferencial e Integral e suas AplicacGes.

Figura 29 — Video sobre as Aplicac¢6es do Calculo

> Ml ) 232/435 B O]
Fonte:Youtube

ra
La

Link de acesso: https://youtu.be/1wcAzH4H1Bw

O video, do qual uma cena estd representada na figura 29, tem duragdo aproximada de 4 minutos,

foi produzido por alunos de Engenharia Civil da UNEMAT — Universidade do Estado do Mato Gros-


https://www.youtube.com/watch?v=fOIPCSpCNVA
https://youtu.be/1wcAzH4H1Bw
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so. Neste video, os alunos fazem uma breve apresentacdo da Histdria do Calculo e, em seguida,
algumas aplicagdes do Calculo que sdo utilizadas atualmente. Nossa inten¢do, quanto ao uso deste

video, é trazer uma linguagem mais proxima dos estudantes.

A ideia de pedir aos alunos para apresentar um trabalho por meio de uma producdo de video, co-
mo mostrado no video 3, é bastante interessante. Ndo pretendemos, com esse produto, trabalhar
com a “criacdo” de videos como instrumento de aprendizagem, queremos apenas chamar a aten-
¢do de que isso pode ser possivel, caso o professor tenha interesse em desenvolver esse tipo de

atividade.

Finalizando, gostariamos de deixar sinalizadas outras sugestes de video que podem ser exploradas

nas aulas de Célculo, de modo a atender as expectativas do professor.

Sugestoes de videos para serem trabalhados em sala de aula

> Historia do Calculo

https://www.youtube.com/watch?v=q9ywLsY36dqg
https://www.youtube.com/watch?v=7wX5mya9wWw
https://www.youtube.com/watch?v=yHzOt21WIxo0&t=15s

> Sobre Newton
https://www.youtube.com/watch?v=JOfs6K4sFac

> Sobre Leibniz
https://youtu.be/-Gk3VvVefVo

» Aplicacdes do Calculo
https://www.youtube.com/watch?v=YWnKt6V 630
https://www.youtube.com/watch?v=hzHRwb9GE74

Caro colega professor, esperamos que este material tenha contribuido positivamente em sua prati-
ca docente. Sua elaboragdo sempre levou em consideragdao uma melhor compreensdo e um ensino-

aprendizagem mais efetivo do conceito de derivada.


https://www.youtube.com/watch?v=q9ywLsY36dg
https://www.youtube.com/watch?v=7wX5mya9wWw
https://www.youtube.com/watch?v=yHzQt21WIxo&t=15s
https://www.youtube.com/watch?v=JOfs6K4sFac
https://youtu.be/-Gk3VvVefVo
https://www.youtube.com/watch?v=YWnKt6V_63Q
https://www.youtube.com/watch?v=hzHRwb9GE74
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