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RESUMO

A presente pesquisa analisou a Integracdo de Funcdes Racionais no Curso de
Licenciatura em Matematica na Provincia de Malanje (Angola) com a ajuda do
Software Maple. A proposta consistiu ha elaboracdo de uma sequéncia didatica,
composta por atividades investigativas estruturadas, em que o aluno, através da
resolucdo de integrais de funcbes racionais, fosse levado a discutir e resgatar
conteudos matematicos basicos. Os dados foram levantados durante a aplicacéo da
sequéncia de atividades, nos meses de Setembro e Outubro de 2012. As analises e
interpretacédo dos dados foram qualitativas, e os resultados mostram possibilidades e

contribuicdes do uso do software Maple ao ensino e aprendizagem deste topico.

Palavras — chave: Integracdo de fungbes racionais, Conteddos matematicos
bésicos, software Maple.



ABSTRACT

The present search dealt with the rational function integrations in the Mathematic
Graduation Course in Malanje Province (Angola) with the Software Maple help. The
proposal consists of the elaboration of the didactic sequence, composed of
structured researching activities, in which the student rough the integral rational
functions resolution discusses basic contents. The data were taken during the
application of the sequence of activities, the basic contents discussion during the
months of September and October 2012. The data analyses and interpretations were
gualitative, and the results show the possibilities and contributions of the Software

Maple use to the teaching and learning of this topic.

Key —words : Basic contents, Rational functions, integration, Software Maple.
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1 INTRODUCAO

1.1 O Interesse Pelo Tema

O interesse pelo tema “Funcdes Racionais na Integracdo” se deve a
importancia que ele pode assumir num Curso de Licenciatura em Matemética. Essa
importancia foi sendo percebida por esse pesquisador ao lecionar a disciplina de
calculo II, vislumbrando uma oportunidade de trabalhar e discutir contetdos de
matematica basica com futuros professores.

O Calculo diferencial e integral € um ramo da Matematica, considerado como
a linguagem por exceléncia do paradigma cientifico e como instrumento
indispensavel de pensamento para quase todas as areas do conhecimento. Desde
sua consolidacéo no final do século XVII com Newton e Leibniz, foi introduzida como
disciplina basica e obrigatoria em diversos cursos de graduac¢do da area de ciéncias
exatas.

Hoje, o homem por ser eminentemente social, precisa promover a sua
capacidade de analise critica, desenvolver o raciocinio logico, criar habilidades
através do processo de ensino — aprendizagem para a formagéo da pratica sobre a
vida numa sociedade que se encontra em constante transformacao.

Nesta dissertacdo, um trabalho de carater investigativo foi levado a cabo,
tendo de anteméao o proposito de facilitar aos jovens estudantes e docentes, as suas
tarefas de ensino — aprendizagem do calculo.

A proposta desta pesquisa € que o aluno trabalhe com integrais de fungbes
racionais, desenvolvendo as atividades propostas e registrando os procedimentos e
analises ao longo da execucao das atividades, dentro de uma atitude reflexiva e
critica.

Segundo Lachini (2001) o ensino-aprendizagem de Céalculo pretende cumprir
dois objetivos principais: um deles é habituar o estudante a pensar de maneira
organizada e com mobilidade; o outro, € estabelecer condicbes para que o
estudante aprenda a utilizar as ideias do Célculo como regras e procedimentos na
resolucao de problemas em situagdes concretas.

Para Lachini (2001) o primeiro destes objetivos almeja que o estudante tenha
contato com a matematica como tecnica de conhecer, de pensar e de organizar; €

preciso que o estudante pense sobre o significado geométrico e numérico do que
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estd fazendo, saiba avaliar e analisar dados, explique o significado de suas
respostas. O segundo estd orientado para que o aluno adquira compreensdo e
capacidade de aplicacéo pratica dos conceitos e definicdes, estando atento para que
0 célculo ndo se torne um mero receituario.

Para Melo (2002) atualmente, muitas formas de ensino e de aprendizagem,
nao se justificam mais, perde-se tempo demais, ensina-se e aprende-se muito
pouco; tanto professores como alunos tém a clara sensacdo de que a maioria das
aulas esta ultrapassada.

Melo (2002) afirma que algumas pesquisas, em Educacdo matematica, tém
sido desenvolvidas a fim de diagnosticar problemas no ensino do calculo e propor
novas metodologias de ensino e de aprendizagem. Em particular, o uso do
computador podera ser uma das solucdes para a melhoria deste problema. Para o
autor a maioria dos softwares atuais desempenha um papel de tecnologia
intelectual: reorganizam a visdo do mundo de usuarios e modificam reflexos mentais.

Para Melo (2002), a medida que a informatizacdo avanca, certas funcdes sao
eliminadas, novas habilidades aparecem e o processo de ensino e de aprendizagem
se transforma. O conhecimento ndo € mais fragmentado, torna-se interdependente,
interligado e intersensorial.

Para Melo (2002) uma das tentativas de modificacdo desse quadro seria a
utilizacdo de novas tecnologias computacionais como ferramentas didaticas no
Curso de Calculo Diferencial e Integral.

O emprego do computador ajuda o aluno a libertar-se da execucdo de
algoriitmos e procedimentos demorados, podendo este ultrapassar o papel passivo
de escutar, ler, decorar e de repetir ensinamentos do professor e tornar-se criativo,
critico, pesquisador e atuante, para produzir o conhecimento. Seu uso pode permitir
planejar atividades nas quais os alunos desenvolvam habilidades e praticas de
visualizacdo e simulacéo, explorando e controlando variaveis, fazendo conjecturas e
testando hipoteses.

Dai nossa preocupacéo é focar o estudo de Integrais Indefinidas utilizando
uma sequéncia didatica, que possa mostrar o entendimento da conceituacdo das
integrais de fungbes racionais, onde as atividades executadas tiveram a
participacdo dos alunos do 1° ano da Opcédo de matematica dos Cursos de

Licenciatura em Ciéncias da Educacdoa de Malanje - Angola.
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Esta pesquisa tem a pretencdo de contribuir para o desenvolvimento de uma
pratica pedagdgica, utilizando o computador como ferramenta didatica no ensino e
na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral e refere-se, concretamente, a
Integracdo de Func¢des Racionais, cuja abordagem levara em conta sua evolugéo

histérica.

1.2 Justificativa e Relevancia do Tema

Como professor de Calculo | e Il nos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da
Educacdo de Malanje, a situagdo de transmitir conhecimentos inquestionaveis e
acabados e na necessidade de trabalhar os conteudos basicos no ensino superior
de forma recursiva dando espaco para que o aluno pense, reflita e compreenda a
resolucdo de integrais de fungdes racionais, incomodaram-me e me motivou a
procurar novos procedimentos que tratassem de reverter essa situacao.

Segundo Frota, (2006) um dos grandes problemas do ensino de Célculo tem
suas raizes no tipo de aula de Matematica e no tipo de Mateméatica que o aluno
vivencia na escola basica. A questao pode ser estendida ao Ensino Superior, onde
os conteudos do Calculo muitas vezes sao apresentados aos alunos de maneira
isolada, limitados a repeticdo de exercicios, de modo que os estudantes memorizam
técnicas de resolucdo sem significacdo do conceito e utilizacdo dessas técnicas.
Assim, o aluno desconhece o Célculo no contexto da realidade com seus problemas
fundamentais.

Durante essa busca, comecei a analisar varios softwares que fossem
desenvolvidos por pesquisadores matematicos e que pudessem ser usados no
estudo em causa.

Segundo Allevato (2005) ao empreender atividades de ensino com o0s
computadores, € preciso tentar compreender o papel desse recurso nos ambientes
em que se insere e qual é sua relacdo com a atividade humana.

Optei por utilizar, no curso de Calculo I, o software Maple. Trata-se de um
software que tem muitas representacdes principalmente a algébrica e a geométrica,
que permitem facilmente utilizar cada um deles no estudo de fungdes, limites,
derivadas, integrais, entre outros topicos de Calculo.

Com a sua utilizacéo, fundamentalmente na resolucéo de integrais de funcdes

racionais, achei interessante a maneira como € apresentada a resolugdo da integral,
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dando espaco para o aluno indagar os passos que ndo lhe sdo apresentado,
levando assim a discussao de contetdos basicos no ensino superior.

Acredito que o uso do computador liberta o aluno da execucao de algoritmos,
técnicas e rotinas demoradas, como também ajuda o futuro professor a indagar
acerca dos diferentes passos na resolugédo de integrais, que o Software Maple n&o
apresenta.

Na minha experiéncia em sala de aula tenho notado que muitos alunos no
ensino Superior ndo compreendem o conceito de integracdo de funcdes racionais,
gue é parte fundamental do Célculo Diferencial e Integral. Tais dificuldades tal vez
sejam devidas ao ensino que, na maioria das vezes, se restringe a aplicacdo de
técnicas, de regras e de algoritmos, como é evidenciado nos resultados de muitas
pesquisas em educacdo matematica.

O ensino de Calculo tem sido tema de importantes trabalhos.
Tradicionalmente ligado a um elevado numero de reprovacoes, tem despertado o
interesse de diversos pesquisadores, em nossa experiéncia como professor e
também como aluno, pudemos atestar em grande parte, 0os problemas aqui
levantados. Atuando na docéncia de Célculo I, percebemos que os alunos tém
realmente dificuldades nos contetdos basicos.

Melo (2002) aponta que o aluno é treinado a utilizar formas, regras, aceitando
e reproduzindo passivamente o que o professor “ transmite” ndo sendo portanto
motivado a construir o conhecimento. Valoriza-se, com isso, a aprendizagem de
técnicas e a memorizagdo de formulas alheias a maneira de como esse tipo de
conhecimento é construido. O autor afirma que esses fatores, aliados a uma
formacédo deficiente no ensino médio determinam altos indices de repeténcia e
evasao.

Villarreal (1999) afirma que o ensino de calculo € assinalado como base da
origem de algumas dificuldades dos estudantes, conduzindo a reprovacao, repeticéo
e abandono nos cursos. Para a Autora o uso da tecnologia na educacdo matematica
como uma das possiveis propostas alternativas para superar estas dificuldades, visa
uma transformagdo no ensino do célculo, e € apresentada e analisada como
proposta didatica e como area de pesquisa.

ALLEVATO (2005) afirma que as observacdes, feitas nos estudos ja
realizados, geralmente indicam que o comportamento dos estudantes que usam

tecnologia informatica (TI) parecia diferente dos demais, ou seja, daqueles que néao
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tinham contato com ela. Em linhas gerais, essas pesquisas trazem evidéncias de
que a utilizagdo dos computadores nos ambientes de ensino de Matematica conduz
os estudantes a modos de pensar e de construir conhecimento que sao tipicos do
ambiente informatico e, por vezes, favoraveis a aprendizagem de conteddos ou a
compreensao de conceitos matematicos.

A autora afirma ainda que as pesquisas destacam aspectos como 0 uso
regular de representacfes multiplas, a construcdo do conhecimento como rede de
significados, as discussdes desses significados com os colegas e com o professor,
entre outros.

O exame de livros didaticos aliados a minha experiéncia de professor
universitario aponta que o ensino atual da integral € centrado na resolucdo de
exercicios lavando o aluno a resolver uma série deles para que possa assimilar.

Melo (2002) afirma que o ensino da integral € geralmente reduzido a “técnicas
de integracdo”, tais como: Método de integracdo por Substituicdo e método de
Integracao por partes que sdo regras mecanicas para calcular uma primitiva que nao
esta na tabela de integrais imediatas.

Acredito que o uso do computador liberta o aluno da execucédo de algoritmos,
técnicas e rotinas demoradas, como também ajuda o futuro professor a indagar
acerca dos diferentes passos na resolugcao de integrais que o Software Maple n&o
apresenta.

O Computador serda visto como uma das ferramentas de mediacao
pedagogica por meio da qual serdo desenvolvidas as atividades pelo estudante,
enquanto que o professor assumira o papel de orientador, organizador e facilitador
de ensino aprendizagem.

Nossa hipotese € a seguinte: Com a utilizacdo do Software Maple, € possivel
fazer uma discussdo dos contetdos basicos no ensino superior na resolugdo de
integrais de funcdes racionais. A utilizacdo do software Maple podera favorecer
recursos visuais que de outra forma seriam inacessiveis.

Levando em conta a nossa realidade profissional de atuacdo, onde constam
listas de disciplinas com carga horaria a ser cumprida integralmente e a minha
preocupacao em discutir contetdos basicos no ensino superior, decidimos construir
uma sequencia de ensino com atividades definidas acerca de integracao de funcbes

racionais.
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Na estruturacdo das atividades tivemos a preocupagdo de que no
desenvolvimento os alunos sejam questionados e motivados a dar uma significagéo

as integrais de funcgdes racionais.

1.3 A Questéo da Pesquisa e a Proposta do Trabalho

Através do foco dessa pesquisa pretende-se levar os alunos do Ensino
Superior na opcdo de Matematica, a discutirem conteddos basicos durante a
resolucéo de integrais de fungdes racionais.

A questdo principal da pesquisa é: Como discutir, através das Integrais de
funcdes racionais, conteudos basicos no curso de Licenciatura em Matematica
usando técnicas e tecnologias de informacao?

Foi feita uma revisdo bibliografica a partir de leitura de artigos publicados,
dissertacdo e teses defendidas disponiveis, do estudo do assunto em livros
didaticos, de softwares matematicos sobre o tema e de como o conteudo €
trabalhado no ensino supeior.

Na Universidade, a Matematica adquire um carater distinto. E cobrada dos
alunos uma experiéncia anterior que eles em geral ndo tém. Os professores chegam
a conclusdo que o conhecimento matematico que os alunos trazem do ensino
fundamental e médio, pouco tem contribuido para o aprendizado da matematica em
nivel superior. A falta de pré-requisitos € geralmente apontada como a causa
importante do fracasso em disciplinas de matemética.

Pretendeu-se utilizar uma sequéncia didatica (Zabala, 1998) a partir de
diversos tipos de atividades aplicadas ao estudo de integracéo de funcdes racionais,
gue possibilitem a sua interpretacdo, que permitird de maneira recursiva ajudar o
aluno a aprender de maneira significativa os conteudos basicos.

A sequéncia didatica foi composta de trés atividades para serem trabalhadas
com os alunos em dupla, utilizando papel, lapis e computadorSoftware como
principal ferramenta didatica visando dar significacdo na resolucdo de integrais de

fungdes racionais.
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1.4 Objetivos da Pesquisa

1.4.1 Objetivo Geral

Desenvolver Condi¢bes, para que os alunos do I° ano do Curso de
Licenciatura em Matemética através da resolugcdo de integrais de fungdes racionais

discutam conteudos basicos.

1.4.2 Objetivos Especificos

Desenvolver, para os alunos desta turma, uma sequéncia de atividades
planejadas sobre integrais de funcdes racionais.

Trabalhar com estes alunos de maneira recursiva conteddos basicos durante
a resolugéo de integrais de fungdes racionais.

Levar os estudantes a utilizar software Maple, facilitando o calculo e

proporcionando ao aluno um momento de reflexao.

1.5 Caracteristicas da Pesquisa

Os sujeitos de estudos sdo estudantes do Curso de Licenciatura em
Matematica dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacdo de Malanje da
Universidade Lueji A'"Nkonde na Republica de Angola, cuja matriz curricular inclui o
conteudo de Integracdo de fungdes racionais. A turma compoé-se de 50 estudantes,
sendo 12 do sexo feminino e 38 do sexo masculino, a mesma foi dividido em 25
duplas, a faixa etaria desta turma varia, de 24 a 54 anos.

A pesquisa é composta de trés atividades que foram desenvolvidas pelos
alunos, acompanhados e observados pelo professorfpesquisador, com os respetivos

objetivos:

a) utilizar o Maple na resolugao de integrais de func¢des racionais;
b) discutir contetdos basicos durante a resolugéo de integrais de funcdes
racionais.

c) levar os alunos a darem importancia aos conteudos basicos.
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d) levar os alunos a relacionar todo o conteudo estudado desde o ensino
bésico, médio até o superior.

A pesquisa foi realizada em sala de aula e no laboratério de informatica, em
trés sessdes de duas horas de duragdo cada uma, nos meses de Setembro e
Outubro de 2012. Sendo apresentada uma maneira diferenciada para o ensino de
integracao de funcdes racionais, uma vez que, com ajuda do software Maple o aluno
nao sO se restringe a realizar calculos como também entra em um momento de

desafio e descoberta dos passos omitidos pelo software.

1.6 Produto e Resultado

O produto dessa pesquisa constitui-se na aplicacdo de uma sequéncia
didatica, contextualizada através da qual os alunos terdo oportunidades de
desenvolver sua capacidade de interpretar os resultados.

Foram realizadas actividades contextualizadas, aplicadas ao estudo de
integracao de funcgdes racionais, que com a ajuda do software Maple possiblitou a
sua interpretacdo, 0 que podera ajudar o aluno a aprender esse contetudo de
maneira significativa.

As atividades propostas foram desenvolvidas de maneira a articular o ensino
tradicional com ferramentas informatizadas, utilizando o software Maple que permite
trabalhar integrais de fung¢des racionais e possiblita a transformacao da funcéo em
fungBes parciais simples possiblitando uma analise das mudancas ocorridas a partir
dessas alteracoes.

A analise dos resultados foi qualitativa (Fiorentini, 2006), apos a aplicacdo de
todas as atividades e das observacdes feitas pelo professor’ pesquisador durante a
aplicacdo das atividades em sala de aula e no laboratorio.

1.7 Estrutura do Trabalho
Este estudo foi dividido em sete capitulos, sendo o primeiro a introdugéo.

No Capitulo dois apresenta-se a Fundamentacdo Telrica € aqui onde

buscamos abordar alguns pontos sobre o Célculo Diferencial e Integral.
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No Capitulo trés, Histéria da Universidade Lueji A'Nkonde , fez-se uma
apresentacdo da mesma e dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacéo
onde se desenvolveu a pesquisa, bem como a relacdo do professor pesquisador
com a Instituicao.

No Capitulo quatro, Historia da Integral , estuda-se a origem e a evulugéo da
Integral. Esse estudo contribuiu para a elaboracdo das atividades propostas aos
alunos.

No Capitulo cinco, estuda-se O Ensino de Integrais de Func¢des Racionais
apresenta-se, como € o ensino das integrais racionais e o softweare Maple.

No Capitulo seis, Aplicacdo da Sequéncia Didatica e Andlise dos
Resultados , sdo apresentadas as atividades seguidas de analses prévias das
questdes e dos resultados de cada atividade bem como as conclusdes da pesquisa.

E como Capitulo sete a Concluséo.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, buscamos abordar alguns pontos sobre o Calculo diferencial e
Integral, apresentando alguns autores e pesquisas referentes ao Calculo Diferencial
e Integral. Sob esse aspecto, propomo-nos a refletir sobre o contexto em que essa

disciplina se situa nha comunidade académica das Ciéncias Exatas.

2.1 Evolucéo do Conceito da Matemética.

O célculo diferencial e integral teve um grande desenvolvimento no final do
século XVII com Isaac Newton(1756) e Gottfried Wilheln Leibniz(1756) entre outros.
Seus principais objetos sdo as derivadas e a integral. Os trabalhos desenvolvidos,
apos o século XVII foram importantes para aprimoramento da matematica gracas as
novas areas de pesquisa que nela se abrira. A derivada, sob o ponto de vista
geométrico esta ligada ao problema de tracar tangente a uma curva e a integral
como problema de determinar a area de figuras.

Apostol (1996) destaca que o ciculo ndo é somente um instrumento técnico,
mais uma sele¢éo de ideias e conceitos fascinantes e atraentes que tem desafiado a
mente humana durante os ultimos séculos. As ideias e conceitos estao relacionados
com velocidade, area, volume, razdo de crescimento, tangente a uma curva entre
outros.

Courant, (2000) afirma que se imaginava de maneira geral, que uma
apresentacdo clara dos resultados do céalculo ndo sO era desnecessaria como
impossivel. N&o tivesse a nova ciéncia, nas maos de um pequeno grupo de homens,
extremamente competentes, graves erros e ate mesmo um colapso poderia ter

ocorrido.

No entanto quando a revolucdo francesa abriu caminho para uma imensa
aplicacdo dos conhecimentos avancados, quando um numero cada vez
maior de homens desejava participar da atividade cientifica, a revisao critica
da nova andlise ndo podia ser mais adiada. Este desafio foi, entretanto com
éxito no século XIX e hoje o calculo pode ser ensinado sem um traco de
mistério e com completo rigor. Ndo ha mais nenhuma razao para que este
instrumento basico das ciéncias nao possa ser compreendido por todas as
pessoas instruidas. (COURANT, 2000, p. 482)
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Eves (1995) enfatiza que o desenvolvimento histérico do calculo se da na
ordem contraria daquele apresentado nos livros didaticos, ou seja, primeiro surgiu o
calculo integral e sé muito depois o caculo diferencial. A no¢ao de integral originou-
se nos processos somatoérios ligados ao calculo de algumas areas, volumes e
cumprimentos. A diferenciacdo surgiu a partir dos problemas de tangentes e curvas
e questdes referentes a maximos e minimos de uma funcgéo.

Apesar da maior parte do desenvolvimento historico das integrais se situar no
século XVII, sua origem € grega, encontram-se principalmente nos trabalhos de
Eudoxo e Arquimedes. O conceito foi formalizado por Couchy, Rieman, Lesbegue
entre outros no século XIX.

2.2 Pesquisadores do Ensino da Matematica

Varios pesquisadores da atualidade vém fazendo pesquisa acerca do ensino
das integrais.

Caraca (2000) comenta a respeito da diferenca que ha entre um
conhecimento em producdo e um conhecimento ja transposto para o livro didatico.
Ele aborda esse aspecto interessante, enfatizando que se costuma trabalhar
somente o contetdo conforme esta no livro didatico esquecendo-se da forma ou dos

problemas e etapas envolvidas na constru¢éo do conhecimento.

Os conhecimentos estdo encadeados nos livros de forma
harmoniosa e quase sempre ndo sédo questionados. Deve-se estar atento,
pois na construcdo da ciéncia ha toda uma influéncia da vida social, das
condicdes de producdo e isto € que faz dela um organismo vivo e
interessante para ser estudado. (CARACA, 2000, p. 82)

Dada a influéncia que os livros didaticos exercem no processo escolar eles
poderiam (ou n&o) favorecer uma visdo do real significado da integral mostrando a
dindmica da sua estrutura e a historia dos seus sujeitos e objetos.

Caraca (2002) afirma, para que os resultados das atividades realizadas em
sala de aula se aproximam da ciéncia e possa proporcionar ao aluno uma visao mais
auténtica, € preciso que o professor observe toda essa complexidade. Esse
resultado pode depender mais do trabalho do professor de como ele se apropriou

desse conhecimento do que dos livros didaticos e curriculos, das peculiaridades de



sua formacdo cientifica, 0 que ressalta a atencdo especial para a formagdo do
educador.

A exigéncia de pré-requisitos esbarra na questéo da diversidade da natureza
da matematica no ensino superior. O que era exigido do aluno no ensino secundario
era uma habilidade mais operacional da matematica, e menos uma abordagem
conceitual.

A prépria natureza da matematica muda na passagem para 0 ensino superior.
Os resultados apresentados na universidade sdo em geral fruto de motivacdes
internas da propria construgdo matemética. Trata-se de uma nova cultura, em que
as ideias prévias tém que ser necessariamente revisitadas.

D’Ambrosio (2007) enfatiza, entende-se que a consciéncia é o impulsionador
da acdo do homem em direcdo a sua sobrevivéncia e transcendéncia ao se saber
que vai por sua vez ser decisivo para a agdo e, por conseguinte é no
comportamento, na prética, no fazer que se avalia, redefine e reconstréi o
conhecimento.

Campos (1999) afirma que o professor Piaget, havia demonstrado em sua
Génese do numero que existe no entendimento humano, toda uma organizacao
mental previa acerca do célculo e que se esta organizacdo falta torna-se dificil

prosseqguir, pois ele serd o mesmo que edificar uma obra sobre areia.

2.3 Dissertacdes Sobre o Calculo.

Segundo alguns pesquisadores, a disciplina calculo diferencial e integral,
presentes em varios cursos de nivel superior, tem como objetivo servir de base na
formacdo em diversas carreiras, devido a sua grande aplicabilidade, entre outras
coisas, desempenhando na representacao dos fendmenos e como instrumento para
a resolugéo de problemas, no entanto sabe-se que a maneira como é desenvolvida
€ alvo de criticas e preocupacéo de alunos e professores dos mais diversos grupos
de graduacao, seja da area de exatas, biologicas ou humanas (Catapani, 2001; in
Bolema n°16, p. 48).

Oliveira (2004), ap6s analisar 2 livros, de célculo concluiu que bons livros
sempre existiram e que se a maioria deles focalizaram as ideias mais importantes do
célculo através de problemas motivadores. Outros, mesmo nao partindo de

situacdes problema, conseguiram mostrar diversas aplicacdes do calculo.
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Nos resultados de suas pesquisas concluiu: os livros analisados explicitaram
fortemente as ideias fundamentais do calculo historicamente proporcionaram seu
desenvolvimento ou que séo importantes por suas atividades. Observou que eles
apresentam problemas importantes para motivar a introducéo dos conceitos.

Reis (2009) destaca a importancia por parte do professor, de uma reflexao
sobre o papel do Calculo na formacdo do estudante, levando em consideragédo o
curso em que esse aluno esta inserido. Destaca que uma mesma disciplina deve ser
trabalhada de maneira diferente, levando em consideracdo as especificidades de
cada curso e a importancia dos conceitos do Célculo para esse estudante.

Para Reis (2009) no ensino de Calculo devem ser utilizadas metodologias
diferenciadas para cada curso de graduacédo, de modo a garantir que a producéo de
significado das idéias do Calculo esteja em estreita relacdo com o contexto
profissional do curso.

Goncalves e Reis (2001) afirmam que outro fator muito discutido que pode
influenciar a aprendizagem dos alunos que estudam Calculo esta relacionado a
forma como esses conteudos séo trabalhados em diferentes cursos universitarios.

Para os Autores, em uma aula de Matematica, o professor pode levar o aluno
a ter um papel ativo no seu aprendizado, uma vez que € preciso formar no
estudante, senso critico para que ele possa desenvolver a capacidade de
questionar, relacionar ideias e investigar.

Segundo Gravina e Santarosa (1998), um ambiente educacional
informatizado possibilita ao aluno a construcdo do seu conhecimento, pois com
auxilio de um recurso computacional o estudante pode modelar problemas e fazer
simulacdes, aléem de visualizar uma situacdo que muitas vezes néo seria possivel
sem essa ferramenta.

Para os autores, ambientes informatizados proporcionam um conhecimento
matematico dinamico, contribuindo para a apreenséo do significado dos conteudos;
permitem maior interacdo do aluno com o conhecimento que esta sendo construido
e favorecem a simulacao, permitindo ao educando criar seus préprios modelos para
expressar seus pensamentos e ideias.

Melo (2002) em seu trabalho, conceito de integral: uma proposta
computacional para seu ensino e aprendizagem, comenta que 0S conceitos de

calculo diferencial e integral na maioria das vezes tém sido “ensinados e aprendidos”
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por meio de aulas que valorizam a memorizacdo, a aplicacdo de técnicas, regras e
algoritmos.

Silva (2004) afirma que no processo de organizacdo e comunicacdo de
saberes pela escola, € importante considerar a natureza conflituosa tanto da
construgdo do conhecimento como, da sua transmissdo, sendo que nesta Ultima,
entre a concepgdo tedrica e organizacional nos contetados a serem ensinados e a
sua viabilizacdo pelo esquema escolar e apresentacdo em sala de aula, existe uma

distancia consideravel.

No ensino de integral é dada énfase aos algoritmos, privilegiando-se as
regras que sdo tratadas isoladamente e depois séo feitas aplicacbes em
célculo de area, volumes, deslocamento, espacos percorridos, centro de
gravidade... (SILVA, 2004, p.17)

Para ele qualguer que seja o processo utilizado para alcancar sucesso na
aprendizagem ele se apoia em algum tipo de representacdo ums mais sofisticados
com representacdes dinamicas (Softwares) outros mais simples (usando papel e
lapis). Pode-se observar que essas tais representacdes sdo importantes, pois o
aluno na tentativa de resolver qualquer questdo procura representa-lo de alguma
forma como meio de auxiliar o entendimento.

Dietrich (2009) afirma que no processo de ensinar e aprender, as relacdes
entre professor e aluno, embora muitas vezes complexas, sdo pecas fundamentais
para que a aprendizagem ocorra efetivamente. Essas relagdes envolvem interesses,
motivagdes, comportamentos pessoais de cada sujeito, mas também se caracteriza
pela selecdo de conteudos, organizacdo, sistematizagcdo didatica, a fim de facilitar a
aprendizagem dos alunos.

Para Dietrich, (2009) dessa forma, o ensino deve ser voltado a interacédo entre
0 saber matematico e o sujeito. E importante que o aluno esteja ciente de que a
matematica ndo se resume apenas em resolver problemas, mas sim, saber que este
€ sO parte da tarefa. Encontrar a solugdo pode ser menos importante do que buscar
guestdes a serem resolvidas.

Segundo Dietrich (2009) o professor precisa estimular a criatividade do aluno
na busca de novos problemas e de solugcbes. Entre 0 momento em que o aluno
recebe o problema e o momento em que ele produz sua resposta, o professor deve
evitar intervir, para que ndo atrapalhe o aluno na constru¢do do conhecimento

referente a situacao.
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Quando o aluno atinge esse estagio, pode ocorrer que ele construa o
conhecimento sem fazer o uso de logicas didaticas. Dessa forma, o aluno passa a
ser capaz de aplicar esse conhecimento em situacdes com as quais venha a se
deparar fora do contexto do ensino.

Para Dietrich (2009) o computador permite ao aluno a possibilidade de
expandir seus conhecimentos, pois fornece inUmeros materiais que podem auxiliar
na sua aprendizagem, 0s quais estdo nas diversas paginas apresentados na forma
de hipertextos.

O conhecimento mateméatico ndo deve ser visto e trabalhado em sala de aula
pelo professor como algo pronto e acabado. Aprender Matemética significa mais do
que se apropriar do conhecimento desenvolvido ao longo dos séculos, significa ser
capaz de fazer descobertas que possibilitem a construcdo do seu proprio

conhecimento matematico.
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3 HISTORICO DA UNIVERSIDADE LUEJI A’'NKONDE

Neste capitulo é apresentado, o inicio do professor pesquisador no ramo da
educacéo, o surgimento da Universidade Lueji A'Nkonde e a criacdo dos Cursos de

Licenciatura em Ciéncias da Educacéo.

3.1 Relacédo do Professor Pesquisador com a Universi  dade

Minha carreira como professor é construida desde o ensino médio. Apos ter
terminado o ensino basico, decidi fazer o ensino médio no Instituto Médio Normal de
Educacado. Atual, Escola de Formacdo de Professores, Instituicdo encarregada de
formar professores de nivel médio para atuarem como professor nos niveis basicos
surgiu dai minha grande paixdo pela profissdo e pela mateméatica chegando a
finalizar o ensino médio na opgdo de Matematica e Fisica. Em 2001 fiz o concurso
publico para lecionar matematica na Escola do Il nivel Amilcar Cabral sendo
aprovado, lecionei a 52 e 62 classe, mas as minhas ambicfes sempre foram maiores,
e ndo estando satisfeito com o nivel académico, em 2004 ja com a paz no Pais,
decidi partir para a parte Sul de Angola, concretamente na provincia do Huambo
para dar continuidade aos estudos. L& fiz a inscricdo no Instituto Superior de
Ciéncias da Educacédo do Huambo da Universidade Agostinho Neto, na Opcéo de
Matematica, onde dois anos depois comecei, como professor monitor a lecionar a
cadeira de algebra Linear. Em 2007, consegui uma vaga na Comissao Instaladora
para a criagao da Faculdade de Medicina do Huambo como Chefe de patrimonio e
em 2008 tendo terminado a Licenciatura regresso a minha terra natal Malanje onde
o Vice- Governador para o sector Economico e Social apercebendo-se do meu
regresso a Malanje indica-me como Coordenador Adjunto da Comissao Instaladora
para a Abertura da Faculdade de Medicina de Malanje. Nesta altura se comecga o
redimensionamento do ensino Superior no Pais. A Universidade Agostinho Neto,
gue até entdo foi a Unica, deixa de ser, e abre-se mais regides académicas onde a
provincia de Malanje fica a pertencer a regido académica IV englobando trés
provincias do pais, e a Universidade recebe o nome da Rainha Lueji A'Nkonde. Em
2010 com a nomeacao do corpo diretivo da Faculdade de Medicina e por indicacéo
do Decano da Faculdade, desempenhei a funcdo de Chefe de Departamento dos

Assuntos Cientificos e neste mesmo ano através de uma Bolsa cedida pelo
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Ministério dos Petrdleos da Republica de Angola me desloquei para o Brasil com o
objetivo de fazer o Mestrado, mas exercendo sempre a minha funcdo mesmo a
distdncia na Faculdade de Medicina. Tendo terminado os créditos de mestrado
regresso para Angola e em Abril de 2012, nomeado como Coordenador Adjunto para
os Assuntos Cientificos dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacéo de
Malanje instituicdo na qual fizemos o nosso trabalho de pesquisa.

3.2 Universidade Lueji A'Nkonde

A Universidade Lueji A'nkonde foi criada pelo decreto Lei n® 7/09 de 12 de
Maio, a mesma surgiu em detrimento das linhas mestras para a melhoria da gestéao
do subsistema do ensino superior, no Pais com o objectivo de manter solidas,
eficientes e com elevada qualidade pedagdgica, cientifica e tecnolégica, a rede de
instituicbes de ensino superior publicas, com vistas a sua adequac¢do aos objectivos
estratégicos do desenvolvimento. E assim sendo o artigo 12° cria na regido
académica IV, a » Universidade Lueji A'Nkonde« com sede na provincia da Lunda
Norte e constituidas pelas seguintes unidades orgéanicas:

Provincia da Lunda Norte: Faculdade de Direito, Faculdade de Economia, Escola
Superior Politécnica e Escola Superior Pedagdgica.

Provincia da Lunda Sul: Escola Superior Politécnica

Provincia de Malanje: Faculdade de Agronomia, Faculdade de Medicina e
Faculdade de Medicina Veterinaria.

Sua finalidade é formar e qualificar profissionais nos varios niveis e
modalidades de ensino para os diversos sectores e realizar pesquisa e
desenvolvimento tecnolégico de novos processos, produtos e servicos em estreita
articulagdo com os sectores produtivos e a sociedade, oferecendo mecanismos de
educacao continuada.

No dia 17 de Janeiro de 2011 a Reitoria da Universidade Lueji A'Nkonde
deliberou a abertura dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacdo com
sede em Malanje, a mesma é uma instituicAo publica criada como uma das
Unidades Orgéanicas da Universidade Lueji A'Nkonde e esta vocacionada para a

formacéo de professores de nivel superior ( Licenciados).
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3.3 Licenciatura em Ciéncias da Educacédo — Criagao, Desenvolvimento e
Avaliacgéao.

O Curso de Licenciatura em Ciéncias da Educacdo da Universidade Lueji
A'Nkonde, foi implantado no ano de 2011, o mesmo funciona provisoriamente nas
instalac6es da Escola Amilcar Cabral, oferecendo 100 vagas, no periodo noturno e o
mesmo conta com quatro professores efetivos e 30 colaboradores.

De modo a atender as necessidades Provincial e Regional e as novas
exigéncias sociais, o curso formara professores de Matematica e Pedagogia para o
ensino fundamental e médio, sem esquecer os alunos interessados em prosseguir
estudos em nivel de pds-graduacdo, que tém oportunidade de complementar sua
formacdo através de disciplinas optativas, oferecidas regularmente, cursos de
extensdo universitaria, estagios de iniciagdo cientifica e participacdo em eventos

cientificos, em outras instituicdes de ensino superior.

A estrutura curricular vigente vem descrita abaixo:

PLANO CURRICULAR PARA A LICENCIATURA OP(;AO DE ENSINO DA
MATEMATICA.

Cadigo: LI-ENMAT

1.Grau conferido pelo curso: LICENCIATURA EM MATEMATICA

2.Duracéo normal do curso: 4 Anos Letivos mais 1 Semestre para o Trabalho de fim
de curso.

3. Areas cientificas do curso, sua distribuicdo percentual.

3.1 Area cientifica principal: Matematica = 50.80%

3.2 Areas cientificas Complementares: Basicas: 18.40% , Genéricas: 23.60%. e
trabalho de fim de curso 7.20%

Grelha curricular:



10. Disciplinas de Curso
Horas
Ano Disciplinas Cad Regime Lect.Sem Total de Horas u.C
A‘lOS‘ZOS T|TP‘P T.H|S‘ A

10
Pedagogia Geral X 1 1 2/2 60 4
Psicologia Geral X 2 1 1 4/0 60 4
Didatica X 1 1 1 3/0 45 4
Lingua Estrangeira X 1 2 3/3 90 4
Lingua Portuguesa | X 1 1 1 3/3 90 5
Informética X 1 1 2/2 60 5
Educagéo Fisica X 2 2/2 60 3
Psicologia do Desenvolvimento e
Aprendizagem X 2 1 1 0/4 | 60 4
Andlise Matematical (Calculo I) X 1 1 4 6/0 | 90 6
Anadlise Matematica Il (Calculo I1) X 1 1 4 0/6 20 6
Algebra linear X 1| 2 3/3 90 5
Geometria Analitica X 1 1 2 4/4 120 5
Probabilidades e Estatistica X 1 2 0/3 45 5

Total Geral 12 | 12 | 21 [ 32/32|390| 570 60
20

Lingua Portuguesa Il X 1 1 1 3/3 90 4

Didéctica Geral X 2 1 1 4/0 60 4

Metodologia de Investigagao

Cientifica x| 1 1 0/2 30 3

Sociologia da Educagéo X 1 1 2/0 30

Didactica de Matemética | X 1 1 1 0/3 45 4

Analise Matematica Ill (Calculo

)] X 2 1 1 4/0 60 4

Algebra Superior X 2 1 1 4/0 60 4

Geometria Descritiva e

Desenho de Projeccdes X 1 1 1 3/0 45 4

Programacéo de

Computadores | X 1 1 2 4/0 60 4

Programacéo de

Computadores Il x| 1 1 2 0/4 60 4

Geometria Superior x| 1 1 2 0/4 60 4

Analise Complexa x| 2 1 2 0/5 75 4

Aritmética e Teoria dos

Nameros x| 1 1 1 0/3 45 4

41
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Equacdes Diferenciais e
Integrais 2 2 2 0/6 90 5
Estatistica Aplicada 2 2 2 6/0 90 5
Total Geral 21 17 19| 30/30 810 | 90 60
30
Gestao e Inspeccdo em
Educagéo 1 2 3/0 | 45
Pratica Pedagdgica | X 6/6 180
Metodologia de Investigagao
em Educacao 1 1 2/0 30
Desenvolvimento Curricular X 2 - 0/3 45
Seminario de Trabalho do fim X 1 1 0/2 30
de Curso |
Equag6es Diferenciais com
Derivadas Parciais 1 1 4/0 60
Didactica da Matematica Il 1 1 3/0 45
Andlise Numérica X 2 4/4 120
Geometria Diferencial 2 1 4/0 60
Fisica Geral X 2 1 4/4 120
Histéria da Matematica X 1 2 0/3 45
Programac&o matematica X 1 1 0/6 90
Total
Geral 13 13 18 | 30/28 | 450 | 420 | 60
40
Pratica Pedagdgica Il X 6 6/6 180 8
Seminario de Trabalho do fim 1 1 2/0 30 6
de Curso Il
Computadores no Ensino 2 2 2 0/6 90 8
Teoria das Fungdes 2 1 1 0/4 60 8
Andlise Funcional X 2 2 4 8/8 240 | 12
Fisica Moderna 2 2 2 6/0 90 8
Pesquisa Operacional 2 1 1 4/0 60 10
Total
Geral 11 9 16 | 26/24 | 330 | 420 | 60
50
Trabalho de Fim de Curso 18 18 270 60
Total
Geral 18 18 270 60
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3.3.1. Condic¢des a concesséao do grau:

Aprovacao em todas as cadeiras curriculares que integram o plano de estudo,
ou seja, aprovacao nas disciplinas das areas cientificas previstas no plano curricular.

-Defesa, com aproveitamento, do trabalho do fim de curso.

3.3.2. Objetivos e perfil profissional:

O curso de Ensino da Matematica tem como objetivo formar professores de
Matematica para o Ensino Secundario, Ensino Técnico Profissional e para as
Escolas de Formacao de Professores.

3.3.3. Saidas Profissionais:
Leccionar Matematica em Instituicbes Publicas e/ou Privadas do Ensino Geral

e Secundario.

3.4 Situacao dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacéao

Os Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacdo de Malanje da
Universidade Lueji A'"Nkonde se constituem em uma das mais altas relevancias para
a Provincia de Malanje. Surgiu em momento oportuno. O mesmo contribuiu para o
absentismo dos professores nas escolas, ja que até 2010 os Malanjinos eram
obrigados a ir fazer Faculdade em outras provincias do pais abandonando a familia
e seus postos de trabalho, e que hoje surge uma nova realidade. Vem contribuir
para a formacdo de recursos humanos qualificados, onde a opgdo de matematica
ganha maturidade e respeito e traz investimentos para a regido na forma de projetos

de pesquisa e de extensdo universitaria.

3.5 Profissao e mercado de trabalho do licenciado e m Mateméatica

O licenciado em Matematica pode atuar nas escolas de nivel fundamental e
médio, bem como continuar seus estudos na direcdo da pesquisa ou da Educacao
Matematica.

As perspectivas do mercado de trabalho para o professor de Matematica sao
relativamente amplas, podendo atuar nas escolas publicas e privadas, em cursinhos

preparatérios para concursos e no ensino superior. Outra possibilidade esta nas



universidades, publicas ou privadas, onde podem fazer cursos de pds-graduacdo em
areas correlatas, como Matematica Aplicada, Estatistica, Ciéncia da Computacéo, e
diferentes ramos da Engenharia. Atualmente também estdo sendo abertos espacos
em instituicdes publicas, bancos, corretoras de mercado financeiro ou de seguros.
Nessas empresas, 0 matematico pode atuar como consultor, analista de dados,
analista de tendéncias de mercado e de riscos de investimentos.

Na area de ensino, principalmente na rede publica, ha uma grande caréncia
de professores de matematica. Angola tem um deficit significante de professores de
matematica.

Assim, enquanto tantas profissdes vivem o fantasma do desemprego, a
procura por docentes s6 aumenta. Ha expansdo do mercado de trabalho na area
com vagas nas capitais e nas cidades do Interior.

Na sociedade atual, cada dia mais complexa e tecnoldgica, a Matematica se
encontra presente nos mais diversos setores. Nesse sentido, o0 mercado de trabalho

para o licenciado em Matematica € bastante promissor.

3.5.1 Série historica da procura pelo curso

Apresentamos a seguir a relacdo candidato/vaga para o curso, no ano 2011.

Resumo dos Exames de Acesso Curso de Matematica

Quadro 1: Relac&o candidato/vaga do curso de Licenc  iatura em Matematica

Disciplina N°de candidatos inscritos N°de candida tos admitidos N°de Candidato Matriculados
M F Total M F Total M F Total
Matematica 244 48 292 147 23 170 160 10 170

3.6 Perfil do Aluno Ingressante

A Coordenacdo dos cursos é responsavel pelo processo seletivo para
ingresso nas duas opcodes existentes. As Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio sdo usadas como balizadoras para o diagndéstico
das dificuldades dos ingressantes no que se refere a formacdo matematica basica.

Tanto o diagnéstico quanto as experiéncias reais desses alunos irdo subsidiar o
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planejamento das acbes de forma a suprir as eventuais deficiéncias de
escolarizagdo basica dos alunos e as demais atividades desenvolvidas na disciplina.

No periodo noturno, percebe-se que o numero de alunos do sexo masculino é
maior que de alunos do sexo feminino. A faixa etaria esta entre 20 e 55 anos. O
percentual de alunos (24%) com idade acima de 20 anos, e isto ocorre por muitos
deles trabalham durante o dia. A maioria dos alunos (90%) é casado.

Analisando a trajetoria escolar, observa-se que em torno de 85% dos alunos
fizeram o ensino médio ha 10 anos e que devido a guerra civil que assolou o Pais e
a falta de uma Instituicdo de ensino Superior na Provincia, ndo foi possivel dar

continuidade aos estudos.



46

4 HISTORIA DA INTEGRAL

Neste capitulo apresentamos a génese da integral e seus principais autores,
fizemos mencdo ao surgimento das integrais de funcgdes racionais, e a
decomposicdo da mesma em fracOes elementares. O texto a seguir baseu-se nos
autores: ZUFFI, E. M. (2002), BOYER, C. B. (1985), BARON, M. E. (1993), e
HOFFMANN, L. D. (2002)

4.1 Integral

O calculo integral se originou com problemas de quadratura e curvatura.
Resolver um problema de quadratura significa encontrar o valor exato da area de
uma regiao bidimensional cuja fronteira consiste de uma ou mais curvas, ou de uma
superficie tridimensional, cuja fronteira também consiste de pelo menos uma curva.
Para um problema de curvatura, queremos determinar o volume exato de um solido
tridimensional limitado, pelo menos em parte, por superficies curvas. Hoje, o0 uso do
termo quadratura ndo mudou muito: matematicos, cientistas e engenheiros
comumente dizem que "reduziram um problema a uma quadratura”, o que significa
gue tinham um problema complicado, o simplificaram de varias maneiras e agora o
problema pode ser resolvido avaliando uma integral.

Historicamente, Hipocrates de Chios (cerca de 440 A.C.) executou as
primeiras quadraturas quando encontrou a area de certas Iinulas, regibes que se
parecem com a lua proxima do seu quarto crescente. Antiphon (cerca de 430 A.C.)
alegou que poderia "quadrar o circulo” (isto é, encontrar a area de um circulo) com
uma sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos: primeiro um quadrado;
segundo um octdégono, a seguir um hexadecaedro, etc.

Seu problema era o "etc.". Como a quadratura do circulo de Antiphon
requeria um numero infinito de poligonos, nunca poderia ser terminada. Ele teria que
ter usado o conceito moderno de limite para finalizar seu processo com rigor
matemaético.

Mas Antiphon tinha o inicio de uma grande idéia agora chamado de método
de exaustdo. Mais de 2000 anos depois, acreditamos a Eudoxo (cerca de 370 A.C.)
o desenvolvimento do método de exaustdo: uma técnica de aproximacédo da area de

uma regido com um numero crescente de poligonos, com aproximag¢des melhorando
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a cada etapa e a area exata sendo obtida depois de um numero infinito destas
etapas; esta técnica foi modificada para atacar curvaturas também.

Arquimedes (287-212 a.c.), 0 maior matematico da antiguidade, usou o
método de exaustdo para encontrar a quadratura da parabola. Arquimedes
aproximou a area com um numero grande de triangulos construidos
engenhosamente e entdo usou o argumento da reducdo ao absurdo dupla para
provar o resultado rigorosamente e evitar qualquer metafisica do infinito. E de se
verificar hoje em dia, uma vez que ambas as formulas dependem de p. Entédo
Arquimedes aproximou a area. Para o circulo, Arquimedes primeiro mostrou que a
area depende da circunferéncia; isto é facis do circulo de raio unitario usando
poligonos regulares de 96 lados inscritos e circunscritos! Seu famoso resultado foi
310/71 < p < 31/7; mas como estas eram apenas aproximacdes, no sentido restrito,
nao eram quadraturas.

Esta técnica refinou o0 método de exaustdo, assim quando existe um numero
infinito de aproximacdes poligonais, chamamos de método da compressdo. O
processo de Arquimedes para encontrar a area de um segmento de uma espiral era
comprimir esta regido entre setores de circulos inscritos e circunscritos: seu método
de determinar o volume de um condide (um solido formado pela rotagdo de uma
parabola ao redor de seu eixo) era comprimir este sélido entre cilindros inscritos e
circunscritos. Em cada caso, a etapa final que estabelecia rigorosamente o resultado
era o argumento da reducéo ao absurdo dupla.

No seu, possivelmente mais famoso trabalho de todos, um tratado combinado
de matematica e fisica, Arquimedes empregou indivisiveis para estimar o centro de
gravidade de certas regides bidimensionais e de certos solidos tridimensionais.
(Arqguimedes reconheceu que, por um lado, seu trabalho sugeria a verdade de seus
resultados, e por outro faltava um rigor l6gico completo). Se considerarmos uma
destas regides sendo composta de um numero infinito de retas, de comprimentos
variados, entdo estas retas sdo chamadas de indivisiveis. Similarmente, quando a
composi¢cdo de um soélido tridimensional € pensada como um numero infinito de
discos circulares, de raios variados, mas com espessura zero, entdo estes discos
sdo conhecidos como indivisiveis.

Matematicos muculmanos dos séculos I1X a Xlll foram grandes estudiosos de
Arquimedes, mas nunca souberam da determinacdo de Arquimedes do volume de

um condide. Assim, um dos mais notaveis de todos matematicos arabes, Thabit ibn
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Qurrah (826-901) desenvolveu sua prépria curvatura, um tanto complicada, deste
sélido; e entdo o cientista persa Abu Sahl al-Kuhi (século X) simplificou
consideravelmente o processo de Thabit. Ibn al-Haytham (965 -1039), conhecido no
ocidente como Alhazen e famoso por seu trabalho em ética, usou o método de
compressdo para encontrar o volume do sélido formado pela rotacdo da parabola ao
redor de uma reta perpendicular ao eixo da curva.

Durante o periodo medieval no ocidente, muito progresso foi obtido aplicando
as ideias de calculo a problemas de movimento. William Heytesbury (1335), um
membro do notavel grupo de estudiosos do Merton College, em Oxford, foi o
primeiro a vislumbrar métodos para a determinacdo da velocidade e a distancia
percorrida por um corpo supostamente sob "aceleracdo uniforme”. Hoje, podemos
obter estes resultados encontrando duas integrais indefinidas ou antiderivadas,
sucessivamente. Noticias deste trabalho de Heytesbury e seus colegas de Merton
alcancaram Paris posteriormente no século XIV, onde Nicole Oresme (1320 -1382)
representou ambas as velocidades e o tempo como segmentos de reta de
comprimentos variaveis. Oresme colocou as retas de velocidade de um corpo juntas
verticalmente, como os indivisiveis de Arquimedes, sobre uma reta base horizontal,
e a configuracao total, como ele a chamou, representava a distancia total coberta
pelo corpo. Em particular, a area desta configuracdo era chamada de "quantidade
total de movimento" do corpo.

A medida que os europeus comecaram a explorar o globo, tornou-se
necessario ter um mapa do mundo no qual certas retas representassem rumos
sobre a superficie da Terra. Houve diversas solugdes para este problema, mas a
solucdo mais famosa foi a projecdo de Mercator, embora Gerard Mercator (1512 -
1594) nao tenha explicado seus principios geométricos. Aquela tarefa foi assumida
por Edward Wright (1561-1615) que, além disso, providenciou uma tabela que
mostrava que as distancias ao longo das retas de rumo seriam bem aproximadas
somando os produtos (sec f D f ), onde f é a latitude; isto €, aproximando a integral
de secf.

Em seu New Stereometry of Wine Barrels (Nova Estereometria de Barris de
Vinho) (1615), o famoso astronomo Johannes Kepler (1571-1630) aproximou 0S
volumes de varios solidos tridimensionais, cada qual era formado girando uma
regido bidimensional ao redor de um eixo. Para cada um destes volumes de

revolugdo, subdividiu o sdlido em varias fatias muito finas ou discos chamados de
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infinitésimos (note a diferenca entre infinitésimos e os indivisiveis de Arquimedes).
Entdo, em cada caso, a soma destes infinitésimos aproximava o volume desejado. A
segunda lei de Kepler do movimento planetario requeria quadraturas de segmentos
de uma elipse, e para aproximar estas areas, somou triangulos infinitesimais.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), um estudante de Galileu, desenvolveu
uma teoria de indivisiveis. Para uma regido bidimensional, Cavalieri considerou a
colecdo de "todas as retas" como sendo um Unico numero, a area da regiao.
Christiaan Huygens (1629-1695) criticou, "Sobre os métodos de Cavalieri: alguém se
engana se aceitar seu uso como uma demonstragdo mas sao Uteis como um meio
de descoberta anterior a demonstracgédo... isto é o que vem primeiro..." Evangelista
Torricelli (1608-1648), outro discipulo de Galileu e amigo de Cavalieri, tentou
resolver algumas das dificuldades com indivisiveis ao afirmar que as retas poderiam
ter algum tipo de espessura. Foi cuidadoso para usar argumentos de reducao ao
absurdo para provar quadraturas que obteve por indivisiveis. O "Chifre de Gabriel" é
uma curvatura "incrivel" descoberta por Torricelli.

Pierre Fermat (1601-1665) desenvolveu uma técnica para encontrar as areas
sob cada uma das "parabolas de ordem superior" (y = kxn, onde k > 0 é constante e
n =2, 3, 4, ...) usando retangulos estreitos inscritos e circunscritos para levar ao
método de compressdo. Entdo empregou uma série geométrica para fazer o mesmo
para cada uma das curvas y = kxn, para n = -2, -3, -4, .... Mas, para sua decepcao,
nunca foi capaz de estender estes processos para "hipérboles de ordem superior”,
ym = kxn. Por volta da década de 1640, a férmula geral para a integral de parabolas
de ordem superior era conhecida de Fermat, Blaise Pascal (1623-1662), Gilles
Personne de Roberval (1602-1675), René Descartes (1596-1650), Torricelli, Marin
Mersenne (1588-1648) e provavelmente outros.

John Wallis (1616-1703) estava fortemente comprometido com a
relativamente nova notacdo algébrica cujo desenvolvimento era uma caracteristica
dos matematicos do século XVII. Por exemplo, ele tratou a parabola, a elipse e a
hipérbole como curvas planas definidas por equacdes em duas variaveis em vez de
secdes de um cone. Também inventou o simbolo ¥ para infinito e, ao usar isto,
obscureceu lugares onde agora sabemos que deveria ter usado o limite. Estendeu a
férmula de quadratura para y = kxn para casos quando n era um numero racional
positivo usando indivisiveis, razdes inteligentes e apelos ao raciocinio por analogia.

A dependéncia de Wallis em formulas o levou a varias quadraturas interessantes.
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Roberval explorou o Principio de Cavalieri para encontrar a area sob um arco
da cicléide. Roberval e Pascal foram os primeiros a plotar as fun¢cdes seno e co-
seno e a encontrar as quadraturas destas curvas (para o primeiro quadrante). Pascal
aproximou integrais duplas e triplas usando somas triangulares e piramidais. Estas
ndo eram curvaturas, mas eram etapas em seu esforgo para calcular os momentos
de certos sélidos, para cada um dos quais ele entdo determinou o centro de
gravidade.

Finalmente, Gregory St. Vincent (1584-1667) determinou a area sob a
hipérbole xy = 1, usando retangulos estreitos inscritos e circunscritos de larguras
diferentes especialmente desenhados e o método de compressdo. St. Vincent
estendeu esta e outras quadraturas para encontrar varias curvaturas. Logo depois
disto, seu aluno, Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667) reconheceu que a
guadratura da hipérbole esta intimamente ligada a propriedade do produto do
logaritmo!

Seguindo uma sugestdo de Wallis, em 1657, William Neile (1637-1670)
determinou o comprimento de uma sec&o arbitraria da parabola semictbica, y* = x°,
e em 1658, Christopher Wren (1632-1723), o famoso arquiteto, encontrou o
comprimento de um arco da cicléide. Em 1659, Hendrick van Heuraet (1634-cerca
de 1660) generalizou seu trabalho somando tangentes infinitesimais a uma curva,
portanto desenvolveu a esséncia do nosso método moderno de retificacdo - usando
uma integral para encontrar o comprimento de um arco.

Na forma geométrica, muito do célculo nos primeiros dois tercos do século
XVII culminaram no The Geometrical Lectures (1670) de Isaac Barrow (1630-1677).
Barrow deixou sua cadeira de Professor Lucasiano em Cambridge em favor de se
ex-aluno Isaac Newton (1642-1727). Newton seguiu James Gregory (1638-1675) ao
pensar na area da regido entre uma curva e o eixo horizontal como uma variavel; o
extremo esquerdo era fixo, mas o extremo direito podia variar. Este truque Ihe
permitiu estender algumas férmulas de quadratura de Wallis e o levou ao Teorema
Fundamental do Calculo. O ultimo trabalho de Newton sobre calculo, e também o
primeiro a ser publicado, foi seu ensaio, "On the Quadrature of Curves" (Sobre
Quadratura de Curvas), escrito entre 1691 e 1693 e publicado como um apéndice na
edicdo de 1704 do seu Opticks. Neste, ele montou uma tabela extensa de integrais
de funcbes algébricas um tanto complicadas, e para curvas as quais nao podia

desenvolver férmulas de integragdo, inventou técnicas geométricas de quadratura.
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Usando o Teorema Fundamental do Célculo, Newton desenvolveu as técnicas
basicas para avaliar integrais usadas hoje em dia, incluindo os métodos de
substituicdo e integracao por partes.

Para Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), uma curva era um poligono com
um numero infinito de lados. Leibniz (1686) fez y representar uma ordenada da
curva e dx a distancia infinitesimal de uma abscissa para a proxima, isto €, a
diferenca entre abscissas "sucessivas". Entdo disse, "represento a area de uma
figura pela soma de todos os retangulos [infinitesimais] limitados pelas ordenadas e
diferencas das abscissas... e assim represento em meu célculo a area da figura por
0 y dx". Leibniz tomou o0 "S" alongado para a integral do latim summa e d do latim
differentia, e estas tém permanecido nossas notacfes de calculo mais basicas
desde entdo. Ele considerava as contas de calculo como o meio de abreviar de
algum modo o classico método grego de exaustdo. Leibniz era ambivalente sobre
infinitesimais, mas acreditava que contas formais de calculo poderiam ser confiaveis
porque levavam a resultados corretos.

O termo integral, como usamos em calculo, foi cunhado por Johann Bernoulli
(1667-1748) e publicado primeiramente por seu irmao mais velho Jakob Bernoulli
(1654-1705). Principalmente como uma consequéncia do poder do Teorema
Fundamental do Calculo de Newton e Leibniz, integrais eram consideradas
simplesmente como derivadas "inversas”. A area era uma nocao intuitiva,
quadraturas que nao podiam ser encontradas usando o Teorema Fundamental do
Célculo eram aproximadas. Embora Newton tenha desferido um golpe muito
imperfeito sobre a idéia de limite, ninguém nos séculos XVIIl e XIX teve a visdo de
combinar limites e areas para definir a integral matematicamente. Em vez disso, com
grande engenhosidade, muitas férmulas de integracdo inteligentes foram

desenvolvidas.

4.2 Integracao de Funcbes Racionais

Aproximadamente ao mesmo tempo em que a tabela de integrais de Newton
tinha sido publicada, Johann Bernoulli desenvolveu procedimentos matematicos
para a integracao de todas as funcdes racionais, o qual chamamos agora de método
das fracdes parciais. Estas regras foram resumidas elegantemente por Leonhard

Euler (1707-1783) em seu trabalho enciclopédico de trés volumes sobre célculo
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(1768-1770). Incidentalmente, estes esforcos estimularam o aumento do interesse
durante o século XVIII na fatoragéo e resolucdo de equagdes polinomiais de graus
elevados.

Enquanto descrevia as trajetdrias dos cometas no Principia Mathematica
(1687), Newton propds um problema com implicac6es importantes para o célculo:
"Para encontrar uma curva do tipo parabdlico [isto é, um polinbmio] a qual deve
passar por qualquer numero de pontos dados”, Newton redescobriu a formula de
interpolacdo de James Gregory (1638-1675); hoje, € chamada de férmula de
Gregory-Newton, e em 1711, ele ressaltou sua importancia: "Assim as areas de
todas as curvas podem ser aproximadas... a area da pardbola [polinbmio] sera
guase igual a area da figura curvilinea... a parabola [polinbmio] pode sempre ser
guadrada geometricamente por métodos conhecidos em geral [isto €, usando o
Teorema Fundamental do Calculo]". O trabalho de interpolagdo de Newton foi
estendido em épocas distintas por Roger Cotes (1682-1716), James Stirling (1692-
1770), Colin Maclaurin (1698-1746), Leonhard Euler e outros. Em 1743, o
matematico autodidata Thomas Simpson (1710-1761) encontrou o que se tornou um
caso especial, popular e util das formulas de Newton-Cotes para aproximar uma
integral, a Regra de Simpson.

Embora Euler tenha feito célculos mais analiticos que geométricos, com
énfase em funcdes (1748; 1755; 1768), houve varios mal-entendidos sobre o
conceito de funcéo, propriamente dito, no século XVII. Certos problemas de fisica,
como o problema da corda vibrante, contribuiram para esta confusdo. Euler
identificou tanto fungBes com expressdo analitica, que pensou em uma funcao
continua como sendo definida apenas por uma unica férmula em todo seu dominio.
A idéia moderna de uma funcédo continua, independente de qualquer formula, foi
iniciada em 1791 por Louis-Francois Arbogast (1759-1803): "A lei de continuidade
consiste em que uma quantidade ndo pode passar de um estado [valor] para outro

[valor] sem passar por todos os estados intermediarios [valores] ...". Esta idéia
tornou-se rigorosa em um panfleto de 1817 por Bernhard Bolzano (1781-1848) e é
conhecida agora como o Teorema do Valor Intermediario. Fun¢des descontinuas (no
sentido moderno) foram forgadas na comunidade matematica e cientifica por Joseph
Fourier (1768-1830) no seu famoso Analytical Theory of Heat (Teoria Analitica do

Calor,1822).
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Quando Augustin Louis Cauchy (1789-1857) assumiu a reforma total do
célculo para seus alunos de engenharia na Ecole Polytechnique na década de 1820,

a integral era uma de suas pedras fundamentais.
4.3 Fungdes Racionais

O texto a seguir originou-se de estudos realizados nos autores: Frank Ayres Jr.
Stewart, James. HOFFMANN, L. D.(2002) e LEITHOLD, L. (1994)
Sejam

P.(x)=a, X" +a, 1Xx™ 1+ +a.x’*+ayx+ay, am#0
€ @,(x) = b, x™+ b, 1x™ 1+ -+ Bax? + by x + by, b, # 0 polinbmios de variavel real

com coeficientes reais.

Definicdo: Funcdo racional é qualquer funcdo f(x) representavel por um

P
Q™

Consideramos sem restringir a generalidade, que estes polindbmios ndo tem

quociente dos polindbmios, isto €, f(x) =

raizes comuns.

Se a ordem do polinbmio ao numerador € inferior ao do denominador, m=: n,

P.(X)

m_— é regular.

diz-se que a funcéo racional f(x) =
Q

Se a ordem do polinbmio ao numerador € superior ou igual ao do

P.(X)

M- ¢ irregular.

denominador, m= n, diz-se que a funcéo racional f(x)= -
X

Exemplos de func¢des racionais:

5__ 4 Z_~ ~ . .
fly) = 1w 2 Funcé&o racional irregular

xE—d4x 41
flx) = % Funcao racional irregular
flx) = x?i Funcao racional regular
ad—xT+1
f) =— Funcao racional regular

xi-dxdl



P.(¥)

Se a funcao racional f(x)=Q - e irregular, dividindo o polindbmio do
X

numerador pelo polindbmio do denominador ( segundo a regra de divisdo de
polinbmio) podemos representar a fungdo inicial (irregular) como soma de um

polindmio e uma funcéo regular.

P.() R(¥)
Q¥ Q¥

guociente da divisdo do polinébmio do numerador pelo polinédmio do denominador e

=Qu)+

Em que Q(X) é um polinbmio e representa o

R &) uma fracdo regular onde R(X) é o resto da diviséo.

Q

Regras de divisao de polindmios

Para dividir o polinbmio do numerador pelo polinbmio do denominador

aplicamos um algoritmo da divisdo utilizado na aritmética.

Denotamos :
Dividendo: Fn(¥) = @mx™ + @1 x™ M+t apxitaix+ag @, F0
Divisor: Qn(x) = bpx™ + by x™ P+ o+ bpx + byx + by by # 0
Quociente: Q(X)
Resto: R(X)

Passo 1. Escrevemos os polindbmios P_(x)e Q (X) na ordem decrescente
n

dos expoentes dos seus termos e completamo-los com os termos de coeficientes

Zero.

Passo 2 . Dividimos o termo de maior grau do dividendo P.() pelo termo de

maior grau do divisor Qﬂ( ). Obtém-se desta forma, o primeiro termo do quociente

Q.

A seguir, multiplicamos o termo obtido pelo divisor e subtraimos o produto
obtido do dividendo.
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Caso o polindbmio que representa a diferenca obtida tenha grau maior ou igual
ao do divisor, ele passa a ser um novo dividendo e repete-se o0 algoritmo a partir do
2° passo.

Caso o polindmio que representa a diferenca obtida tenha grau inferior ao do

divisor ele representa o resto R(x) e, portanto obtemos a representacao.

Pw,f-‘f)_‘:,(_T)Jr R(x)

Q’: |: :II:-) - Q’: (l’j

Exemplos de diviséo de polinbmios

Exemplo 1. Sejam P.(X)=4x -3X +7X -2 ¢ Q= X +4xX +1
Passo 1.
P.0=4x-3x'+0X+7X *0x -2 Q0 =xX+0.X -4x *1
Passo 2 :
AX -3X +0X+7X +0.X —2 ‘ X +0.X -4x +1
—4x -0.X *+16X -4X ‘ 4%

4 3 2
—3X *16X +3x +0.x -2
O polinémio que representa a diferenca obtida tem grau maior do que o do

divisor e repetimos o0 passo 2.

Repeticdo do Passo 2

-3x' +16X +3X +0.X ~2 ‘ X +0.X -4x +1

3x +0.X -12X *+3X ‘ 4x -3x +16
16X -9x +3x ~2
-16x -0.X +84x -16
—Ox +87x -18
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O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau inferior ao do divisor
e, portanto temos:

R(X)=—9x +87x -18 . QX =4x"-3x +16 e
Exemplo 2. Sejam P,(x) =x -3 e Q0= X +1.-
Passo 1.
P,00=x+0X*+0X*+0x -3¢ Q,0=x+0.x +1.
Passo 2.
X+0xX+0X*+0x -3 ‘x2+0.x +1.
-X-0X-X ‘ X
-x+0.x -3

O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau igual ao do divisor e
repetimos o passo 2.

X +0X+0X*+0x -3 ‘x2+0.x +].

—X'-0.X "X ‘ -1
-x +0.X -3
X +0.x +1
-2

O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau inferior ao do divisor
e portanto temos:

4
R()=-2, aw=x-1 e X 3 =x'-1 -2
X+l X +1

Por conseguinte a integracdo de uma funcdo racional irregular reduz-se a
integracdo de um polinbmio e uma funcgéo racional regular. Como a integracédo de
um polinbmio néo representa dificuldades o trabalho consiste em integrar as fungdes

racionais regulares.
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4.4 Decomposicao das fungdes racionais regulares em fraccOes elementares

Na algebra demonstram-se:

Teorema 1. Qualquer polinbmio, cujos coeficientes sdo numeros reais, pode

ser representado na forma.
Qu=alx ) (x ~ao] - x ~an] (@+p9+af-(+p+af
onde:

a) a.,Q,q. Sa0 as raizes reais, respectivamente, de multiplicidades
[1:F I, do polindmio Q (x);

b) Os polindmios quadraticos -(X2+ pj(x)+qj) j=1 n&o tém raizes reais e

X), . . s
na factorizacéo de Qn( ) tém, respectivamente, as multiplicidades ti- ) =1..5

C)P, 0, P AOR ri-roty-tNE r+-+r+ 2 ++2.=n;
. . - Q)
A expresséo (4) diz-se decomposicao do polinGmio “n em factores do
primeiro ou segundo grau .

Teorema 2. Se a fungéo racional é regular e o polinémio Q (X) € na
n

R(X)
)

forma (1) e verifica as condi¢des a), b) e c), entdo a funcdo pode ser representada

num modo univoco na forma

R(X): A +.t A vt B, +..t B. vt C, +..+
QW g  x-af xa T lx-a))  x-a

Crk k+"'+ I>/I1X+ Nl + .+ Mt1X+ Ntl 1+"'+ LZJlX+V1 + Com
x-a) " Xrpxrd T (@px+q) Xt
+ 2U tSX+VtS - ’(2)
[+ p.x+ay)

X+P 0+q 0. OXOR :
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A,...,Bl,...,Ml,Nl,...,Uts,Vts,pl,ql,..., P..0.alJR para todos i= 1.2,..k

j=1,2,...,s.
A expressao (2) representa o desenvolvimento de uma funcdo racional

(x)

regular em fracgOes elementares e tem significado para todos x # a;, i=1,...,k.

XY
Os coeficientes A’AQ""’V'[ calculam-se aplicando o metodo dos

coeficientes indeterminados.

Nota:

a) Se x=a; é uma raiz real de multiplicidade um do polinémio Qn(x) da

(x)
entdo a essa raiz no desenvolvimento da

funcdo racional regular
)

~ ~ ~ A
funcdo em fraccoes elementares corresponde a fraccdo elementar ;
X—a.

b) Se x=a, é uma raiz real de multiplicidade r, >1 do polinébmio Qn(x) da

()

funcdo racional regular entdo a essa raiz no desenvolvimento da

¥

funcdo em fracgOes elementares corresponde a seguinte soma de r, fracgoes

elementares:
A + A +..+ A
X~d (X —a’i)Z (X _O’i)i

soma,deriterrms
A s , e 2 ~ A - .
c) Se o polinbmio quadratico ¥ + p_(x)+q_, nao tém raizes reais e na
J J

factorizacao de Qn(x) tém a multiplicidade 1 entdo a esse polinomio quadréatico no

desenvolvimento da fungdo em fraccOes elementares corresponde a fracgéo

A+B
X+ P,M+Q

elementar
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. A . ;o 2 ~ A s -
d) Se o polindmio quadratico x + P x+({. . ndo tém raizes reais e na
J J

factorizacdo de Q (X) tém a multiplicidade { entdao a esse polindmio
n

quadratico no desenvolvimento da fungdo em fraccbes elementares

corresponde a seguinte soma de f fraccdes  elementares:

AxB  AxB, . AXB
X2+ij+q ()(2+pjx+q)2 (X2+pjx+q }

Soma,detitermos

Exemplos de decomposicdo das funcgdes racionais regu lares em fracgOes

elementares.

X -3x +3
Exemplo 3. f(x)=
(x —1)(x +2 )3

A funcao é regular e o polinbmio do denominador é representado em produto
de factores de primeiro grau: o factor x—1 tem a multiplicidade 1 e o factor x+ 2tem

a multiplicidade 3. Portanto na decomposicdo dessa funcdo em fraccdes

R ~ A
elementares ao factor x—1 corresponde a frac¢cdo elementar —— e ao factor x+2

x—-1
corresponde a soma de trés fraccOes elementares
B, B ., B Portanto,
X*2 (x+2) (x+2]
(- X3X*3 _ A, B, B , B
(x—l)(x +2)3 X1 X*2 (x +2)Z (x +2)3

Os coeficientes A ,B,,B,:B, calculam-se aplicando o metodo dos

coeficientes indeterminados.

_AX+2X-x -1
f (%) (x +1) (Xzﬂ)2

Exemplo 4.
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A funcédo é regular e o polindmio do denominador € o produto do factor de

primeiro grau Xx+1de multiplicidade 1 com o factor de segundo grau sem raizes

reais x* +1 de multiplicidade 2. Portanto na decomposic¢éo dessa funcdo em fracgdes

. ~ A
elementares ao factor x+1 corresponde a fragcdo elementar —1e ao factor

X+
X+ X) +
x* +1corresponde a soma de duas fracgBes elementares 812 Cl+ B.0+C,
1 ()

Portanto,

3 2

f(X):4X +2X _X _1 - A + Bl)z-l-cl + BZX+C22

(et1) (2] *2 XL e+

Os elementos A,BI,CMBZ,C2 calculam-se aplicando o método dos
coeficientes indeterminados.

X+2X -1

2 2 2
(X+1) (X +:|_)Z (x +4x+5)

A funcéo é regular e o polindémio do denominador é o produto de 3 factores:

Exemplo 5. f(x) =

a) do factor de primeiro grau x+1 de multiplicidade 2;

b) do factor de segundo grau sem raizes reais x> +1 de multiplicidade 2;

c) do factor de segundo grau sem raizes reais x°+4x+5 de
multiplicidade 1;

Portanto na decomposicéo dessa funcao em fraccoes elementares temos: ao

A A

factor x+1 corresponde a soma de duas fraccOes elementares —1+( 1)2 ;a0
X+ X+

Bx+C, A B,x+C,
2 + 2
X" +1 (x2 +1)

factor x> +1 corresponde a soma de duas frac¢des elementares

ao factor x* +4x+5corresponde a fracgdo elementar % Portanto
X X
3 2
X+t2X -1 _ A, A _Bx+C  Bx+C, Dx+E
(X+1)2(X2 +1)Z(X2 rax+s) XFL (D7 L (@ aaf  XPHaxeS

Os coeficientes A, A,sB,,C,.D , E calculam-se aplicando o méetodo dos

coeficientes indeterminados.
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X
X2 + 4)2 (x2 + 9)

Exemplo 6. f(X) :(

A funcéo é regular e o polindbmio do denominador é o produto de 2 factores:

a) do factor de segundo grau sem raizes reais x> +4 de multiplicidade 2;

b) do factor de segundo grau sem raizes reais x> +9de multiplicidade 1;
Portanto na decomposicao dessa funcédo em fraccdes elementares temos:
a) ao fator x*+4corresponde a soma de duas fraccbes elementares

Dx+E

B x+C, N B,x+C,
x?+9

5 =, ao fator x* + 9corresponde a fracdo elementar
X“+4 2
(¢ +4)

Portanto

_ X _Bx+C, B,x+C Dx+E
f(X)_(x2+4)2(x2+9)_ >1(2+41+(x22+4)22+ X? +9

Os coeficientes A'AZ'BUC]_BZ’CZ'D , E calculam-se aplicando o

método dos coeficientes indeterminados.

4.5 Método dos Coeficientes Indeterminados.

Passo 1. Multiplicamos ambas partes da expressao (2) por Qn(x) e fazemos

as operacdes de multiplicacdo e reducdo na parte direita obtendo uma igualdade
entre dois polindbmios;
Passo 2. Igualamos os coeficientes dos termos de mesmo grau de x e

obtemos um sistema de equacgGes lineares com as incognitas A, A,.-\/,

Passo 3. Resolvendo o sistema obtemos os valores dos coeficientes

Ao AoV,

Exemplos de aplicacdo do método dos coeficientes in determinados

3
Exemplo 7. Desenvolver a funcédo racional regular f(x) = 58X 312
X t4X +4x

fracOes elementares.

Resolucao:
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8x -12
X +4X +4x

Representemos o0 denominador em produto de fatores de primeiro ou

Afuncéo f(x) = € regular.

segundo grau.
X° +4x3Ax = X(X* + 47 +4 = x((xz)2 +4x% + 4)= x(x2 + 2)2 Portanto
8x-12 _ 8x-12

X *4X +4X X(x2+2)2

O polinbmio do denominador € o produto do fator de primeiro grau x de

F(x) =

multiplicidade 1 com o fator de segundo grau sem raizes reais x°+2 de

multiplicidade 2.

Portanto na decomposicao dessa fungédo em fracgcoes elementares ao fator x

~ A
corresponde a fracgdo elementar —e o fator x> +2 corresponde a soma de duas
X

Bx+C, | Bx+C, isto é

fraccOes elementares— 2
2
X" +2 (x + 2)

8x-12 _8x-12 _ A Bx*C,, Bx*C,

f0) = A AX X(x2+2)2 X X2 (XZ"'Z)Z

Na continuacao aplicamos o método dos coeficientes indeterminados para calcular

os coeficientes A, B,,C,,B,,C, Multiplicando as partes da expressao

8x-12 _ A, Bx*C,, B.x*C,

;(X2_+2f o (X2+2)2 por x(x2 +2)2 obtemos:
B e A Sl B

X2+2 +
8x'-12 = Alx2+2f +(BxrClx [ +2)+(B.x+ Cx =
8x'-12 = Alx*+ax?+4) +(Bx+Clx+ 2x )+ [B.x *C.x )=
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8x-12 = Al +4x2+4) +( BX +2BX+CXx+2Cix J+(BX+Cox)=
8x'-12 = (A+B X' +C.x+laA + 2B+ BJX +2C,+Cx

Igualando os coeficientes de ', %, X, X X obtemos o sistema:

A+B, =0
C,=8
4A+2B +B, =0
2C,+C, =0
4A=-12

Da quinta equacao do sistema obtemos A =-3 e substituindo na primeira equagao
temos B, =-A=3 . Da segunda equacdo temos C, =8 e da quarta
C, = 2C, = -16Da terceira equagao obtemos. B, =-4A-2B, =6

Portanto o desenvolvimento da funcdo racional regular em fracdes

elementares é :

8X-12 __3,3x+8,6x+16

Xaxax  x X+2 (42

4.6 Integracao de Fracdes Racionais Elementares.

Na decomposicdo de funcdes racionais em fraccbes elementares obtemos

(ver (2)) quatro tipos de fracdes elementares:

a) T1. A
X—a
b) T2. ———,(r>1rON)
(x-a)
2
c) T3. ZAX+B ,(x2+px+q¢0=>p——q<0j;
X+ PX +(Q 4
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),(X2+px+q¢0 = pT—q<0j,r >1rON

a) T4, AX+B
(X2+ PX+(

Os integrais das fracdes elementares de tipos T1 e T2 sédo imediatos.

T1: —d AM Alnx—-al+c
I~
X—a

(x=a)™ __ A
-r+1 (r-)(x-a)™

T2: j —ax = A.[x a)"d(x-a)=A

)

T3: Para integrar uma fraccéo de terceiro tipo separamos o quadrado perfeito
em denominador:

2 2 2
x2+px+q:(x+gj 'Z +(Q substituindo x+g— e IO——q:—azvem x=t—§ e

4
dx = dt por conseguinte
Ap

_ Ax+B tat _Ap at

[ e AV T
px = q t>+a’ t>+a’ 2 )t +a
2

—j 2tdt + &j dt _A jd!t +a! B_A_J' dt _

t*+a’ 2 )Jt?+a*> 27 t?’+a’ 2 )'t?+a?

—.In‘t2 +a’| +(B—&j.1.arctg(£j +c=
2 2 )a a

éIn‘x2 + px+q‘ +(B—&j.1arctg(§+£j+c
2 2)a

a ?2a

T4: Calculemos o integral de uma fragao de quarto tipo. Analogamente como acima.
p) _p’ 2
X2+IOX+CI:(X+—j -——*q x+ 2 =t p——0|=—a2 x=t-P
2 4 2 e 4 2
dx =dt por conseguinte
At —'zp B
—dx = dt=A —+[B ——j. . Para calcular
) I (t2+a) I(t2+a) 2 I(t2+a2)

J‘ Ax+B
(x2+ PX + q
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L o A 1 ~
o primeiro integral fazemos a substituicdo tdt =E.d(t2 + az). Entado

tdt .
Calculemos o segundo mtegralj‘ﬁ Escrevemos o segundo integral na forma
t? +a’

1 a’dt
ey

Na continuag&o fazendo em numerador a substituicio a* =t* +a* —t”obtemos:

dt =

dt a’dt _1 t?+a’ -t?
'[t2+a) __J.( a) a j (t2+a2)r

2
Iy e

t? +a’ t2 +a°)

—_—

1 1 1, &
_2'[(t2 +a? )r_ldt g'[mdt -0

Calculemos o segundo integral aplicando a integracéo por partes:
tdt

Fazendo [U.dv =UV -[V.dU obtemos U =t,dV = ———,dU =,
e
VLS S, dit)’ _1pd*+a?)_ 1 1
(’[2+a2)r 2 (t2+a2) 2 (t2+a2)r 2 (t +a) 2(1_r)'(t2+az)r—1

Portanto na continuagéo temos:

o 1 1 1 t 1 dt _
O e T 72 T

t + 2r 3_[ dt +e
a (2r—2)(t2+a2)r_l 2r-2 (t2+a2)r_l '
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Obtemos a férmula de recorréncia

1 t 2r -3 dt o
Im_? (2r—2)(t2+a2)r_l+2r—2J-(t2+aZ)r‘l +C. que permite diminuir o

~ . . tat
grau da expressdo do denominador no integral J‘ﬁ
t“+a

Exemplos de calculo de integrais indefinidos. Integ racao de fungdes racionais.

>1) J‘&dx

x? =3x+2
A funcéo integrada é funcéo racional regular.
Determinamos as raizes do polinémio do denominador.

31\/29—8 _ 311:> x=10x=2

x> -3X+2=0=x=
Portanto o polindbmio do denominador tem duas raizes reais de multiplicidade
um e a representacao da funcao integranda como soma de fracOes elementares é:
2x+1  _ 2x+1 A N B

x> -3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2
Determinemos os valores dos coeficientes A e B utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:
2x+1 A B o+1=Ax-2A+Bx-B—

2x+1 _ N
x?-3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2
2x+1=(A+B)x+(-2A-2B).

_ N A+B=2
Obtemos o sistema de equacdes lineares:
-2A-B=1

Determinemos a solucédo do sistema :

A+B=2 A+B=2 A+B=2 [A=-3
-2A-B=1 |-2A-B+(A+B)=1+2 -A=3 B=5

2x+1 2x+1 -3 5
Portanto = = + .
x2-3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2
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2x+1 _
J.x2—3x+2dX_J.[x 1 x- ZJdX I—dx+

1 = =3 — - J—— — =
ij_ldx+5jx_2dx- 3 X_ld(x 1)+5 X_Zd(x 2)

ax =
2

=-3Inx-1+5Inx-2+c

3x? —4x+2
»2) | ————d
)Ix+2 (x—l) §

_p,(X) _ 3x*—4x+2
= Q) (x+27(x- 1)]

O polindmio do denominador, Q,(x)=(x+2)*(x-1) , tem trés raizes

A funcéo integranda € funcao racional regular[

reais: x = -2 de multiplicidade 2 e x =1 de multiplicidade 1.
Portanto a representacdo da funcdo integranda como soma de fracdes
elementares é:
3x* —4x+2 __A N B N C
(x+2)2(x—1) X+2 (x+2)2 x-1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

3x2—4x+2: A, B _C .

(x+2P(x-1) x+2 (x+2] x-1

3x? —4x+2= Alx+2)(x-1)+B(x-1)+C(x+2)* =

3x? —dx+2= A(x? + x-2)+ B(x-1)+ C(x? + 4x+ 4) =

3X? —4x+2=Ax* + Ax—2A+Bx-B+Cx* +4Cx+4C =
3x2 —4x+2=(A+C)x* +(A+B+4C)x+(-2A- B+4C)

A+C=3
Obtemos o sistema de equacdes lineares: { A+B+4C =-4
-2A-B+4C=2

Determinemos a solucao do sistema :
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A=-C+3
B+3C=-7 =
-B+6C =8

A+C=3 A=-C+3
A+B+4C=-4 = { -C+3+B+4C=-4
-2A-B+4C=2 |-2(-C+3)-B+4C=2

N

A=28
A=-C+3 A=-C+# 9
B=-7-3C = <B=-7-3C = B=—g Portanto

-(-7-3c)+6C =8 9C =1 3

C=

Ol

26 22 1
X*-4x+2 9 3 9
(x+2P(x-1) x+2 (x+2F x-1°

26 22

1
3x* —4x+2 9 3 )

— —dx= adax =
I(x+z)2(x-1) x=] x+2 (x+2f  x-1[

@ idx—g %dx+ij‘idx:
97 x+2 37(x+2  9'x-1
211 §(x+2)
99 x+2

§.In|x+2|—
9

22 1 1, 1
-2 —= 4 2N+ | —
R IR A

-2+1
g.&+1.ln|x—q+c
3 -2+1 9

§In|x+2|+g. 2 +1In|x—Jj+C
9 3 x+2 9

d(x—l):

2x° —5x+2
"9 e ®

A funcdo integrada é fungdo racional irregular. Dividimos o polindmio do

numerador pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda

como a soma de um polindbmio e uma funcgéo racional regular:

2x3 —=5x+2 x> -2x-3

-2 +4x% + 6x| 2x+4

4% + X+ 2
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—4x* +8x+12
Ox+14

Daqui resulta que a representacdo da funcéo racional irregular como a soma de um

polindmio e uma funcéo racional regular é:

2x° -5x+2 _ 9x+14
— e = 2X A
X —=2x—-3 X =2Xx—-3
Portanto

3_
(22 j(2x+4+29";14}dx

X°—2X—-3 X°—2X-3

ox +14 NG 9x +14

=2 xdx+4|dx+| ———dx=2.— +4x+ | ——dx =(*

I I Ix2—2x—3 2 J.x2—2x—3 ()

+
No integral obtido a fungao integranda, f(x) :?XTM3 é racional regular.
X

Determinamos as raizes do polinémio do denominador.

= x=10x=3

x> —2x-3=0= x=

2+4+12 2+4
2 2

Portanto o polinbmio do denominador tem duas raizes reais de multiplicidade um e a

representacdo da funcéo integranda como soma de fracdes elementares é:

Ox+14 _ 9x+14 _ A B
= = +
x?-2x-3 (x+1)(x-3) x+1 x-3
ox+14=(A+B)x+(-3A+B)

= 9x+14=Ax-3A+Bx+B=

_ . A+B=9
Obtemos o sistema de equacdes lineares:
-3A+B=14
Determinemos a solucao do sistema :

_ _ 5
A+B=9 A=9-B A=9-B A=97B A=
-3A+B=14 |-39-B)+B=14 |-27+4B=14 =7 g= 4
4
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Portanto
54
29X+14 = X4 _ 4, 4 e na continuagdo obtemos
x> -2x-3 (x+1)(x-3) x+1 x-3
_E 4l
() X +4x+J- 4, 4 dx=x2:4x—E i.dx+4—1 —d =
x+1 X—-3 47 x+1 4°x-3

x2 +4x—%.|n|x+]j+4Z1.ln|x—3+C

X —x*+1
>4 —dx
) | ~

A funcao integranda é funcdo racional irregular. Dividimos o polinbmio do

numerador pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda

como a soma de um polindmio e uma fungao racional regular:

3 +x* +1 x* =1

—-3x% +3x2 ‘ 3xZ +1
x*+3x2 +1

-x*+1

3x*+2

Daqui resulta que a representacéo da fungéo racional irregular como a soma de um

polinémio e uma fun¢do racional regular é:

6 4 2
3xX° + X +1:3X2+1+3x +2'
x* -1 x* +1

Portanto
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4 4

6 4 2
.[—BX X +1.dx:.|. 3x2+1+3x t2 dx =
X" =1 X" =1

3x? +2
x*-1"

3% +2
242 ()

=3J'x2.dx+J'dx+j N

X3
dx:3.—+x+j
3

2

No integral obtido a fungé&o integranda f (x) = 3X4 *2
X

€ racional regular.

Determinamos a representacao do polindmio do denominador em produto de

factores de primeira e segunda ordem.
x* =1=(x? —1)x? +1) = (x=1)(x +1)(x* +1)

Na representacao do polinbmio do denominador em produto de factores de primeira
e segunda ordem temos dois fatores de primeiro grau e um fator de segundo grau
todos de multiplicidade um. Portanto a representacdo da funcéo integranda como

soma de fracbes elementares é:

32 +2 3x% +2 _ A B  Cx+D
= = + +
x -1 (x-Y(x+1)x®+1) x-1 x+1 x*+1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B , C e D utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

3x2+2: 3x% +2 __A B _|_Cx+D:>
x' -1 (x-D(x+1)x®+1) x-1 x+1 x*+1

3x2 +2= A(x+1)x2 +1)+ B(x=1)(x* +1)+ (Cx+ D)(x ~1)(x +1) =

3x? +2= Alx® +x2 + x+1)+ B(x* - X’ + x-1)+ (Cx® + Dx* ~Cx-D) =
3x?+2=(A+B+C)x* +(A-B+D)x*+(A+B-C)x+(A-B-D)
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A+B+C=0
_ N A-B+D=3
Obtemos o sistema de equacdes lineares:
A+B-C=0
A-B-D=2

Determinemos a solugdo do sistema aplicando o método de condensacéo:

A+B+C=0 1110)|0

L,=L,-L,
A-B+D=3 1 -1013 N

o operagoes | L, =L, -L, | =

A+B-C=0 11 -10(0

L, =L, - L,
A-B-D=2 1 -10 -12
1110 0 11100
0 -2 _1130eraéo(L-L—L) 0 -2 -1 143
0 0 -2 0| o|PErasaO T 00 -200
0 -2 -1 -32 0 00 -2-1

Entdo D =1.C=O,B=—E,A=
2 4

5 1

3x2+2: 3% +2 _ o4, 2
X -1 (x-D)(x+1)C+1)  x-1 x+1 x*+1

Nl MNlO

e na continuacao obtemos

5 5 1
(*):x3+x+J' 4 _ 4 22 .dx:x3+x+§.[idx—§ idx+ljl 21 dx =
x-1 x+1 x°+1 47 x-1 47 x+1 2° x"+1

=x3 +x+%.|n|x—]j—gln|x+]j+%arctg +C

X5

dx
x4 =X

>5)j

A funcdo integranda é funcdo racional irregular. Representamos a funcéo

integranda como a soma de um polinédmio e uma funcao racional regular:

2

X X :x5—x2+x2:x5—x2+ X -
x* = x x.(x3 —1) x.(x3 —1) x.(x3 —1) x.(x3 —1) x3 -1



Portanto

NG _ 3 _ X 'S X A
Ix“ _X.dx—J.(x+ v _1j.dx—.[xdx+jmdx—7+ v _1.dx—( )
X X

é racional

No integral obtido a funcdo integranda f (x) = =
J ¢ J () -1 (x-1)(x* +x+1)

Regular. O trinbmio x* + x +1n&o tem raizes reais e portanto

X X _ A Bx+C
3 _1 (v_ 2 Ty t '
=1 (x-1)x?+x+1) x-1 x>+x+1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

X X A Bx+C
= = +
-1 (x-1)x?+x+1) x-1 x*+x+1
X= A(x2 +x+1)+(Bx+C)(x—1):>
X = AX? + Ax+ A+ Bx? -Bx+Cx-C = x=(A+B)x* +(A-B+C)x+(A-C)

A+B=0
Obtemos o sistema de equacdes lineares:{ A-B+C =1
A-C=0

Determinemos a solugdo do sistema aplicando o método de substitui¢cao:

A+B=0 A=-B A=-B A=-B A=-B
A-B+C=1« {A+A+C=1- {2A+C=1- {C=1-2A = ¢ C=1-2A =
A-C=0 A-C=0 A-C=0 A-C=0 A-1+2A=0
a=1

3
B=-1

3
c=1

3
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Entao
1 1.1 + 1.1
X _ X -3 4.3 3_.-3_3 3 na
=1 (x-1)x?+x+1) x-1 x>+x+1  x-1 x2+x+1
obtemos
1 1 1
(*)—X_2+J- X dX_X—2+.[ 5 _ éx_g dx =
2 Ix-1 2 x-1 x®+x+1|
2 _ 2 _
X_+} idx—l zx—l_dxzx_+i|n|x—1|—£'j 2X 1 X =
2 3'x-1 37 x°+x+1 2 3 x +x+1
2 —
——+}mh—ﬂ—lf X i —.dx =
3 37, 1 1 1
XTH2—X+| | —| 2| +1
2 2
§—+}mV—ﬂ—EJ——f:%——dx:
3 3 1 3
X+=| +=
(3] 72
1.3
2 2 —
——+—m -~ —555—dx=
x~1 I[ 1) ;
X+=| +=
2 4
x+—1
” -
——+—m| ﬂ——j 2 g+l 12 dx =
G
X+=| += X+=| +=
2 4
1 1 2(”;] 1) 1
+2inx=1-= . d(x+—j+—j . ( + j—
2 3 6 1 3 2) 2 1 3 2
X+=| += X+=| +=
2 4 2 4

continuagao



1
2 2 X+ —
X—+£In|x—]j——|n x+l] 3 +1.i.arctg 214cC
2 2) 4 23 3
2 2

2
X?+%In|x—]j—1 In‘x2 +x+:q+i.arctg(2)(+1}+c

6 V3

X5
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A funcéo integranda é funcéo racional irregular. Dividimos o polindmio do numerador

pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda como a soma

de um polinbmio e uma fungéo racional regular.

Porque (x+1)°> = x* +3x? +3x +1temos:

x° | X2 +3x% +3x+1

-x>=3x*-3x®-x° | x> —3x+6

-3x* -3x% - x?

3x* +9x3 +9x? +3x

6x° +8x° +3x

-6x%-18x*> -18x+6

-10x? -15x -6

Daqui resulta que a representacdo da funcéo racional irregular como a soma de um

polinémio e uma func¢do racional regular €:

5 2 +15x+
X ==X =3X+6- 130)( 215)( 6 . Portanto
(x+1) x® +3x% +3x+1

5 2
.[ X 3.dx=J. W2 —3x+6— 130x +215x+6 dx =
(x+1) x> +3x°+3x+1

2
szdx—Bj xax + 6j dx — j%.dx =
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10x +15x + 6
+6 J- x+1 (*)

2 +15x +
No integral obtido a funcéo integranda f(x)= 130)( 215)( 6 . € racional
X7 +3x° +3x+1

regular e o polinbmio de primeiro grau x+1 na fatoracdo do denominador tem
multiplicidade trés. Portanto a representacdo da funcéo integranda como soma de

fracOes elementares é:

10x* +15x+6 _ A + B N C
X +3x2+3x+1 x+1 (x+1)°  (x+1)°

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

10x*+15x+6 _ A B  C
X432 +3x+1 x+1 (x+1)*  (x+1)°
10x? +15x+6 = A(x+1)* + B(x+1)+ C

10x? +15x +6 = Ax® + Ax+ A+ Bx+B+C = Ax® +(A+ B)x+(A+B+C) =

=

A=10 A=10
A+B=15 - {B=5
A+B+C=6 cC=-9

Portanto

10x% +15x+6 _ 10 5 9 o _
—— =+ - ~e na continuacdo temos:
X*+3x7+3x+1 x+1 (x+1) (x+1)

2
X 3% L x- 1oj—dx 5 dx+9 —dx
3 2 (x+1) (x+1)°
x3 NG x+1
5 736X 1oj 5] X +1)d(x = 1)+9j x+1)°d(x+1) =
XS X2 (X +1)—2+1 9 (X +1)—3+1 .\ C

—— -3~ +6x-10Inx+1-5 9
3 2 -2+1 -3+1
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3

2
X——S.X—+6x—1OIn|x+Jj+5 t 9 1 ~+C
3 2 x+1 2 (x+1)

A situacdo acima serviu para apresentar o estudo das integrais de funcdes
racionais levantando conteidos matematicos basicos, que serdo explorados nas

atividades a serem desenvolvidas pelos sujeitos dessa pesquisa.
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5 O ENSINO DE INTEGRAIS DE FUNCOES RACIONAIS: DIFI CULDADES DE
NATUREZA EPISTEMOLOGICA

Neste capitulo destacam-se as dualidades discreto/continuo e a sistematicao
construcdo, fala-se ainda da informatica no ensino da matematica e do software

Maple.

5.1 Dificuldades de Natureza Epistemoldgica

Um dos grandes desafios no ensino superior de matematica ainda &, sem
duvida, o tdo propalado “fracasso no ensino de Integrais de funcdes racionais”. Creio
gue, se investigarmos a origem historica de tal “fracasso”, verificaremos que este
tem inicio desde o momento em que se comecga a ensinar fungbes racionais. Mas €
neste momento que de maneira recursiva surge a oportunidade de resgatarmos a
matematica elementar que é tida como responsavel pelo fracasso em calculo
Superior.

Oliveira (1997) afirma que muitos alunos, quando chegam a Universidade
encontram dificuldades no estudo do Calculo Diferencial e Integral | e Il, que fazem
parte dos curriculos dos cursos da area de Exactas. No entanto muitos dos
problemas apresentados por eles ao estudar Limites Derivadas e Integrais, centram-
se nas funcgdes.

Oliveira (1997) diante da complexidade do problema julgue—se, no entanto,
gue o problema é de natureza simples: as dificuldades de aprendizagem sé&o
decorrentes do processo didactico, isto é, a solucdo reside em se encontrar uma
forma apropriada para se ensinar a disciplina de Calculo.

N&o obstante, pensamos de forma diferente: acreditamos que grande parte
das dificuldades de aprendizagem no ensino de Calculo (Integrais de funcdes
racionais) € essencialmente de natureza epistemoldgica. Pode-se dizer ainda mais:
as raizes do problema estdo além dos meétodos e das técnicas, sendo inclusive
anteriores ao proprio espago-tempo local oriundos de classes anteriores.

De fato, os resultados da tese de doutorado Rezende, (2003) ratificam este
nosso pensamento. Na referida tese foi elaborado, a partir do entrelacamento dos
fatos historicos e pedagdgicos, um mapeamento das dificuldades de aprendizagem

de natureza epistemolégica do ensino de Calculo. Tendo como pano de fundo as
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dualidades essenciais e 0s mapas histéricos conceituais do Calculo, foram
consolidados e consubstanciados pelo autor da tese cinco macro-espagos de
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemolégica do ensino de Calculo. Os
macro-espacos aqui determinados foram identificados pelas cinco dualidades
fundamentais do Célculo e do seu ensino: discreto/continuo;
variabilidade/permanéncia; finito/infinito; local/global; sistematizagc&o/construgao.
Nosso trabalho procura esclarecer dois macro-espacos de dificuldades de
aprendizagem, do célculo. A dualidade discreto\continuo e a

Sistematizagao\construcao.

A Dualidade discreto/continuo

Segundo Rezende( 2003) O que se percebe tanto pelas atitudes dos nossos
alunos de Célculo quanto pela forma como o conteldo matematico do ensino basico
de matematica esta estruturado € uma total ignorancia das idéias do campo
semantico desta dualidade.

Para Rezende (2003) dois elementos caracterizam bem esta “cegueira”. o
hiato entre os campos da aritmética e da geometria no ensino basico de matematica
e o0 circulo vicioso presente na significacdo de numero real realizada pelos nossos
alunos (a idéia de numero irracional € definido como sendo o namero real que néao é
racional, mas, por outro lado, o conjunto dos numeros reais é obtido pela reuniao
dos conjuntos dos numeros racionais e irracionais).

Ainda para esse autor, pode-se dizer que o dominio numérico da quase
totalidade de nossos alunos (mesmo aqueles que ja tenham feito um curso de
Calculo ou Andlise) se restringe aos racionais. Nao sabem responder o que um
namero real é, ndo conhecem o reagente basico (o conceito de continuidade) de seu

processo de construgao.
A Dualidade sistematizacao/construcéo
Para Rezende (2003) pode-se afirmar que o par sistematizagdo/construcao

nao constitui propriamente uma dualidade no sentido filosofico: néo existe

sistematizacdo sem construcdo, nem construcdo sem sistematizacédo. Para o autor,
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as interpretagdes relativas ao processo de “constru¢cao” do conhecimento continuam
sendo diferenciadas pelo termémetro ideoldgico.

Pala ele a realizacdo didatica do ensino de Calculo e os seus livros-texto
seguem basicamente o principio e o padrdo de sistematizacdo propostos por
Cauchy e Weierstrass (limite — continuidade — derivada — diferencial — integral) para
a organizagcdo das idéias e dos resultados do Célculo. Em ambos os niveis, por
exemplo, os conceitos sédo definidos formalmente e os resultados sdo demonstrados
passo a passo segundo um modelo axiomatico que parte da definicdo formal de
limite e de alguns “postulados fundamentais” oriundos da Algebra Moderna e da
Andlise Matematica, tais como: 0 conjunto dos nUmeros reais Ser um Ccorpo
ordenado, propriedades relativas a ordem de R, o postulado de continuidade de
Dedekind-Cantor, etc.. Cabem ressaltar, entretanto, que outros resultados séao
acrescidos e assumidos tacitamente como “postulados” durante o processo de
execuc¢ao do modelo.

Exercicios de calculos e fixacdo sdo acrescentados ao final de cada topico do
conteudo programatico para que o treinamento possa ser realizado. Nesta etapa, a
influéncia das técnicas algébricas é facilmente evidenciada: fatorar polindémios, por
exemplo, torna-se imprescindivel para que se efectuem calculos envolvendo
Funcdes racionais.

Rezende (2003) afirma que assim, com essa sistematizacdo exacerbada,
surge um dos grandes obstaculos de natureza epistemologica do ensino normal de
Célculo: a “desmaterializacdo” dos seus resultados e conceitos basicos.

Para se recuperar o “real” nivel de significagdo dos conceitos e resultados do
Célculo é preciso que se inverta a polaridade da dualidade
sistematizacao/construcéo; isto €, ao invés de se construir as significacdes no nivel
do conhecimento ja sistematizado deveriam € construir os campos de significacdes
dos resultados e ideias bésicas do Célculo para, num momento posterior, buscar a
sistematizacao desses elementos. Rezende (2003).

No entanto, para que se inicie a inversao de tal polaridade € preciso trazer a
tona essa discussdo fundamental acerca da oposicdo entre o “conhecimento
sistematizado” (o dos livros didacticos e notas de aulas do professor) e o
“conhecimento real” (0 que traz consigo a sua histéria e o0 seu campo de
significacdes) do Célculo, sem o receio ou timidez de explicitar 0 que se pensa e

pretende com um par sistematizagc&o/construcao. Rezende (2003)
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O autor afirma que é precisamente essa diferenciacdo das atitudes
epistemologicas balizadas pelo termémetro ideoldgico sistematizacdo/ construcéo
que constitui o cerne da dualidade que da sustentacdo a dificuldade de
aprendizagem de natureza epistemolégica do Calculo, onde o Software MAPLE joga

um papel importante.

5.2 A Informatica na Aprendizagem do Calculo

Segundo Junior (2006) ao contrario dos estudos envolvendo a escrita, a
guantidade de pesquisas envolvendo a informética na aprendizagem do Calculo é
substancialmente maior. No entanto, elas tém obedecido a orientacdes proprias em
boa parte de suas caracteristicas, tais como referencial teorico, obijetivos,
metodologia, perfil da populagdo pesquisada, contetudos especificos abordados e
tipo de tecnologia informatica utilizada.

Ainda assim, se restringirmos os resultados de pesquisas aos contextos
nacionais, constataremos, novamente, grandes lacunas a serem exploradas. Isto, no
entanto, deve ser encarado com naturalidade: a utilizacdo sistemética de sistemas
de computacao algébrica nas aulas de Célculo em Angola é fenbmeno raro mesmo
em paises ricos, tendo ganhado impulso apenas a partir da década de 90, com o
inicio da popularizacéo da plataforma Windows para as mais variadas aplicacbes em
Educacao e em outros setores da sociedade em geral.

Uma abordagem tipica nessas pesquisas tem sido a utilizagdo de um
determinado software na exploracdo de determinados contetdos. Entretanto, os
trabalhos que elegem especificamente os Sistemas de Computacdo Algébrica
comerciais mais importantes (dentre estes o MAPLE) como uma das tecnologias a
serem investigadas e bem mais restritas.

A raz&o para isso € Obvia: as licencas ainda séo relativamente caras para a
aquisicao individual. Assim sendo, o pesquisador depende de que a instituicdo onde
ele fara o trabalho de campo disponibilize os sistemas. Embora pareca paradoxal, ha
um numero crescente de novos livros-textos de Calculo concebidos de maneira a
integrar a informéatica a seu contelddo justamente por meio desses sistemas

comerciais, particularmente do MAPLE .
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A boa noticia é que seus precos tém caido e as instituicdes de ensino tém
cada vez mais se sensibilizadas para a necessidade de integrarem essas novas
tecnologias a seus projetos pedagogicos.

Considerando que o sistema acima € o que maioritariamente tém ocupado 0s
espacos educacionais da matemética universitaria, o presente trabalho destacara
apenas o uso do MAPLE para a aprendizagem das integrais de fungdes racionais.

5.3 O Software MAPLE.

O contexto contemporédneo da educacdo matematica vem sendo marcado
pela crescente necessidade de utilizacdo das tecnologias da informatica. O uso
destes recursos tem facilitado a apreensdo do saber matematico ao permitir o
desenvolvimento das habilidades de visualizagdo, manipulacdo e reflexao,
frequentemente ausentes nas aulas tradicionais.

O Softeware Maple € um programa de Computacdo Algébrica de uso geral
gue vem sendo desenvolvido desde 1981 na Universidade de Waterloo, no Canada.
Associar o Maple em aulas praticas pode tornar certos conceitos bem mais claros e
atrativos, sendo grande a variedade de temas que podem ser explorados com tais
recursos. Além de ser uma atividade prazerosa e criativa, 0 uso da informatica
permite o desenvolvimento de habilidades de raciocinio, bem como de organizacéao,
atencao e concentracdo, tdo necessarias a pesquisa.

Junior (2006) afirma que as possibilidades e as potencialidades das
interacdes humanas com as tecnologias informaticas tém, de forma inquestionavel,
ganhado espaco no conjunto das praticas da sociedade. Imersa neste conjunto, a
area educacional, em sentido amplo, exerce e recebe, de forma mais ou menos
ostensiva, as mais variadas formas de influéncia neste mesmo conjunto de préticas.

Ainda segundo o autor, esta constatacdo, é curioso notar que quando
recortamos 0s cenarios especificamente desenhados para as praticas educacionais
e 0S comparamos com outros cenarios sociais, surjam diferencas significativas de
visbes, percepcoes, atitudes, objetivos e resultados no que concernem as relacdes
seres humanos e tecnologias informaticas.

Junior (2006) destaca que, a principio poder-se-ia conjecturar que tais
diferencas somente sdo perceptiveis em paises periféricos, onde o0s substanciais

desniveis sociais e econdmicos da populacdo inviabilizam a emergéncia de uma
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visdo mais homogénea e articulada sobre o papel das tecnologias informéticas no
contexto social geral e nos contextos educacionais especificos.

O Maple possui inimeros recursos numericos e graficos, além de também
funcionar como uma linguagem de programacéo. Ele vem sendo desenvolvido pela

Waterloo Maple para varios sistemas operacionais. Com ele é possivel realizar

calculos que contenham simbolos, como w,,V2 sem a necessidade de fazer

aproximacfes numeéricas ou realizar simplificacbes e calculos com expressdes

algébricas, como ax®*+bx ou x*+log(x), sem ser preciso atribuir valores

numericos as variaveis ou constantes. Devido a essas propriedades, € possivel
encontrar solucdes exatas para problemas praticos que envolvam Calculo

Diferencial e Integral tais como:

- operacdes basicas de matematica;

- limite e continuidade;

- derivada;

- integral; integracao por substituicdo, por partes, fracdes parciais e multiplas;

- gréficos bidimensionais em coordenadas especiais: polar, paramétrica,
implictas, etc;

- graficos tridimencionais em coordenadas cilindricas, esfericas, paramétricas,
etc;

- aplicacbes na Matematica: calculo de comprimento de arco, area de uma
regido limitada, area e volume de um solido, sdlido de revolucéo, etc.

Abaixo apresento a area de trabalho onde sdo digitados os comandos e

visualizados as respostas apresentadas pelo softewerae Maple. Para exemplificar
1

2432

calcularei a integral de f(x) =
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Fonte: Maple

O Maple possui amplos recursos para o calculo de integrais definidas,
indefinidas ou impréprias. Ele conhece as regras de integracdo usuais e os valores
de muitas integrais em casos particulares.

A utilizacdo do software permitira que o aluno ndo continue passivo no
processo de construcdo do conhecimento independente do recurso que se usara.
Poder-se-4, a partir das solucbes apresentadas pelo mesmo, criar situagbes de
aprendizagem para que o aluno na interacdo e manipulacéo do softeware indaga os

passos omitidos e construa 0 seu conhecimento.

5.4 Integracao de Func¢des Racionais Usando o Maple

A integral (primitiva) de uma funcéo definida por uma expresséao algébrica f(x)
na variavel x é calculada com um comando int(f(x),x).
Esse comando também possui uma forma inercial: int(f(x),x). A forma inercial nao
efetua célculos, apenas mostra a integral no formato usual e € Util na apresentacéo
de férmulas. Seu valor pode ser calculado aplicando-lhe um comando de valor.

As regras basicas de integragdo, como por substituicdo, fragcdes parciais e
integragao por partes, sdo bem conhecidas pelo programa.
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- Integrais indefinidas

>with(student):

>f:=expressao que define a funcao;

>Int(f,x); apresenta a integral indefinida a ser calculada.

>int(f,x); calcula a integral indefinida.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral indefinida com a resposta- Integrais indefinidas.

Exemplo: Calcule a integral I(X3+5)dx

Solucéo:
>with(josegerbasi.caf):
>Int(x*3+5,x)=int(x"*3+5,X);

. L
J (%% 4+ 5)dx = ;x’ +5x

Integrais por fragbes parciais.

Para a resolucao de integrais por fragdes parciais séo utilizados os seguintes
comandos:

>with(student):

>f:=expressao que define a funcao;

>convert(f,parfrac,x); escreve a expressao que define a funcdo como soma de
fracOes parciais.

>Int(f,x)=Int(*,x); apresenta a integral da soma de fracdes parciais.

>expand(rhs(*)); apresenta a soma das integrais das fracdes parciais do lado direito
do item anterior (rhs(“)).

>value(*); calcula as integrais.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral com a resposta.
Exemplos:

(—2x+4)
(¢ +D(x-*

»7)j

Solucéo:
>with(student):
>Sfi=(-2*x+4)/((x"2+1)*(x-1)"2);



86

—2x+ 4
(2% +1)(x — 1)

f=

>convert(f,parfrac,x);
-2 . 2x+1 . 1
x—1 x?+1 (x—2)?

>Int(f,x)=Int(",x);

j((‘Z;*“) x=[ C2e20 Ly

x> +1)(x-1)* x-1 x*+1 (x-2)?
>expand(rhs("));

(-2x+4) 2x+1
fm SIES v o gl (x—- 2)2
>value(");

k—l— 2In(x —1) +arctan(x) + In (x* + 1)

2X
>8) I (x—1)2 (x-22)
Solucéo:
>with(student):
>f:=(x"2-2*%)/((x-1)"2*(x+2));
xi—2x

f= (x_ 1]2(1.4_3]

>convert(f,parfrac,x);
1 1 . 1 1 . g 1
3(x—1)* 9x—1 9x+2

>Int(f,x)=Int(",x);

(x* —2X) . 1 1 8
-[(x -1)?(x+2) _J.( 3(x—1)2+9(x—1)+9(x+2)

1 S 1
x — dR’
¥r—1 9)x+2

)dx

>expand(rhs("));

1 1 " 1
_EJ‘ (x—l)z X +§
>value(™);

R 1_1) Eln(x— 1) +—1n (x +2)

>Int(f,x)=int(f,x);

)dx



1
"9) IESFTI;?ndX

Solucéo:

>with(student):

>f:=(1/(9*x"4+x2));
1

f =Gy

>convert(f,parfrac,x);
1 9

x? 9xi41
>Int(f,x)=Int(",x);

1 1 9
dexZJ ,,fix—f - dx
9x* +x* x? 9x<+1

>Int(f,x)=int(f,x);

1 ) 1 I
~dx = —— — 3arcotan(3x)

%
8x% +1

dx

»10)[

Solucéo:

>with(student):

>f:=9/(8*x"3+1);
9

7T exi41

>convert(f,parfrac,x);
3 x—1
— & -
1— 2x dx-—2x +1
>Int(f,x)=Int(",x=);

x—1

5 _ 3
-rsx5+1dx - 'rEI—Zx 6%5—2x+1jdx

>expand(rhs("));

1
4x? —Zx#1

X
4x? —Zx#1

3f——dx—6]

1-2x

dx+ 6 dx
>value(");

3 ) 3 _ 1 3
—Zln(4x‘ —2x+ 1) +§ 'IEEII'CtEIIl(E(Bx - 2:]»’3)4— Eln (2x+1)

87
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2x"4+3x+2
»11) [————dx
)~rxf*+4xﬁ+5x+4

Solucéo:

>with(student):

>T=(2*xN2+3*x+2)/(X"3+4*x"2+6*x+4);
2x*+3x+2

x®+4x+6x+4

f =

>convert(f,parfrac,x);
2 1

x+2 x2+2x+2

>Int(f,x)=Int(",x);

2x*+3x+2 2 1
[ [ Y
x* +4x-+ 6x+ 4 x+2 x-+2x+2

>value(™);

2In(x+ 2) —arctan (14 x)

O Maple resolve ainda a integral de maneira imediata sem transformarmos a

funcdo em funcdes parciais aplicando diretamente os comandos de integracéo ele

nos da o resultado da integral.

Para a integral do exemplo acima no Maple fizemos:

~> int (x';(x: 1) :x) = int (x}f(xz + 1)*1) ;

2X+ 1.dx = %In(x2 +1)

E como resultado temos: j
X

Para a integral acima no Maple fizemos:
> int (1.-'{[;54 1 1],;':;) = int(1/(x* + 1),x);

E como resultado

X2 =2 +

J-X%ﬂ 1\/—| [x +X 2+1J %ﬁardan(x 2+1)+%\/§arctan(x 2—1)

temos:
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Os exrcicios que acabamos de apresentar objetivam mostrar os comandos do
software Maple, que serdo utilizados pelos sujeitos da pesquisa nas atividades a

serem desenvolvidas por eles.
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6 APLICACAO DAS ATIVIDADES DIDATICAS E ANALISE DOS RESULTADOS.

Neste capitulo, é apresentada a metodologia usada para a consecucao deste
trabalho, uma anélise de uma amostra das respostas das duplas de alunos, assim

como protocolos e discussoes feitas durante a aplicacéo das atividades.

6.1 Caracterizacdo da Pesquisa

A sequéncia didatica, foi aplicada aos 50 alunos do 1° ano do curso de
Matematica dos Cursos de Licenciatura em Ciéncias da Educacdo de Malanje, no
periodo noturno, divididos em 25 duplas nos meses de Setembro e Outubro de
2012. A turma é formada por 12 alunos do sexo feminino e 38 alunos de sexo
masculino. A aplicacdo foi no periodo normal de aulas de Célculo Il. A opcéo de
trabalhar com todos os alunos da classe enriqueceu os resultados da pesquisa e
deu uma maior confiabilidade na anélise dos resultados.

Trabalhar com os estudantes deste curso baseou-se em um critério:

a) trata-se do curso no qual o professor pesquisador leciona a disciplina de
Célculo Diferencial e Integral | e 1l e Coordenador Adjunto para 0s
Assuntos Cientificos. Assim, os resultados da pesquisa poderédo subsidiar
também o professor pesquisador na atuacao pedagdgica neste curso.

O curso de Licenciatura em Matematica prepara o aluno para o mercado de
trabalho como professor, dos ensinos fundamental e médio, conforme os objetivos
do plano curricular para a licenciatura, op¢ao de ensino de matematica.

O conteudo de integracdo de funcdes racionais na grade curricular é
ministrada no segundo semestre do 1° ano, na cadeira de Analise matematica Il. O
conteudo, em causa, obriga os alunos a conhecerem conteldos basicos para que

consigam resolver as integrais.
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Os dados da pesquisa foram coletados com base no método da Observacao
Participante definida por Fiorentini e Lorenzato (2007) como sendo a observacgao
realizada a partir do comportamento dos alunos no ambiente da sala de aula,
guando estao estudando, principalmente em grupo. Utiliza-se o termo “participante”
com o significado de participagdo no registro das observacbes, tomando-se o0
cuidado de interferir no ambiente escolar quando os alunos ou a situacéo solicitar. O
papel do professor pesquisador passa a ser de mediador e questionador.

Segundo Florentini e Lorenzato (2007), a “observacao participante” envolve,
além da observacdo direta, um conjunto de técnicas metodoldgicas que pressupde
envolvimento do pesquisador na situacao estudada.

A participagdo dos alunos foi espontanea e nao houve interferéncia na
formacdo das duplas. Na realizacdo das atividades participaram 25 duplas. Os
alunos trabalhavam sempre em grupos na execucdo dessas atividades. Foram

desenvolvidas as seguntes atividades.
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Quadro n° 2 — Resumo das atividades didaticas.

ATIVIDADE ASSUNTO DURACAO /
AULAS
01 Atividade didatica sobre a resolugdo de Integrais utilizando os métodos de
integracao 02 horas
02 Atividade didatica sobre a resolugdo de integrais de fungdes racionais usando o | 02 horas

software Maple

03 Atividade didatica que visa completar os passos omitidos pelo software maple. 02 horas

Fonte: Dados da Pesquisa

6.2 Aplicacdo das Atividades Didaticas

Durante as atividades, os alunos eram desafiados e questionados sobre suas
certezas e duvidas, com a finalidade de verificar se eles estavam recorrendo
corretamente aos conteudos basicos necessarios para a resolucdo das questdes.

A sequéncia de ensino foi formulada e aplicada de maneira a permitir
discussbes entre os estudantes e também com o professor pesquisador. Desta
forma, as duplas poderiam chegar as conclusdes por conjecturas diferentes,
dependendo tanto do envolvimento, questionamentos, duvidas e expectativas deles,

geradas a partir da sequéncia de ensino e da utilizacdo do computador.

A fim de testar nossa hipdtese de que existe, sim, métodos que facilitam a
aprendizagem de Integracao de Funcao Racional, elaborei uma sequéncia de ensino
para ser resolvida com o auxilio do software Maple.

Na pratica educativa a unidade mais elementar que constitui 0 processo
educativo € definida por Zabala (1998) como atividade ou tarefa, e pode-se
considerar uma atividade como uma exposi¢cdo, um debate, uma pesquisa, uma
observagdo, um exercicio, um estudo, etc. A maneira como as atividades séo
desenvolvidas, a ordem como sdo apresentadas, as relacdes que se estabelece

entre essas atividades, determinam o tipo e as caracteristicas do ensino.
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Dependendo do valor que as atividades adiquirem quando s&o colocados
numa série ou sequéncia, é necessario ampliar ou modificar as atividades para se
alcancar o objetivo proposto no processo de ensino. As atividades palanejadas
propiciam o estudo e a avaliacdo do processo de ensino.

A aplicagdo da sequéncia das atividades, se fez em trés sessdes de duas
horas de duragédo. Os alunos trabalharam em duplas e durante a realizagdo das
atividades foram observados. Houve uma tentativa de gravar as discussdes dos
alunos, mas devido as caracteristicas do laboratério de informatica néo foi possivel,
as duvidas importantes dos alunos foram anotadas pelo pesquisador.

A primeira sessao e a terceira, foram realizadas na sala de aula sem o uso do
software e a segunda foi realizada no laboratorio de Informatica dos Cursos de
Licenciatura em Ciéncias da Educacdo de Malanje, durante o periodo normal de
aulas. A sequéncia compde-se de trés atividades.

A 12 atividade — realizada na sala de aula usando lapis e papel, teve por
objetivo explorar o conhecimento dos estudantes com relacdo ao uso da tabela de
integracdo e das técnicas de integracdo. As duas primeiras questbes (a, b) foram
elaboradas para que o0s alunos alunos explorassem a tabela de regras de
integracdo. As outras duas questdes (c, d) visavam discutir conteddos béasicos de

matematica com os alunos, futuros professores dessa disciplina.
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Primeira atividade.

Quadro n° 3: Questdes da 12 Atividade.

Dada a integral J‘%

a) Calcular o valor da integral acima usando as regras de
integracao aprendidas

dx

b) Diga se com a mesma regra € possivel resolver a _[ 5
X

4
fundamenta sua resposta, e diga que tipo de integral se trata.

+
c)  Calcular J‘s(x421dx
X° + X —6X
xP=x3-x-1
d Calcular | ————dx
) j x3 — x?

Com esta atividade esperava-se que uma parte dos alunos, nao
apresentassem dificuldades em responder as questdes apresentadas, pois na turma
havia 14 estudantes que estavam repetindo a disciplina de célculo Il e isto os levaria
a socializar o conhecimento, favorecendo a discussdo dos conteldos basicos na
matéria de integracéo de funcdes racionais .

A 22 atividade — realizada no laboratério de informéatica para resolver os itens
a) e b) da 22 atividade, usando o Maple, para, em seguida, confrotar essa solugéo
com a solucéo encontrada por eles nos itens c) e d) da 12 atividade, quando usaram
lapis e papel. E na 22 atividade também foram acrescidas mais trés questées novas,
(c, d, e) criando condicdes para a exploracdo de conteudos basicos necessarios a

resolucéo de integrais de fungdes racionais.
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Segunda atividade.

Quadro n° 4: Questdes da 22 atividade.

Com ajuda do software Maple determina a solucdo das integrais
abaixo:
(x+1)
a)| ————dx
)I X3 + X2 —6x
x'-x¥-x-1
C).[ Xt =x®=3x% —2x+2
X3+ x% - 2x
XC+ X2+ X+2
d
)I x*+3x%+2

dx

)J- X =x*+4x* - 4x* +8x -4
(e +2f
Fonte: Dados da Pesquisa

dx

Seu objetivo é que o aluno como futuro professor de matematica desse
importancia ao software e percebesse que 0 mesmo apresenta a solucao da integral,
mas néo fornece os passos detalhados até encontrar a resposta final. Esperavamos
gue a maioria dos alunos percebessem que: para o software chegar até ao resultado
fez-se uma série de operacdes usando conteudos basicos.

A 32 atividade — A primeira questdo (a) tem como objetivo levar os alunos a
completar, algébricamente, com lapis e papel os passos omitidos pelo software
Maple nas questdes (a, b, c, d, e) resolvidas da 22 atividade. E a segunda questao
(b) tem como objetivo levar os alunos a identificar e nomear os conteudos basicos

utilizados ao completar os passos omitidos pelo Maple. Terceira Atividade.

Quadro n° 5: Questdes da 32 Atividade

a) Para cada uma das integrais da segunda atividade e como futuro
professor de matematica complete os passos omitidos pelo software
Maple.

b) Descreva os conteudos basicos usados por vocé para encontrar as
solucdes apresentada pelo software Maple.

Fonte: Dados da Pesquisa
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Essas trés atividades da sequéncia didatica foram pensadas e idealizadas
para introduzir a resolucdo de integrais de funcdes racionais e contribuir na
discusséo de conteudos basicos de matematica com os alunos da area.

Toda a aprendizagem pretendida na sequéncia didatica esta baseada na
sistematizacao/construcédo, as questdes foram elaboradas com a preocupacdo de
desequilibrar, motivar e manter interesse dos alunos,(Rezende. 2003). Elas foram
desenvolvidas com a preocupacdo de ter uma abordagem construcionista, com
predominancia do aspecto das regras de integracdo, habilidades algébricas,
computacionais e técnicas de calculos.

O envolvimento do aluno nas atividades da sequéncia foi de ultrapassar o
papel passivo. De um estudante que escuta, |€, decora e de repete fielmente os
ensinamentos do professor, tornou-se criativo, critico, pesquisador atuante, para
produzir o seu conhecimento.

No desenvolvimento das atividades surgiram algumas dificuldades referente
ao conteudo e uso do computador. E Estas dificuldades foram tratadas pelo
professor pesquisador, juntamente com os alunos.

A utilizacdo do computador, na segunda atividade, foi um fator de inovacéo na
realizacdo do trabalho. Os alunos apesar de usar computador acessando internet,
ndo tém familiaridade com os comandos do software matematico e isto levou o
professor pesquisador, antes de aplicar a atividade, a dar uma aula acerca dos
comandos do software. Apds a aula e, no decorrer da atividade, os alunos foram
interagindo com o software e dominando os comandos basicos.

Numa analise global, as atividades foram bem aceitas pelos alunos. Eles as
consideraram interessantes, inovadoras, motivadoras, desafiadoras despertando o
desejo de estudar mais os conteudos basicos para da melhor maneira aprender a
resolver integrais de fungbes racionais. Também extremamente motivador, eles
saberem da existéncia de software matematicos que podem auxiliar na sua
aprendizagem.

As socializacbes realizadas no final de cada atividade favoreceu a
conscientizagcdo da aprendizagem realizada.

Nas falas apresentadas a seguir observamos que o significado atribuido pelos
alunos as atividades, com a ajuda do software, é de inovacdo e de descoberta. S&o

ressaltados os aspectos importantes de aprender com o software, a possibilidade de
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ter a solugdo e ir & busca dos passos para se chegar a solugdo, possibilita a
compreensao dos resultados e a construgéo do conhecimento.

A socializacdo que encerrava cada atividade, concluia e formalizava o
conhecimento desenvolvido. Ela era um instrumento norteador para um repensar do
professor sobre o desenvolvimento da atividade, sua postura de professor
pesquisador e sobre a aprendizagem dos alunos.

ApOs uma observacdo minunciosa e profunda nas atividades feitas pelas 25
duplas, procuramos tornar o processo de analise da pesquisa menos trabalhosa, e
evitando descrever a fala de todas as duplas, para tal nos limitamos a considerar
trés, como amostra.

O ponto principal, que a aplicacdo da sequéncia didatica procurou modificar,
foi de passar de um ensino que privilegia técnicas e formulas (algoritmos) que
valoriza conteudos, para um ensino focado na compreensdo e significacdo dos
conceitos. Esta mudancga de foco fica evidenciada nas consideragdes dos alunos

citados e na analise dos resultados apresentados nos demais itens deste capitulo.
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QUADRO RESUMO: descritor

das questdes analisadas na

atividades desenvolvidas pela amostra da pesquisa.

Quadro n° 6: Resumo das Questdes.

s trés

SOLICITACAO | PERFORMANCE DAS TRES
~ TECNICA DE AS 25 DUPLAS(AMOSTRA)
Act. | QUESTOES | RESOLUGGA | DUPLAS DOS —5ris6 T GRUPO | GRUPO
ALUNOS N°1 N N°3
Substituicdo de | Resolver, Solugdo |Solugcdo |Solucdo
dx variavel, e uso usando lapis e |manual manual | manual
12 I I — imediato da papel e tabela | correta correta | correta
x-4 tabela. de integracéo
Funcoes Reolver, Solugdo |Solucédo || Solucdo
parciais: fatores |ssando lapis e |manual correta | nao
dx distintos do 1° papel, Qiscutir correta correta
1a ||J‘ . grau, uso se 0 método
X°—4 imediata de usado na
tabela primeira serve
para esta.
Funcgdes Tentar resolver |Solugdo |Solugdo |Solucdo
parciais: fatores |a méao, na 12 manual correta | nao
distintos do 1° atividade. correta correta
grau, uso do Resolver 12
il computador, usando Maple atividade
1222 J' (X+1) dx papel e lapis. na 22 atividade
e3 | J x3+x%2-6x e completar os
passos
omitidos pelo
Maple 32
atividade
Funcdes Tentar resolver | Solugdo |Solugéo |Solugdo
parciais: fatores |a méo, na 12 correta correta | nao
repetidos do 1° | atividade correta
grau, uso do Resolver 1
computador, usando Maple o
12, 2a X —x—x-1. |papel e lapis. na 22 atividae
e 3 'V.[ B dx atividades e
completar os
passos
omitidos pelo
Maple 32
atividades
Funcdes Resolver Solugdo |Solucdo |Solucdo
parciais: fatores |usando Maple |correta correta | correta
vV repetidos do 1° |na 22
a g ¥ & =3¢ —2x+] 9rau, uso do atividades e
3a j computador, completar os
X +x¢ =2 papel e lapis. passos
omitidos pelo
Maple 32
atividades
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Funcdes Resolver Solugdo |Solucdo |Solucao
parciais: fatores |usando Maple |correta correta |correta
VI distintos do 2° na 22
23 g %3 + x2 + x + 2| 9rau, uso do atividades e
3a 2 5 computador, completar os
X" +3X° +2 | papel e lapis. passos
omitidos pelo
Maple 32
atividades
Funcdes Resolver Solugéo |Solugao |Solucao
Racionais: usando Maple |correta correta correta
VII fatores repetidos | na 22

2a X+ A+ do 2° grau, uso |atividades e
el do computador, |completar os

3 | (X2+33 papel e lapis. passos
omitidos pelo
Maple 32
atividades

Fonte: Dados da pesquisa

Para acompanharmos o desenvolvimento e a significacdo das atividades
desenvolvidas, analisaremos, separadamente as respostas das duplas 1, 2 e 3 (
amostra do nosso trabalho). Estas duplas foram escolhidas, por representarem os
trés niveis de conhecimento: Bom, Médio e Regular percebidos em sala de aula
durante a pesquisa. Os nomes usados nas duplas séo ficticios: El —Ed dupla 1(bom),
Jo — Ra dupla 2(méadio) e Fran — Sam dupla 3(regular).

Por meio desta amostra, teremos uma visdo global das concepcgoes,
conjecturas, validacoes, desenvolvimento do pensamento matematico, aplicacdo dos
conteldos basicos em situacfes problema e o surgimento de redes de
conhecimento favorecido pela utilizacdo do computador no ensino e aprendizagem

gue pode ser estendida a todos 0s sujeitos da pesquisa.

6.3 Descrigdo e Andlise dos Resultados

A proposta dessa pesquisa: discutir conteudos basicos de matematica a partir
da solucdo sintética de integrais de fracOes racionais apresentadas na tela do
computador para as atividades organizadas nessa pesquisa nos permitira realizar
uma descri¢do e analise, ndo sequencial das questdes conforme a seguir.
ATIVIDADE 1 - questdo | e Il,(Quadro n°5) o objetivo destas questbes era
ambientar e familiarizar os alunos quanto as regras diretas, tabela de integracao e

0s métodos de integracdo por substituicdo e por partes. A totalidade das duplas
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respondeu corretamente a questéo I: validando o conhecimento de integragdao por
substituicdo simples. Na questao Il, o grupo n® 3 ndo conseguiu resolver. A seguir, a
solucéo dos grupos.

El — Ed: A dupla acertou a questdo | e Il. Mas o0 grupo nao respondeu a
pergunta formulada: se seria possivel usar a mesma regra do item anterior. Valeram-

se de uma tabela de integracdo e mostraram, capacidade algoritimica.

Figura n° 2: Protocolo da resolucdo da primeiraat  ividade questéo | e Il pela
dupla El - Ed.

Fonte: Dados da Pesquisa

Jo — Ra: A dupla acertou a questéo | e descobriu que néao € possivel resolver
a queatao Il com a mesma regra. Esta dupla demonstrou estar atenta aos diferentes
padrées de um integrando e a concepg¢édo da técnica de substituicdo de variaveis na

resolucao de integrais.

Figura n° 3: Protocolo de resolucdo da primeiraat  ividade questéo | e Il pela
dupla Jo — Ra

Fonte: Dados da Pesquisa
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Valendo-se da tabela de integrais onde a integral de j%:ln|u|+c a dupla
u

resolveu considerando x-4 =u, e por se tratar de uma dupla, formada por uma
estudante repetente, ndo teve dificuldade em identificar que a questdo Il era uma
integral de fracao propria.

Fran — Sam: A dupla acertou a questao | tentou resolver a questéo Il usando
0 conteudo de decomposicdo em fracdes parciais, mas faltou a dupla dominio desse
topico da matemética bésica, que exige raciocinio algoritimico e habilidade

algébrica.

Figura n° 4: Protocolo de resolucéo da primeira at  ividade questéo | e Il pela
dupla Fran — Sam

Fonte: Dados da Pesquisa

O Protocolo da dupla acima, nos mostra que na questao | 0s mesmos usaram
0 método de substituicdo, e acertaram. Na questao Il a dupla, conseguiu decompor
denominador, ja que se trata de diferenca de quadrados, mas o ndo conseguiu fazer
a decomposicdo, achando o minimo multiplu comum das fragdes parciais.

Com a questéao Il e IV, (Quadro n° 5) pretendiamos provocar discussoes e a
reflexdo dos alunos sobre as técnicas a usar para a resolucado dessas questoes,
uma vez que nem a tabela de integracdo nem os métodos de substituicio nem por
partes nos levam a solucdo. Estas duas questfes resolvidads manualmente serdo

analisadas em conjunto com as resolvidas usando o software maple.
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Andlise da questdo Ill pela dupla El e Ed.

El — Ed: A dupla acertou a questdo lll, trabalhou de maneira a encontrar
integrais imediatas. A seguir, o protocolo da resolucdo da dupla, usando papel e
lapis, e a solucéo apresentada usando o software maple.

Figura n°® 5: Protocolo de resolucéo da primeira at  ividade questéao Il pela
dupla El - Ed
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x ] 4 —= :'.,.'|\q | = '~\.\\rx\, s\,

FaiJ
Fonte: Dados da Pesquisa

No protocolo acima, a dupla resolveu a integral e discutiu conteudos basicos,
fez a decomposicdo do denominador, da soma em produtos, encontrou o sistema de
equacdes e trabalhou o mesmo usando o método de substituicdo para encontrar 0s
valores dos parametros A, B e C. Finalmente determinou o valor da integral
apresentada. E esta coincidiu com o valor da integral resolvida com o software

maple, como se vé a seguir.

Figura n° 6: Protocolo de resolucéo da questéo usando o software Maple
pela dupla El - Ed

x+1

T
Y +x -1

Fonte: Dados da Pesquisa

Andlise da questdo IV resolvida pela dupla El e Ed

Na resolucdo da questdo IV, a dupla ndo resolveu usando papel e lapis
alegando que o tempo ja ndo os permitia. No uso do maple, a dupla foi muito bem,
resolveu sem problemas e depois de converter a fungcdo em fragbes parciais nao foi

preciso calcular a integral com o Maple pois as fracbes apresentadas davam
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integrais emediatas. Comforme destaca Melo (2002) “o0 emprego do computador
ajuda o aluno a libertar-se da execucgao de algoritmos e procedimentos demorados,

podendo este tornar-se criativo, critico, pesquisador e atuante”.

Figura n°® 7: Protocolo de resolucdo da questdo IV~ usando lapis e papel pela
dupla El - Ed
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Fonte: Dados da Pesquisa

Acima temos o protocolo da dupla, a mesma conseguiu fazer a divisdo do
polinbmio, separou convenientemente a integral mas n&do deu continuidade,
apresentando debilidades no conhecimemto das fragcGes parciais repitidos do 1°

grau.
A seguir apresentamos, a resolucao feita pelo computador, usando o software

mwople.

Figura n° 8: Protocolo de resolucéo da questéo IV usando o software Maple
pela dupla El — Ed

Fonte: dados da Pesquisa

Andlise da questao Ill resolvida peladuplaJoe R a.

Jo — Ra: A dupla néo teve dificuldade no comeco da resolucéo da questao lll,
mas no final equivocou-se e errou por ndo aplicar a propriedade da integracéo da

constante pela variavel. Apés resolverem utilizando o maple, confrontaram as



105

solugbes e se aperceberam do erro. Conforme define D" Ambrdsio (2007) “é no
comportamento, na prética, no fazer que se avalia, redefine e se reconstroi o

conhecimento”. E aqui deu para perceber que a dupla reconstruiu o connhecimento.

Figura n°® 9: protocolo de resolucao da questao I pela dupla Jo — Ra
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Na resolucdo da questdo Ill a dupla acima, demonstrou conhecimento e
dominio dos conteudos basicos, converteu a funcdo em fragBes parciais de fator
linear do primeiro grau ndo repetidos, transformou em sistema de equacbes e

resolveu, para encontrar o valor dos parametros A, B, e C. Mas ao determinar as

integrais esqueceu-se da seguinte propriedade: J'cdx = cj dx =cxe isto levou no final

0 grupo a errar.
Na resolucéo usando o software meple, o grupo fez sem nenhum problema e
isto os possibilitou na comparacdo dos resultados a reverem o erro cometido na

resolucédo feita com lapis e papel. A seguir a resolucéo feita com o software meple.

Figura n°® 10: protocolo de resolucdo da questdo Il | usando o software Maple
pela dupla Jo — Ra

Fonte: Dados da Pesquisa

Andlise da questéo IV resolvida pela dupla Jo e Ra.

No questdo IV, a dupla recorreu a conteudos bésicos fez a divisdo do
polindbmio mas nao deu continuidade.“alegando que se esqueceu dos
procedimentos de decomposicao de fracdes de exercicios com as caracteristicas da

encontrada”.
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Figura n® 11: Protocolo de rsolucdo da questdo IV~ usando lapis e papel pela

dupla Jo — Ra
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Fonte: Dados da Pesquisa

Como podemos observar, a dupla fez a divisdo de polinbmio, demonstrando
dominio nos conteudos basicos, mas ndo deu continuidade.

Na resolucdo usando o computador, apés o maple converter a funcdo dada
em funcdes parciais a dupla se apercebeu logo da solucdo da integral, mas uma vez
concordamos com Melo (2002) “o emprego do computador ajuda o aluno a libertar-
se da execucéao de algoritimos e procedimentos demorados, podendo este tornar-se

criativo, critico, pesquisador e atuante”. A seguir a resolucao usando o maple.

Figura n°® 12: Protocolo da resolucéo da questéo IV, usando o software Maple
pela dupla Jo — Ra

Fonte: Dados da Pesquisa

Andlise da Ill e IV questao pela dupla Fran e Sam

Fran — Sam: A dupla nédo resolveu as questdes lll e IV usando lapis e papel,
nesta pediram que |hes fosse permitido usar o livro de célculo para poderem
encontrar exercicios semelhantes, que os pudesse guiar. O que nédo foi permitido
porque o objetivo naquele momento era provocar a curiosidade e discussao.

Na resolucdo usando o software maple tiveram algumas dificuldades com a

entrada dos comandos, na questao Ill, mas com a ajuda do professor pesquisador,
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superaram a dificuldade, ja na questdo IV n&o tiveram qualquer problema.
Concordamos com Dietrich (2009) “O professor precisa estimular a criatividade do
aluno na busca de novos problemas e de solugdes”. A seguir a solugdo usando o
maple das questdes Il e IV.

Figura n°® 13: Protocolo de resolucdo da questdo Il | usando o software Maple
pela dupla Fran — Sam

Fonte: Dados da Pesquisa

Figura n°® 14: Protocolo de resolucéo da questéo IV usando o software Maple
pela dupla Fran — Sam

convert( f, parfrac, x)

ina( S x)

— 2 +2In(x) — 2In(x— 1) — —

Fonte: Dados da Pesquisa

Segunda Atividade.

Nesta inserimos as questdes lll, 1V,V, VI e VIl (Quadro n° 5) e cada uma com
0 seu grau de dificuldade a questéo Il e IV serviu para que as duplas comparassem
os resultados encontrado na resolucdo com lapis e papel e a encontrada usando o
software maple. As questdes V, VI e VIl tinham como objetivo levar o aluno a
endagar acerca dos passos omitidos pelo software maple e que regras seguir para
encontrar a mesma solugao. Estes itens serdo analizados com a primeira questdo da
terceira atividade.
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Andlise das questdes V, VI e VIl e da primeira ques tao da terceira atividade,
pela dupla El e Ed.

El —-Ed: A dupla néo teve problema na resolucéao das questbes V, VI e VII pois
ja estavam familiarizados com os comandos achando facil e divertido o aprendizado

com o software. A seguir a solugéo da dupla usando o software.

Figura n°® 15: Protocolo de resolugéo da questdo Vu  sando o software Maple
pela dupla El — Ed

x -+ 1ol x) ‘j]nl\ 1) + ;111|\-‘|
Fonte: Dados da Pesquisa

Na resolucéo que se segue, apresentamos a discucédo de conteudos basicos
mediante a resolucdo das integrais completando os passos omitidos pelo software

maple.

Figura n° 16: protocolo completando os passos omiti dos pelo maple da
guestdo V pela dupla El - Ed
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A dupla ao completar os passos omitidos pelo maple comecou pela divisdo
de polindbmios, transformando a funcédo inicial em soma de um polinbmio e uma

fracdo parcial propria. Resolveram o sistema de equacdes encontrando o valor dos

parametros e apresentaram a solucdo da integral.
Na questao VI, usando Maple a dupla escreveu a funcdo, converteu a fungao

em fungbes parciais e finalmente determinou a solugdo da integral, como se vé a

sequir.

Figura n® 17: Protocolo de resolucédo da questédo VI usando o software Maple

pela dupla EI- Ed

Fonte: Dados da Pesquisa

A resolugcdo, completando os passos omitidos pelo software, nos é

apresentada a seguir.

Figura n°® 18: protocolo, completando os passos omit idos pelo maple da

guestdo VI pela dupla El - Ed
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A resolucdo que a dupla apresenta completa os passos omitidos pelo
software, para se chegar a solucdo da integral, nesta a dupla comec¢a a decompor a
soma em produtos, que faz parte de contetddos basicos determina o minimo multiplo
comum realiza operacdes algébricas para determinar o valor das variaveis e
finalmente apresenta a integral.

Na questédo VIl a dupla EI e Ed, por se tratar de uma funcéo racional de
fatores do segundo grau distintos a dupla primeiro determinou com o software as
funcdes fraccionarias parciais e s6 em seguida determinou a integral, como se

observa a seguir.

Figura n°® 19: Protocolo de resolucéo da questdo VI | usando o software Maple
pela dupla EI —Ed

Fonte: dados da Pesquisa

A seguir observamos a resolucéo da dupla usando lapis e papel.

Figura n° 20: Protocolo completando os passos omiti dos pelo maple da
guestdo VIl pela dupla El - Ed
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Fonte: Dados da Pesquisa
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A dupla El e Ed na questdo VII mostraram dominio das regras de resolucao
de integrais de funcgbes racionais e dominio dos conteudos basicos, apresentaram
diretamente a funcdo simplificada. Isto é ndo apresentaram a decomposicao,
diretamente colocaram o numerador da funcdo no membro esquerdo e as variaveis
no membro direito a multiplicar os valores achados mediante a determinagdo do
minimo multiplo comum.

Andlise das questdes V, VI e VIl e da primeira ques tao da terceira atividade,
pela dupla Jo e Ra.

Jo — Ra: Assim como a outra dupla, esta também néo teve problemas na
resolucdo das questdes V,VI e VII usando o software maple, comentando que “se as
provas fossem assim todos os alunos aprovariam”, mas ao completarem os passos
da Questdo V a dupla ndo fez a divisdo do polinémio j& que se trata de uma Fracéo
parcial impdépria, e por esta falha ndo encontrou a solucdo apresentada pelo

software.

Figura n°® 21: Protocolo de resolucéo da questdo Vu  sando o software Maple
pela dupla Jo — Ra

Fonte: Dados da Pesquisa

A seguir o protocolo da dupla feita com lapis e papel.
Figura n° 22: Protocolo, completando os passos omit idos pelo maple da

guestdo V pela dupla Jo — Ra
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Fonte : Dados da Pesquisa
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A dupla comecgou, pela fatoragdo do polinbmio do denominador, que esta
certo esqueceu-se que se tratava de uma fragdo cujo grau do numerador é maior
gue do denominador, na qual teria que efetuar a divisédo do polinémio. Esta distracéo
da dupla os levou, a solucéo errada ao completarem os passos omitidos pelo maple.

Na resolugdo da questdo VI, usando o maple a dupla n&o teve problemas,
comecou pela conversédo da funcao em fracdes parciais, e em seguida achou o valor

da integral da funcéo parcial. Como se observa a seguir.

Figura n°® 23: Protocolo de resolucéo da questéo VI usando o software Maple
pela dupla Jo — Ra

Fonte: Dados da Pesquisa

A seguir segue-se a questao da dupla completando com lapis os passos
omitidos pelo software.

Figura n°® 24: Protocolo, completando os passos omi tidos pelo maple do a
guestédo VI pela dupla Jo — Ra
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Na resolucdo da questdo VII usando o Maple, a dupla foi muito bem, como se

observa a solugéo a seguir.

Figura n°® 25: Protocolo de resolucéo da questdo VI | usando o software Maple
pela dupla Jo— Ra
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Fonte: Dados da Pesquisa

A seguir observamos a resolucdo completando os passos omitidos pelo

maple.

Figura n° 26: Protocolo, completando os passos omi tidos pelo maple da
guestdo VIl pela dupla Jo — Ra
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Fonte: Dados da Pesquisa

O objetivo da questdo acima € discutir conteidos basicos completando os
passos omitidos pelo software maple, para o efeito a dupla apercebeu-se que se

tratava de uma fracdo com fatores repitidos do 2° grau, fez a decomposicao e achou
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0 minimo multiplo comum dos denominadores, efetuou operacdes algébricas para
encontrar o sistema de equacéo linear, resolveu o sistema de equacao linear para
encontrar o valores dos parametros A, B, C, D e E , no final apresentou o valor

correto da integral.

Andlise das questdes V, VI e VIl e da primeira ques tdo da terceira atividade,

pela dupla Fran e Sam.

Fran — Sam: A dupla também néo teve problema na resolucdo das questdes
V,VI e VIl usando o software Maple, perguntando ao professor investigador “o
porque de tanto trabalho ao exigirem dos mesmos a resolucéo de tantas integrais se
ja existem softwares que resolvem os exercicios” nesta fase o professor investigador
teve de responder a pergunta da dupla e levou a turma como futuros professores de
matematica, a compreenderem a importancia de saberem resolver, “manualmente”
aguilo que os softwares resolvem.

A dupla resolveu as questdes V, VI e VII completando os passos omitidos
pelo software, nesta parte o professor investigador ficou surpreso pelo desempenho
das duplas e perguntando o que se passava Vvisto que a dupla nunca havia visto
integracdo de funcdes racionais. E esta dupla informou que depois da segunda
atividade com o software, as mesmas criaram grupos de estudos para resolver
integrais primeiro usando o software, e em seguida, com lapis e papel foram a
busca dos passos omitidos, pelo software e isto os ajudou bastante.

Estamos de acordo com Gravina e Santarosa (1998) “ Ambientes
informatizados proporcionam um conhecimento matematico dinamico, contribuindo
para a aprensao do significado dos conteudos; permitem maior interacdo do aluno
com o conhecimento que estd sendo construido e favorecem a simulacéo,
permitindo ao educando criar seus proprios modelos para expressar Sseus

pensamentos e ideias”
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A seguir a solu¢do da dupla usando o software maple da questéao V.

Figura n°® 27: Protocolo de resolugéo da questéo V usando o software Maple
pela dupla Fran — Sam

Fonte: Dados da Pesquisa

A seguir apresentamos o protocolo da dupla usando lapis e papel.

Figura n° 28: Protocolo, completando os passos omit idos pelo maple da
guestdo V pela dupla Fran — Sam

Fonte: dados da Pesquisa

O protocolo apresentado acima mostra a discucdo de conteudos basicos
omitidos pelo software ao dar a sulugcdo da integral, para o efeito a dupla ao
completar os passos omitidos realizou a divisdo de polindmio. Com a divisdo de
polindbmio reduziu a fungéo inicial em fragdes parciais simples. Nao nos apresentou a

solucédo do sistema de equacdo mas para encontrar os valores do numerador das
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fragbes parciais teve de achar resolvendo um sistema de equacgéo. E finalmente
apresenta a solucao da integral apresentada inicialmente pelo software.

Adiante mostramos a solucéo da questéo VI resolvida pela dupla Fran e Sam
usando o computador da qual, ndo encontrou problemas.

Figura n°® 29: Protocolo de resolucéo da questéo VI

usando o software Maple
pela dupla Fran — Sam
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Fonte: Dados da Pesquisa
A seguir temos o protocolo usando lapis e papel.

Figura n°® 30: Protocolo, completando os passos omit

idos pelo maple da
guestdo VI pela dupla Fran — Sam
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O protocolo acima nos mostra a discussdo dos conteldos béasicos na
resolucdo de integrais de fungdes racionais, nela aparece a transformagao de somas
em produtos, resolucdo de sistema de equacdo linear, e o dominio do minimo
multiplo comum que fazem parte de conteudos basicos.

A seqguir a resolucdo da questdo VII usando o computador pela dupla
Francisco e samuel que mais uma vez demonstraram dominio dos comandos do

software e apresentaram a solucéo da integral. Como se observa a baixo.

Figura n® 31: Protocolo de resolucéo da questéo VI usando o software Maple
pela dupla Fran— Sam
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Fonte: Dados da pesquisa

A sequir o protocolo da dupla usando lapis e papel.

Figura n° 32: Protocolo, completando os passos omi tidos pelo maple da
questao VIl pela dupla Fran — Sam
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Mas uma vez a dupla completa os passos omitidos pelo software, fazendo
discusséo de conteudos basicos. A mesma demosntra ter conhecimento algébrico e
algoritmos, trabalha os conteudos basicos que fazem parte dos passos omitidos pelo
software e encontra a solugao.

Terceira Atividade.

O objetivo desta atividade € o de levar o aluno como futuro professor de
matematica a valorizar o software bem como a importancia de conhecer as técnicas
de resolugéo das integrais. Outro ponto importante nesta atividade foi o de levar o
aluno a compreender que os conteudos basicos aparecem na resolucdo das
mesmas. A analise da primeira questao foi feita nos itens acima, nesta analizaremos
a segunda questéo.

El — Ed: para a questdo, Descreve os contetdos basicos usados por vocé
para encontrares a solucdo apresentada pelo software Maple, a dupla respondeu: *“
Para dar solucdo nas integrais da terceira atividade tivemos que recorrer a
conteldos basicos tais como: Divisdo de polinbmios e Sistemas de Equacdes
Lineares que s&@o conteudos ensinados na 82 e 92 Classe do I° Ciclo do ensino
Fundamental.”

Jo — Ra: para a questdo, Descreve os conteudos basicos usados por vocé
para encontrares a solucdo apresentada pelo software Maple, a dupla respondeu: *“
Os conteudos béasicos usado por nés para encontrar a solucdo apresentada pelo
software maple sdo os seguintes: transformacao de uma fungao racional em soma
de um polindbmio e uma fracgéo propria, divisdo de polinbmio, resolucéo de sistemas
de Equacdes Lineares e transformacéo de uma soma em produto.”

Fran — Sam: para a questdo, Descreve os conteudos basicos usados por
vocé para encontrares a solucdo apresentada pelo software Maple, a dupla

respondeu: “ Para encontrarmos a solucdo apresentada pelo software maple,
usamos conteudos basicos tais como: Fraccdes racionais aquelas que o aluno tem
que saber quando €& impropria e propria, depois de vermos as fungbes e
identificarmos nas proprias usamos a decomposi¢cdo do denominador em produtos,
achamos o0s denominadores comuns e nas improprias usamos a divisdo do
polindmio para transformar na soma de um polindmio por uma fraccéo prépria, em
segunda para cada uma delas resolvemos o sistema de Equacdes Lineares que s&o

todos contelidos basicos.”
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A socializagdo das atividades feitas pelo estudante e a interacdo criada
durante a realizacdo das mesmas leva-nos a concordar com Dietrich (2009) “O
professor precisa estimular a criatividade do aluno na busca de novos problemas e
de solucdes. Entre 0 momento em que o aluno recebe o problema e 0 momento em
que ele produz sua resposta, o professor deve evitar intervir, para que nhao
atrapalhe o aluno na constru¢éo do conhecimento referente a situacéo”.

Este trabalho teve por objetivo dar significado a integracdo de funcdes
racionais bem com a importancia do software em cursos de Céalculo Diferencial e
Integral, como ferramenta de apoio ao processo de ensino aprendizagem. Levaram-
se em consideracdo, para isso, as dificuldades levantadas sobre o ensino de
integracao de funcbes Racionais.

Fez-se entdo, uma sequéncia didatica, baseada em simulacbes, e
visualizagdes composta de trés atividades. Utilizou-se uma metodologia baseada no
uso do Computador/ software, caderno e lapis como meios de ensino.

Pela descricdo da aplicacdo e dos resultados da sequéncia de ensino,
observou-se alguns destaques que se referem as concepcdes dos estudantes sobre
0 pensamento matematico aliado ao computador. Eles se mostraram estaveis e se
repetiram nas diferentes duplas.

Um deles € o que se refere a solugdo apresentada pelo software. Outro € a
conversao que o software apresenta, neste trabalho em particular a apresentacao da
funcdo em soma de fungdes parciais. Estas concepcdes poderéo estar relacionadas
ao processo de aprendizagem do “ensino tradicional” descrito anteriormente. Elas
poderdo ser guestionadas quando utilizamos o computador como ferramenta de
aprendizagem.

Durante a aplicacdo das atividades, o computador foi incorporado pelos
estudantes em estagios diferentes. A utilizagdo do mesmo favoreceu o surgimento
de um processo recursivo aos conteudos basicos, bem como o aprofundamento do
pensamento matematico, as conjecturas, as refutacdes e validagcbes. Em todas as
guestdes o software foi utilizado como elemento impulsionador do processo docente
educativo.

O sistema “aluno - computador” na segunda atividade apresentou,
principalmente, uma caracteristica. Ele se mostrou totalmente integrado como um
instrumento para determinar a solugéo da questdo proposta, levando o aluno a uma

reflexdo dos passos omitidos pelo software.
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De acordo com as caracteristicas da sequéncia de ensino, descritas
anteriormente, surgiram alguns processos de construgdo do conhecimento, na
realizacdo das atividades, tais como:

As afirmacdes dos alunos durante as atividades, sob o ponto de vista do rigor
matematico, foram consideradas imprecisas, e o0 professor pesquisador teve a
oportunidade de levantar discussdes a respeito da necessidade de um professor de
matematica apromorar-se na linguagem da area.

Uma situacdo, merecedora de destaque, que caracteriza as dificuldades e
inseguranca dos alunos foram relatadas em relacéo as questdes V, VI e VII. (Quadro
n° 5)

“ Nesta integral tenho a solugcdo apresentada pelo maple mas nédo € a
mesma que eu encontro”

“ Como fazer a decomposicéo desta funcéo se o denominador é maior
gue o numerador, ademais é a quarta poténcia o polindémio?”

“Essa integral esta a dar um sistema de quatro equacdes a duas
incognitas, como fazer?”

A néo linearidade dos processos utilizados pelos alunos na resolugéo das
atividades, mostrou que eles estabeleceram conexdes diferentes das esperadas.
Este tipo de construcdo de conhecimento constitui uma rede, e é favorecido pela
utilizacdo do computador.

Este processo foi descrito por Lévy(1999). Reconhecer que as maneiras de
pensar, de conhecer e relacionar sdo condicionadas por instrumentos, nos leva a
considerar as modificagcdes geradas pela integracdo do computador no colectivo
pensante. Durante as actividades houve uma alternancia entre as midias: lapis,
papel e computador. Na supremacia da escrita ficou evidenciado que o lapis e o
papel eram necessarios para o registo da solucao apresentada pelo software, para
pensar os passos omitidos. Estas observacdes mostraram uma possivel relagdo
existente entre as midias e o0 pensar matematico.

Na aplicacdo da sequéncia nota-se a importancia da midia no processo de
pensamento. A utilizagdo do computador requer outra forma de pensar, diferente da
utilizada com lapis e papel. Algumas observa¢gbes dos alunos que ocorreram nas

socializacdes:
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“ As provas também deveriam ser feitas com o software. No caderno é
dificil”

“ No papel é muito complicado, no computador basta conhecer os
comandos e tudo é facil”

“ Por que os outros professores ndo usam o computador para dar aula.”

Nas falas destacadas também nota-se que os alunos explicam a importancia
de se trabalhar as integrais sob uma nova metodologia.

As atividades da sequéncia didatica tinham como finalidade principal trabalhar
contetdos béasicos no curso superior de matematica bem como a importancia do
professor de matematica valorizar de maneira recursiva os contetudos basicos.

No ambiente composto pelo computador — software —Aluno -professor foram
evidenciados varios aspectos, tais como dialogo, parceria, estimulo, competéncias e
respeito aos pontos de vista dos colegas. Neste ambiente o professor pesquisador
pode ter uma postura de mediador do processo ensino e aprendizagem.

As atividades desenvolvidas exigiram dos alunos o uso de conhecimentos
matematicos ja conhecidos, desde o ensino basico e isso os levou a fazer relacfes e
chegarem a novas conclusdes. Desta forma, as atividades evidenciaram as
dificuldades e/ou problemas de aprendizagem de conceitos matematicos basicos e
suas relagcdes com novas situagdes problema. Elas proporcionaram aos alunos a
tomada de consciéncia das suas dificuldades e um pensar sobre elas, levando-os a

busca da suplantacdo dos obstaculos encontrados.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

As respostas das duplas e as discussdes durante a aplicagéo das atividades e
as socializacbes permitiram tirar algumas conclusdes que serdo apresentadas a
sequir.

No primeiro momento, houve uma inseguranca/medo dos alunos diante das
questdes e, principalmente, em relacdo a utilizacdo do computador/software.
Entretanto, ao explicar que as atividades ndo tinham por objetivo a atribuicdo de
nota, os alunos tornaram-se participativos e motivados, fazendo questionamento e
buscando a resolucéo das questdes colocadas.

Um dos aspectos fundamentais que ocorreu, durante a realizagdo das
atividades, foi a predominancia da fala, cuja importancia foi verificada na elaboracéo
de hipdteses a conclusdes entre os elementos das duplas. As atividades foram
compostas de questdes que possibilitaram aos alunos, maior interacdo. Houve
possibilidade de acompanhar a evolugdo deles na construcdo do conceito de
integracao de funcdes racionais.

Constatamos que os alunos possuem procedimentos/racionais firmemente
sedimentados; um deles é a tendéncia de estender uma concluséo valida num caso
a outros em gque elas podem nao ser validas. Durante as plenarias discutiu-se sobre
0 prejuizo que isso pode causar na constru¢cao do conhecimento.

Nas socializacdes ocorreram dialogos durante as atividades que fovoreceram
aos alunos a adquirir novas concepc¢des e minimizar o desequililrio. Ao nosso ver
houve um grande ganho com a sequéncia didatica aplicada, isto é, o aluno pensou,
raciocinou, atuou, agiu, refletiu, trocou ideias com o0s colegas e construiu um
conhecimento que passou a ter significado para ele.

Durante as atividades os alunos providenciaram a instalacdo do software
Maple, em seus Note Book.

Verificou-se, no final, que as atividades proporcionaram condicbes de
responder a questao formulada na problematica. Os alunos séo capazes de construir
0 conhecimento através de abordagens didaticas metodolégicas planejadas, que
levem em conta sua génese e seu desenvolvimento historico, utilizando um software
matematico como ferramenta. Mostrar-se-do0 a seguir algumas dificuldades

apresentadas pelos alunos nas atividades desenvolvidas:
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a)

b)

f)

Ao comparar as respostas escritas das duplas com o0s comentarios,
constatou-se que eles apresentam dificuldades em expressar-se por escrito
utilizando a linguagem matemaética.

Dificuldades na identificacdo dos factores liniares distintos, iguais, factores
quadraticos distintos e iguais nas varias situacdes apresentadas.

Dificuldade em desenvolver célculos que necessitam transformar fracdes
parcias improprias como soma de um polindémio e uma fracgao propria.

A maioria dos alunos tem dificuldade em trabalhar com fatores quadraticos
repetidos.

Alguns alunos nao distinguem fatores quadraticos iguais de fatores
quadraticos distintos.

Alguns alunos apresentaram dificuldade na divisdo do polinbmio, bem como
na resolucdo de sistemas de equagoes lineares.

Concluimos que o sucesso da aplicacdo de uma sequéncia de ensino que

utilize o computador- software para resolver exercicios matematicos, de forma mais

significativa, necessita do envolvimento dos alunos e do professor, respeitando os

limites e o ritimo de cada um deles. Como ja foi citado anteriormente o papel do

professor muda radicalmente. Durante a aplicagcdo das atividades notou-se que o

Seu sucesso estava alicercado na postura de:

a)

f)

g)
h)

Resolver um exercicio partindo de conteudos basicos que os alunos ja
sabem;

Despertar no aluno confiangca em suas habilidades e potencialidades;

N&o banalizar o erro dos alunos, procurando perceber o que eles nao
entendem;

Ter claro que os desafios sdo fontes de motivacdo para a elaboragédo do
conhecimento;

Ter consciéncia que o conhecimento ndo se acumula, ndo se decora, mas
passa de um estagio de organizacdo de equilibrio para um de desequilibrio e
dai para um novo equilibrio.

Ter que saber que a aprendizagem € mais significativa e motivante quando o
aluno se envolve na resolucdo de uma situacéo problema,;

N&o dar “respostas”, incentivar os alunos a procurarem suas solucoes;

Dar “feedback” a todas as atividades desenvolvidas pelos alunos;
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i) Ter claro que os conceitos matematicos ndo estéo isolados entre si e que eles
estdo interligados por meio de uma evolugdo historica, continua e

permanente;

Assim, almejamos que esta pesquisa sirva para reflexdo inicial dos
professores de matematica, principalmente os de calculo, para que reflitam sobre a
possibilidade de desenvolver um ensino mais significativo e contextualizado. Desta
forma, esperamos que com este trabalho possamos contribuir para uma mudanca
expressiva e permanente do processo de ensino aprendizagem do calculo utilizando
o software maple como ferramenta, transformando o aluno em um agente ativo de
sua aprendizagem e o professor assumindo uma postura de facilitador da

aprendizagem.
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PREFACIO

Este produto é o resultado de uma pesquisa realizada no mestrado em
Ensino de Ciéncias, area de concentracdo: Matematica, da Pontificia Universidade
Catdlica de Minas Gerais — PUC — Minas, como parte de exigéncia para obtencdo do
titulo de Mestre em Ensino de Matematica do professor Infeliz Carvalho Coxe, sob
orientacdo do Professor Doutor. Dimas Filipe de Miranda.

Constitui-se em um caderno de atividades, para os alunos de calculo Il na
no contetdo Integracdo de funcbes racionais, destinado a alunos do curso de
Licenciatura em matematica, cujas atividades propostas pretendem contribuir para a
discusséo de conteudos basicos no curso superior de licenciatura em matematica.

As atividades foram organizadas de modo a discutir contetdos
matematicos basicos necessarios ao estudo de integrais de func¢des racionais,
usando o software Maple como ferramenta auxiliar para o ensino e aprendizagem
dessas funcdes racionais.

O objetivo deste trabalho é levar pofessores e estuudantes a discutirem
contetdos basicos no ensino de Integracdo de fungdes racionais, com ajuda do
software maple. Para o efeito, preparamos um texto organizado didaticamente e de
forma diferenciada, que possa se constituir em um instrumento descomplicado e
facilitador desse programa.

Dessa forma, os objetivos das atividades se resumem, basicamente, em
oferecer subsidios que levem alunos do curso de licenciatura em matemética a
resgatar e discutir com a ajuda do software maple contelldos matematicos basicos
ao resolverem integrais de funcdes racionais.

Durente a elaboracdo desse produto, em consonéancia com 0s objetivos
descritos, nos referenciamos em alguns livros-textos de célculo Diferencial e Integral,
nos quais buscamos inicialmente fazer uma revisdo dos principais conceitos desse
conteudo, fundamentais ao ensino/aprendizagem dessas integrais, bem como
softwares matematicos que ajudassem na compreensao e validacao de atividades
seguenciais.

A estrutura do texto apresenta, propositadamente, a conteddos basicos com a
pretencdo de que os alunos recuperem conceitos importantes ao entendimento do
conteado ao mesmo tempo em que formalizem as definicbes e conceitos referentes

a Integracéo de funcdes racionais.
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Apresentam-se o software Maple e os comandos necessarios para o estudo
do tema, bem como as atividades para que os alunos discutam conteudos
matematicos basicos, ao mesmo tempo que resolvem integrais de fungdes racionais.

Os autores
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1. Funcdes Racionais

O texto a seguir originou-se de estudos realizados nos autores: Frank Ayres
Jr. e Stewart, James.

Sejam
Po(x) = @px™ + @pqx™ 1+t arx’+ax+a;, am#0
€ Qn(x) =b,x™+ b, 4 x" T+t bax®+byx + by b, # 0 polinbmios de variavel real
com coeficientes reais.

Definicdo: Funcao racional é qualquer funcdo f(x} representavel por um

P ()
Q

Consideramos sem restringir a generalidade, que estes polinbmios nao tém

quociente dois polinémios, isto é, f(x) =

raizes comuns.

7

Se a ordem do polinbmio ao numerador é inferior ao do denominador,

. . . (x)
m< n, diz-se que a fungéo racional f(x) = Pm— € regular.
(9
Se a ordem do polinbmio ao numerador € superior ou igual ao do

P.(X)

—M——¢éirregular.

denominador , m= n, diz-se que a funcéo racional f(x)= -
X

Exemplos de fungdes racionais:

25—t 47222

f&) =——— Funcao racional irregular

flx) = % Funcéao racional irregular
flx) = % Funcéo racional regular
flx) = xE_jﬂl Func&o racional regular

P.()
Q ¥

numerador pelo polinbmio do denominador ( segundo a regra de divisdo de

Se a fungao racional f(x)= € irregular, dividindo o polinbmio do

polinébmio) podemos representar a funcéo inicial (irregular) como soma de um
polindmio e uma fungéo regular.

P.( R(x)

= +—
0w "Qw
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Em que Q(X) € um polinbmio e representa 0 quociente da divisdo do

polinébmio do numerador pelo polindmio do denominador e R ) uma fracao

Q™

regular onde R(X) é o resto da divisao.
Regras de divisado de polindmios
Para dividir o polinbmio do numerador pelo polindmio do denominador

aplicamos um algoritmo da divisdo utilizado na aritmética.

Denotamos :
Dividendo: B3 = @mx™+ @y g x™ + o taxitayx+a; AmF 0
Divisor: Qn(x) = bpx™ + by g a1+ ok box? + byx + by, by %0
Quociente: Q(X)
Resto: R(x)

Passo 1. Escrevemos os polindmios P, (x)e Q (X) na ordem decrescente
n

dos expoentes dos seus termos e completamo-los com os termos de coeficientes

Zero.

Passo 2 . Dividimos o termo de maior grau do dividendo P.() pelo termo

X
de maior grau do divisor Qn( ). Obtém-se desta forma , o primeiro termo do
quociente Q (x).

A seguir, multiplicamos o termo obtido pelo divisor e subtraimos o produto
obtido do dividendo.

Caso o polindmio que representa a diferenca obtida tenha grau maior ou
igual ao do divisor, ele passa a ser um novo dividendo e repete-se o0 algoritmo a
partir do 2° passo.

Caso o polindmio que representa a diferenga obtida tenha grau inferior ao
do divisor ele representa o resto R(x) e portanto obtemos a representagéo.

P"’. I‘:-‘I:) — Ol:_":)-" R{:I"’:l

Q’: (:I:j - Q’: {:I:j
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Exemplos de diviséo de polinbmios
Exemplo 1. Sejam P, () =4x-3x'+7x -2 € Q0 =x+4x *+1
Passo 1.
P¥=4x-3x+0.X+7x +0.x ~2¢ Q0 =x+0.X ~4x *1
Passo 2 :
AX -3X +OX+7X +0.X —2 ‘ X +0.X -4x +1
—4x-0.X +16X - 4% ‘ ax

4 3 2
=3X *16X +3x +*0.x 2
O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau maior do que o do

divisor e repetimos o0 passo 2.

Repeticdo do Passo 2

—3x'+16X+3X+0x -2 | X+0.X-4x+1

3x +0.X ~12X +3x | 4% -3x +16
16X -9x *+3x -2
-16x -0.X *84x ~16
—Ox +87x -18

O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau inferior

ao do divisor e portanto temos:
R(X)=-9x +87x -18 Q) =4x ~3x +16 ©

AX-3X*TX "2 - 2 oy i1  9X ~87x +18
C-dx +1 4X -3x +16 - dx +1

Exemplo 2. Sejam P,(x)=x -3 e Qz(x) =% +1.

Passo 1.
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P,00=x+0X*+0X*+0x -3¢ Q,0=x+0.x +1.

Passo 2.
X +0X+0.X+0x -3 X' +0.x +1.
X' -0.X-X ‘ X

—Xx*+0x -3

O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau igual ao do divisor e

repetimos o passo 2.

X +0X+0X*+0x -3 \x+0x+1

—X'-0X-X \x—l
-X +0.X -3
X +0.x +1
—2

O polinbmio que representa a diferenca obtida tem grau inferior ao do divisor

€ portanto temos:

x3

R()=-2, e =x-1 %, 2

+1 X+

Por conseguinte a integracdo de uma funcao racional irregular reduz-se a

integracdo de um polinbmio e uma funcéo racional regular. Como a integracédo de

um polinbmio né&o representa dificuldades o trabalho consiste em integrar as fungdes

racionais regulares.

5.4 — Decomposicéo das fun¢des racionais regulares em fraccdes elementares
Na algebra demonstram-se :

Teorema 1. Qualquer polinbmio, cujos coeficientes sdo numeros reais, pode ser

representado na forma.
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Q= A(x —al)l(x —az)z---(x _O'k)k(X2+ pl(X)+q1)‘1---(x2+ IOS(X)+CIS)‘S

(1) onde:

a) A, A, S0 as raizes reais, respectivamente, de multiplicidades r.,r,..--r,

do polindmio Qn(x);
b) Os polinbmios quadraticos -(X2+ pj (x)+qj) .J=1 ndo tém raizes reais e na

o X)y a , o
factorizacao de Qn( ) tém, respectivamente, as multiplicidades t,. | =1..s

C) pl'ql """ ps'qu R rl,""rk'tl """ tsDN € I'1+---+I'k+2tl+---+2ts=n;

X),
A expressao (4) diz-se decomposi¢éo do polinémio Qn( ) em factores do

primeiro ou segundo grau .

R

Teorema 2. Se a funcgéo racional Q )
X

€ regular e o polindémio Q (X) é na forma
n

(1) e verifica as condicbes a), b) e c), entdo a fungédo pode ser representada num

modo univoco na forma

R(X) -_A +o A, +ot B. +o B. .+...+—C1 +...
Qn(x) X-d. (X —a1)7 X~a ‘X —aiil X A«

i ot t M.x* N, +..+ Mo+ Ny +,_,+w+
x-a ) =~ x+*px:q, (x2+ p X+ ql)l X'+ Pp,+q,

Com X+P0+qz0. OXOR e
A By M Ny Uts,vts,pl,q1 ..... P, 0.allR paa todos i= 1.2,..Kk
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A expressao (2) representa o desenvolvimento de uma fungdo racional

()

regular em fracgOes elementares e tem significado para todos x # a;, i=1,...,k.

)
Os coeficientes A, Az,...,Vt calculam-se aplicando o método dos coeficientes

indeterminados.

Nota:

» Se x=a, é uma raiz real de multiplicidade um do polinébmio Qn(x) da funcéo

()

racional regular entdo a essa raiz no desenvolvimento da funcdo em

Q

fraccOes elementares corresponde a fracgao elementar

X—Q;

» Se x=a, € uma raiz real de multiplicidade r, >1 do polinébmio Qn(x) da funcéo

. (X)
racional regular

- entdo a essa raiz no desenvolvimento da fungdo em
X
n

fraccOes elementares corresponde a seguinte soma de r; frac¢des elementares:
: A + A +..+ A
X~a (x —a X —di

soma,der itermos

A s s 2 ~ N , . . ~
> Se o polindmio quadratico X"+ [0 (X) +(]. . h&o tém raizes reais e na factorizagao
J J
de Q(x) tém a multiplicidade 1 entdo a esse polinomio quadratico no
n
desenvolvimento da fungdo em fraccOes elementares corresponde a fracgéo

Ax+B
X+ P x+q

elementar

N . s 2 ~ A~ , . . ~
> Se o polindmio quadratico X"+ [0 x+(] , ndo tém raizes reais e na factorizagéo
J J

de Qn(x) ttm a multiplicidade t, entdo a esse polindbmio quadratico no

desenvolvimento da funcéo em fraccdes elementares corresponde a seguinte soma
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de t, fraccoes elementares:

+
Ax+B . Ax* B, e 4l A[ix Btl‘s

st f——————y +....
+ P x+ 2 2 !
X*Pd (x2+px+q | [x+pxtq)
Son“a,detitermos
3. Exemplos de decomposicdo das funcbes racionais

regulares em frac¢des elementares.

X -3X +3
Exemplo 3. f(X)=
(x —1)(x +2 7

A funcédo é regular e o polindmio do denominador é representado em produto de

factores de primeiro grau: o factor x—1 tem a multiplicidade 1 e o factor x+2tem a

multiplicidade 3. Portanto na decomposicdo dessa funcao em fraccbes elementares

R ~ A
ao factor x-1 corresponde a fraccao elementar 1 e ao factor x+ 2 corresponde
X —

a soma de trés fraccoes elementares ?1 + B. + B; Portanto,
X (x +2 )2 (x +2 )3

Xx-3*3 _ A, B, B , B
(x-l)(x+2)z X1 x*2 (x+2)2 (x+2)3

Os coeficientes A, B, B,: B, calculam-se aplicando o meétodo dos coeficientes

f(x) =

indeterminados.
_4AX+2X-x -1
(X+1) ()<2+:|_)Z

A funcé@o € regular e o polindbmio do denominador € o produto do factor de primeiro

Exemplo 4. f(x)

grau x+1de multiplicidade 1 com o factor de segundo grau sem raizes reais x> +1 de

multiplicidade 2. Portanto na decomposicdo dessa funcao em fraccbes elementares

R ~ A
ao factor x+1 corresponde a fracdo elementar —1e ao factor x* +1corresponde a
X+

Bx+C,, B,0+C,

soma de duas frac¢bes elementares 5 Portanto,
X *1 ()<2+:|_)2
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_ 4X3+2X2_X _1 — A + B,x+C, + B,x+C,
(X+1) (X2+1)2 Xx+1 x2 +1 (x2 +1)2

Os elementos A ,B,.C,, Bz,(:2 calculam-se aplicando o metodo dos coeficientes

indeterminados.
X+2x -1
2 2 2
(X+1) (X +:|_)Z (x +4x+5)

A funcéo é regular e o polindémio do denominador é o produto de 3 factores:

Exemplo 5. f(x) =

do factor de primeiro grau x+1 de multiplicidade 2;
do factor de segundo grau sem raizes reais x> +1 de multiplicidade 2;

do factor de segundo grau sem raizes reais x> +4x+5 de multiplicidade 1;

Portanto na decomposicao dessa funcédo em fraccdes elementares temos: ao factor

AL, A

x+1 corresponde a soma de duas frac¢cOes elementares —+1+( 1)2 ;a0 factor
X X+

~ B,x+C,  B,x+C
x? +1 corresponde a soma de duas frac¢des elementares — 11 + 22 z
X"+ (x +1)

Dx+E

factor x* + 4x +5corresponde a fracgéo elementar E1arst Portanto
X +4x+

X3+2)(2‘1 _A A _Bx+C Bx+C, Dx+E
(X+1)2(X2+1)2(X2+4X+5) X+1 (x+1)°  x*+1 (X2+1)2 X? +4x+5

Os coeficientes A, A,.B,:C,:D ;E calculam-se aplicando o método dos

coeficientes indeterminados.
X
(x2 + 4] (x* +9)

A funcéo é regular e o polinémio do denominador € o produto de 2 factores:

Exemplo 6. f(x) =

do factor de segundo grau sem raizes reais x* +4 de multiplicidade 2;

do factor de segundo grau sem raizes reais x° +9de multiplicidade 1;

Portanto na decomposicéo dessa funcéo em fraccdes elementares temos:

ao fator x*+4corresponde a soma de duas fraccbes elementares

B, x+C, N B,x+C,

2 ~ Dx+E
5 =, ao fator x* +9corresponde a fragao elementar
2
X°+4 (X +4)

x2+9
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Portanto
X _ le+C1+Bzx+C2+ Dx+E
(e +af(2+9) x*+4  (@+af  x*+9

Os coeficientes A, A, BllClBZ’CZ’ D . E calculam-se aplicando o méetodo dos

f(x) =

coeficientes indeterminados.

4. Método dos Coeficientes Indeterminados.
Passo 1. Multiplicamos ambas partes da expressao (2) por Qn (X) e fazemos
as operacdes de multiplicacdo e reducdo na parte direita obtendo uma igualdade

entre dois polinbmios;

Passo 2. Igualamos os coeficientes dos termos de mesmo grau de x e

obtemos um sistema de equacOes lineares com as incognitas A, A,V

Passo 3. Resolvendo o sistema obtemos os valores dos coeficientes

A AoV,

3
Exemplo 7. Desenvolver a funcgéo racional regular f(x) = 58X 312
X +4X +4xX
em fragOes elementares.
3
Resolugdo: A funcdo f(x)= 58X 312 é regular.
X +4X *+4X

Representemos o denominador em produto de fatores de primeiro ou
segundo grau. x°+4x*4x=x(x*+4* +4= x((xz)2 +4x% + 4): x(x2 + 2)2 Portanto
3 3
8X-12 _ 8x-12
5 3 -
X +4X *+4x X(x2+2)2

O polinbmio do denominador € o produto do fator de primeiro grau x de

f(x) =

multiplicidade 1 com o fator de segundo grau sem raizes reais Xx°+2 de

multiplicidade 2.
Portanto na decomposicao dessa fungao em fraccbes elementares ao fator x

~ A
corresponde a fraccdo elementar —e o fator x* +2 corresponde a soma de duas
X
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B, x+C, N B,x+C,

fraccoes elementares — =,
2
X" +2 (x +2)

isto é,

8x-12 _8x-12 _ A Bx*C,, Bx*C,
X+AX+Ax X242 X X+2  (2+2f

Na continuacdo aplicamos o método dos coeficientes indeterminados para

f(x) =

calcular os coeficientes A B,,C,,B,,C, Multiplicando as partes da

3
expressao 8x 12 :A+ Blz)(+C1+ B.x*C, por x(x2 +2)2 obtemos:
Xix2+2i X X +2 ()<2+2)2

o o) o] S ) B ) -
8x-12 = Alx2+2f +(B.x+Cx. [+ 2)+ (B.+ Cx =
8x-12 = A(x4+4x2+4) +(Bx+Clx+ 2x J+B.xX+Cux)=

3
8x-12 = Al +ax2+4) +(le4+281x2+CIX+2C1X j+(Bzx2+C2x)=>
8x'-12 =(A+BJX'+C.x'+l4A + 2B+ BJX +(2C,+C.x-
Igualando os coeficientes de X4’ xs, xz, xlxo obtemos o sistema:
A+B, =0
C, =8
4A+2B, +B, =0

2C,+C, =0
4A=-12

Da quinta equacdo do sistema obtemos A =3 e substituindo na primeira

equagao temos B, =-A=3 . Da segunda equagédo temos C, =8 e da quarta
C,=2C, =-16Da terceira equacdo obtemos. B, =-4A-2B, =6. Portanto o

desenvolvimento da funcéo racional regular em fracdes elementares € :
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8x-12 __3,3x+8 , 6x+16

X+AX+AX X X+2 (x +2f

5. Integracao de Fracdes Racionais Elementares.
Na decomposicdo de funcdes racionais em fraccbes elementares obtemos

(ver (2)) quatro tipos de fracdes elementares:

T1. A
X—a
T2, A (r>1roON)
(x-a)
2
T3. ZAX+B ,(x2+px+q¢0c»p——q<0j;
X+ PX +( 4
2
T4. Ax+B ,(x2+px+q¢0<:»%—q<0j,r>],rDN
(X2+px+q)

Os integrais das fragOes elementares de tipos T1 e T2 s&o imediatos:

T1: J’—d - afdlx=a) Alnjx-al+c

X—a
r+l
T2: Ierx:AJ'(x—a)_’d(x—a):A(x a)™” __ A —
(x-a) -r+1 (r-1)(x-a)
T3: Para integrar uma frac¢ao de terceiro tipo separamos o quadrado perfeito em
2 2
denominador: x* + px +q :(x+gj —pT+q substituindo x+g =t e
2
pT -g=-a’vem X =t —g e dx = dt por conseguinte
At - Ap
e [ = Al e 2R
X“+px=q t+a t?+a? 2 )/t +a

2tclt p); dt dit®+a?) (. Ap)p dt _
_It +a? +( 7]'~[t2+a __I t? +a? +(B 7}J-t2+a2_
E.In‘t2 + az‘ +(B—%).§.arctg(gj +c=

A Ap) 1 X p
—In[x*+ px+q+| B-— | =arctg| = +—— [+
2 ‘ P q‘ ( Zja g(a ZaJ
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T4: Calculemos o integral de uma fragdo de quarto tipo. Analogamente como
acima.

) p) _p’ p_., p? p
X*+pXx+q=| X+—| ——+ - = X _g=-a2 =t—-=
px+q ( 2) 4 q x+2 t g=-a° x=t 5

dx=dt por conseguinte

n-P.p

AXx+B A ot
J-(X2+ px+q)r dx:J- (t2 +2aZ) dt = Aj-er(B_?p}J- (t2+a2)r' Para calcular

o primeiro integral fazemos a substituicdo tdt = E.d(t2 + az). Entdo

d(t” +a7) j'( ra?) dt? +a?)= L +C

J-(t2 +a ) _«f (t2 +a ) or —1)(t2 +a2)r_1

Escrevemos o segundo integral na

Calculemos o segundo mtegralj( )
t’ +a
1, a’dt
forma ?jm.

Na continuagao fazendo em numerador a substituicao

a’ =t?> +a’ —-t*obtemos:

Calculemos o segundo integral aplicando a integragéo por partes:
tdt

v talt __I Dtlt __I B f d(t? +a?) _ 1 T
2 2° ( ) 2° (¢ 1) (2 +a?)

t2 +a2) t2 +a2) +a)

Fazendo IU.dV =uUV —IV.dU obtemos U =t,dV = ,dU = dt,
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Portanto na continuagéo temos:

) L 1 _1 t 1 dt _
[ [ e = ]

:i t +2I’—3J' dt +e
a’ (2r—2)(t2+a2)r_1 2r-2 (t2+a2)r_l '

Obtemos a férmula de recorréncia
tdt 1 t 2r -3 dt . S
j—r:—z —+ j — |*+C. que permite diminuir o

(2+a?) al(er-2?+a?)” 2-27 (7 +a?)
grau da expressao do denominador no integral j%
t? + a2
6. Céalculo de integrais indefinidos:Integracéo de f  uncdes
racionais.
’1)_“ 2x+1 _ X+l
-3x+2

A funcéo integrada € funcgéo racional regular. Determinamos as raizes do

polindbmio do denominador.

X2 =-3x+2=0= X 3+ 29 8:321:x:1Dx=2

Portanto o polinémio do denominador tem duas raizes reais de multiplicidade

um e a representacao da funcdo integranda como soma de fracdes elementares é:

2x+1  _ 2x+1  _ A+ B
x2=3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2'

Determinemos os valores dos coeficientes A e B utilizando o método dos
coeficientes indeterminados:
2x+1 2X+1 A
= = +
x2-3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2
2x+1=(A+B)x+(-2A-2B).

= 2X+1= AXx-2A+Bx-B=>

A+B=2

Obtemos o sistema de equacdes lineares:
-2A-B=1
Determinemos a solucao do sistema :

A+B=2 A+B=2 A+B=2 [A=-3
-2A-B=1 |-2A-B+(A+B)=1+2 -A=3 B=5
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2x+1  _ 2x+1 :—3+ 5 o
x2-3x+2 (x-1)(x-2) x-1 x-2

2x+1 -3 _
J-x -3x+2 _I(x 1 x- Zjd I x-1 X+Ix— -

—3j—dx+5 —de——s —1d(x 1)+5 —Zd(x 2)=

Portanto

= -3In[x -1 +5Inx-2 +c

3X® —4x+2
»2) | —————d
)jx+2 (x—l) §

_p,(X) _ 3x*-4x+2
f= Q,(x) (x+2) (x- 1)}

O polinémio do denominador, Q,(x)=(x+2)*(x-1) , tem trés raizes

A funcéo integranda € funcéo racional regular(

reais: x = -2 de multiplicidade 2 e x =1 de multiplicidade 1.
Portanto a representacdo da funcéo integranda como soma de fracdes elementares
é:
X' -4x+2 A B _C
(x+2)2(x—1) X+2 (x+2)2 x-1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

3 -4x+2 _ A .. B ,C

(x+2(x-1) x+2 (x+2] x-1

3x2 —4x+2= Alx+2)(x-1)+B(x-1)+C(x+2)* =

3x? —4x+2= Alx? + x-2)+ B(x-1)+C(x* + 4x+ 4) =

32 —4x+2= Ax* + AX—2A+Bx-B+Cx* +4Cx+4C =

3x? —4x+2=(A+C)x* +(A+B+4C)x+ (- 2A-B +4C)

A+C=3
Obtemos o sistema de equacdes lineares: « A+B+4C=-4
-2A-B+4C=2
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Determinemos a solucao do sistema :

A=-C+3
A+C =3 A=-C+3
B+3C=-7 =
A+B+4C=-4 «{ -C+3+B+4C=-4 o
-B+6C =8
-2A-B+4C=2 |-2(-C+3)-B+4C=2
A=
A=-C+3 A=-C+# 9
B=-7-3C = B=-7-3C = B:—2—32 Portanto
-(-7-3c)+6C =8 oC =1 ol
9
26 2 1
) % 2 1
3X 24x+2: 9 ., 32+ 9 ¢
(x+2)(x-1) x+2 (x+2)* x-1
%6 2 1

X*-4x+2 9 3 9 B
I—(x+2)2(x—1)'dx_j X+2+(x+2)2 + 1 ax =

260 1 22, 1
— dx = | ——
9x+2 37(x+2)

261 d(x+2)—%j;d(x+2)+i L 4(x-1)=

dx+ljidx:
97 x-1

97 x+2 (x=2) 9’ x-1
-2+1
EC PP 3] L)
9 3 -2+1 9
§In|x+2|+g. 2 +1In|x—Jj+C
9 3 x+2 9
2x3 —5x +2

»3) | ————d

)Ix2—2x—3 X

A funcado integranda é funcédo racional irregular. Dividimos o polinbmio do
numerador pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda

como a soma de um polindmio e uma fungao racional regular:

2x% —5x+ 2 \xz—zx—s

-2x3 +4x® + 6x| 2x+4

4x% + X+ 2
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- 4x* +8x+12

9x +14
Daqui resulta que a representacao da funcao racional irregular como a soma de

um polinbmio e uma funcao racional regular é:

3 _
w =2X+ 4+29X;14 Portanto:
X —=2x-3 X —2x—-3
3_
J'—ZXZ 5X+2.dx = j[2x+4+—29X+14 j.dx
X =2Xx-3 X =2Xx-3

_ 9x+14 X 9x+14 A
= ZI X.dX+4jdX+Im.dX = 2.7+4X+jm.dx—( )

9x+14

No integral obtido a fungao integranda, f(x)=—; é racional regular.
X

Determinamos as raizes do polinémio do denominador.

244412 214
= = = x=10x=3
2
Portanto o polinébmio do denominador tem duas raizes reais de multiplicidade

x> -2x-3=0= X

um e a representacao da funcao integranda como soma de fracOes elementares é:
oxrld _ XM _ A L B 9x+14= Ax-3A+Bx+B =

X*—=2x-3 (x+1)(x—3) Xx+1 x-3

ox+14=(A+B)x+(-3A+B)

_ N A+B=9
Obtemos o sistema de equacdes lineares:
-3A+B=14

Determinemos a solucédo do sistema :

{A+B:9 @{ A=9-B @{ A=9-B @{Azgilsw A:—%
-3A+B=14 |-309-B)+B=14 |-27+4B=14 vy S
4
Portanto
> 4
xrld _Sxtld 4, 4 e na continuagao obtemos

x> -2x-3 (x+1)(x-3) x+1 x-3
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5 4
(*)=x2+4x+.[ _ 4,4 gy=xe max—2 [ AL k=
X+1 x-3 47 x+1 4+ x-3
x2+4x—§f In|x+]j+illn|x—:-1+c
> 1) ISX -x* +1dx

A funcéo integranda é funcdo racional irregular. Dividimos o polinbmio do
numerador pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda
como a soma de um polindbmio e uma funcéo racional regular:

3% + x4 +1 ‘ x* -1

—-3x% +3x? ‘ 32 +1
x* +3x% +1

-x*+1

3X° +2
Daqui resulta que a representacdo da fungéo racional irregular como a soma

de um polinémio e uma fungéo racional regular é:

6 4 2
3X Zx +1:3X2+1+3x4+2
X" -1 X" +1

6 4 2
[EARLSEE J’[gx 143 +2j_dxz

x* -1 x* -1

.Portanto:

—SIX dx+.[dx+J- d —3—+ +J' d = (+)

2
No integral obtido a fungao integranda f (x) = 3X4

+2, .
é racional regular.

Determinamos a representacao do polindmio do denominador em produto de
factores de primeira e segunda ordem.
x* =1=(x? —1)x? +1) = (x=1)(x +1)(x* +1)

Na representacdo do polinbmio do denominador em produto de factores de
primeira e segunda ordem temos dois fatores de primeiro grau e um fator de
segundo grau todos de multiplicidade um. Portanto a representacdo da funcéo

integranda como soma de fracdes elementares é:
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x*+2 3x*+2 A B Cx+D

x' -1 (x-1)(x+1)x2+1) x—1 x+1 x+1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B, C e D utilizando o método

dos coeficientes indeterminados:

3x2+2: 3x% +2 __A B _'_Cx+D:>
-1 (x-(x+1)x®+1) x-1 x+1 x*+1

3x2 +2= A(x+1)(x2 +1)+ B(x—1)(x* +1)+ (Cx+ D)(x - 1)(x +1) =

3x2 +2= AlX® +x2 + x+1)+ B(x* - x* + x~1)+(Cx® + Dx* -Cx-D) =
3x*+2=(A+B+C)x* +(A-B+D)x*+(A+B-C)x+(A-B-D)

A+B+C=0
_ N A-B+D=3

Obtemos o sistema de equacdes lineares:
A+B-C=0

A-B-D=2
Determinemos a solucéo do sistema aplicando o método de condensacéo:
A+B+C=0 1110/|0

L,=L,-L

A-B+D=3 1 -1 0 1|3 3
= operacgdes | L, =L,-L, | =

A+B-C=0 11 -10/0

L, =L, -L
A-B-D=2 |1 -1 0 -12
1110 |0 111010
0 0 -2 0]o|°Pe v 00 -200
0 -2 -1 -12 000 -2/-1

Entdo D :E.C:O,B:—EA:
2 4

5 1

IS, I NS, |

3X*+2 3x° +2 _ L4, 2 _ <0 0b
1 D) +Y) x-1 x+1 2 +1 © ha continuago obtemos

5 5

1
(*)=X3+X+I 4 - 4, 2 .dx:X‘°’+x+§J'—d1 x—EI—d1 x+1J‘ 1 dx =
x-1 x+1 x®+1 4 x-1 47 x+1 2 x*+1

5 5 1
=x° +x+Z.In|x—Jj—Zln|x+Jj+§arctg +C
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X5
»>5) jx4 —

A funcdo integranda é funcdo racional irregular. Representamos a funcao

integranda como a soma de um polindmio e uma funcao racional regular:

X5 _ X5 :X5_X2+X2:X5_X2 N X2 -
x-x x(¢-1 x[x-1)  xlx*-1) x(x*-1

Portanto:

x3 -1

5 2
I x“X— X.dx = I(x+ X33_1j.dx = J.xdx+J‘X3L_ldx = X? +I ng_l.dx =(*)

X _ X 5
=1 (x-1)x? +x+1)

No integral obtido a funcdo integranda f(x)=

racional Regular. O trindmio x> + x +1n&o tem raizes reais e portanto

X X _ A Bx+C
3_1 (v_ 2 Ty t '
=1 (x-1)x?+x+1) x-1 x*+x+1

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

X _ X __A N Bx+C -
=1 (x-1)x?+x+1) x-1 x*+x+1
x=A(x2+x+1)+(Bx+C)(x—l):>

X = Ax® + Ax+ A+ Bx? - Bx+Cx—-C = x= (A+B)x* +(A-B+C)x+(A-C)

A+B=0
Obtemos o sistema de equacodes lineares:{ A-B+C =1
A-C=0

Determinemos a solucao do sistema aplicando o método de substitui¢ao:

A+B=0 A=-B A=-B A=-B A=-B
A-B+C=1« {A+A+C=1+ {2A+C=1- {C=1-2A = ¢ C=1-2A -
A-C=0 A-C=0 A-C=0 A-C=0 A-1+2A=0
a=1

3
g=-1

3
c=1

3
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1 1 1 1 1 1
+

X _ X - 3,3 3.3 _3 3
=1 (x-1)x?+x+1) x-1 x*+x+1 x-1 x2+x+1

€ na

obtemos
1 1 1
(=5 f S]] 3 33 e
2 Ix-1 2 x-1 x2+x+1
2 _ 2 _
5_+}-iixk—}-7¥—£—dx:§—+EmV—ﬂ—EJ7¥—i—dx:
2 3°x-1 3 x“+x+1 2 3 3 x“+x+1
__+}mh—ﬂ—lj X_i —dx =
3 3 1 1 1
X +2.-x+| = | - +1
2 2 2
2 —
7?+%mh—ﬂ—%1——l—%——d =
B
2 4
+.1 3
, +_9
7?+%mh—ﬂ—%J———;72—dx:
B
2 4
x+1
§—+1mh—ﬂ—lj 2 g+l 1 dx =
2 3 3

continuacgao
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1
2 2 X+ —
—+—In| ]1—— (x+1j +§+1.i.arctg 21+c
2) 4 2.3 3
2 2
x2 1 1 1 2x+1
2 +ZInx-1-=.Inx?+x+1+— arct +C
2 *3IX g X g( ﬁj
» 6
)Ix+1

A funcéo integranda é funcdo racional irregular. Dividimos o polinbmio do
numerador pelo polinbmio do denominador e representamos a funcdo integranda
como a soma de um polindbmio e uma funcéo racional regular.

Porque (x+1)° = x® +3x? +3x +1temos:

X° | X2 +3x% +3x+1

-x>=3x*-3x®-x° | x> —3x+6

-3x* -3x% - x?

3x* +9x3 +9x? +3x

6x° +8x% + 3x
-6x3 -18x> -18x+6
-10x® -15x -6

Daqui resulta que a representacdo da fungao racional irregular como a soma

de um polinémio e uma fungéo racional regular é:

° 2 +15x +
X - =X2-3x+6- 10x” +15x+6 . Portanto

(x+1) X% +3x% +3x+1

5 2
I ax = J‘ X2 —3x+6- 10x +215X+6 ax =
(x+1)° x® +3x% +3x+1

10x% +15x+6

IdeX—S.[XdX+6J-dX—J-W.dX:
X

x3 10x? +15x + 6

5 32+6 _I—dx+1) = (+)

2 +15x +
No integral obtido a funcédo integranda f(x)= 130)( 215X 6 . € racional
X7 +3x°+3x+1

regular e o polindmio de primeiro grau x+1 na fatoracdo do denominador tem
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multiplicidade trés. Portanto a representagdo da fungéo integranda como soma de
fracdes elementares é:

10x* +15x+6 _ A ., B . C
x*+3x*+3x+1 x+1 (x+1)* (x+2)°

Determinemos os valores dos coeficientes A , B e C utilizando o método dos
coeficientes indeterminados:
10x"+15x+6 _ A B = C
X2 +3x7+3x+1 x+1 (x+1)*  (x+1)°
10x? +15x+6 = A(x+1)* + B(x +1)+ C
10x? +15x +6 = Ax®> + Ax+ A+ Bx+B+C = Ax® +(A+ B)x+(A+B+C) =

=

A=10 A=10
A+B=15 - {B=5
A+B+C=6 c=-9

Portanto:

10x* +15x+6 _ 10 5 9 o _
s = - - € na continuag&o temos:
x*+3x7+3x+1 x+1 (x+1)* (x+1)

X 3% ex- 1oj o sj dx of Lo

3 2 (x+1)
X—3—3.X—2+6x—1oj“—+1—5j(x+1)‘2d(x=1)+9j(x+1)‘3d(x+1)=
3 2 x+1

3 2 —2+1 -3+1
X——3.X—+6x—1OIn|x+]j—5(X+1) +9(X+1) +C

3 2 -2+1 -3+1

3 2

X3 X sex-tomx+]+5 2 -2 1.

3 2 x+1 2 (x+1)

A situacdo acima serviu para apresentar o estudo das integrais de funcdes
racionais levantando conteudos matematicos basicos, que serdo explorados nas

atividades a serem desenvolvidas pelos sujeitos dessa pesquisa.
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7. O software Maple.

O Softeware Maple é um programa de Computagdo Algébrica de uso geral
gue vem sendo desenvolvido desde 1981 na Universidade de Waterloo, no Canada.
Associar o Maple em aulas praticas pode tornar certos conceitos bem mais claros e
atrativos, sendo grande a variedade de temas que podem ser explorados com tais
recursos. Além de ser uma atividade prazerosa e criativa, 0 uso da informatica
permite o desenvolvimento de habilidades de raciocinio, bem como de organizacao,
atencao e concentracdo, tdo necessarias a pesquisa

O Maple possui inmeros recursos munéricos e graficos, além de também
funcionar como uma linguagem de programacéo. Ele vem sendo desenvolvido pela
Waterloo Maple para varios sistemas operacionais. Com ele é possivel realizar

célculos que contenham simbolos, como w,,V2 sem a necessidade de fazer

aproximagfes numeéricas ou realizar simplificagbes e céalculos com expressdes

algébricas, como ax?+ bx oux®+ log(x), sem ser preciso atribuir valores

numeéricos as variaveis ou constantes. Devido a essas propriedades, é possivel
encontrar solucdes exatas para problemas praticos que envolvam Calculo
Diferencial e Integral.

Abaixo apresento a area de trabalho onde sdo digitados os comandos e

visualizados as respostas apresentadas pelo softewae Maple. Para exemplificar

i
42

calcularei a integral de f(x) =

Referéncias Correspandéncias Revisin __ Fxinicin

b
(3}

i
|

24 [Arquive (n)_Editar (B) Visualiza i Formatar Tab

r Inzerir Formatsr Tabe
hE2BSE Xm S5 TI>

| > Favoritos. | 2F Tedo

v @

Maple Cloud

® Pronto Meméria: 0.74M_Hora: 0,015 Modo Matematico

~

[l = = 110% =

=T
Pagine;1dei | Palmwas0 | <5 Portugués Brasi | ) = O S
O (Do © ] ] N i

gura n°l: Interface Maple.

Fonte: Maple
O Maple possui amplos recursos para o calculo de integrais definidas,

indefinidas ou improprias. Ele conhece as regras de integracdo usuais e os valores

de muitas integrais em casos particulares.
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A utilizagdo do software permitira que o aluno ndo continue passivo no
processo de construcdo do conhecimento independente do recurso que se usara.
Poder-se-4 a partir das solucbes apresentadas pelo mesmo criar situacfes de
aprendizagem para que o aluno na interacdo e manipulacéo do softeware indaga os
passos omitidos e construa o seu conhecimento.

8. Integracéo de Funcgdes racionais usando o Maple.

A integral (primitiva) de uma funcéo definida por uma expresséao algébrica f(x)
na variavel x € calculada com um comando int(f(x),x).

Esse comando também possui uma forma inercial: int(f(x),x). A forma inercial
nao efectua calculos, apenas mostra a integral no formato usual e é util na
apresentacao de férmulas. Seu valor pode ser calculado aplicando-lhe um comando
value.

As regras basicas de integragdo, como por substituicdo, fragcdes parciais e
integracao por partes, sdo bem conhecidas pelo programa.

8.1 Integrais indefinidas

>with(student):

>f:=expressao que define a funcao;

>Int(f,x); apresenta a integral indefinida a ser calculada.
>int(f,x); calcula a integral indefinida.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral indefinida com a resposta- Integrais indefinidas

Exemplo: Calcule a integral J.(X3+5)dx

Solucéo:
>with(sutdent):

>Int(x"3+5,x)=int(x"3+5,X);
. 1
J (x +5)dx = T 5x

8.2 Integrais por fracdes parciais
Para a resolucdo de integrais por fracées parciais sao utilizados os seguintes
comandos:
>with(student):
>f:=expressao que define a funcao;

>convert(f,parfrac,x); escreve a expressao que define a fungdo como soma de
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fracOes parciais.

>Int(f,x)=Int(*,x); apresenta a integral da soma de fracdes parciais.

>expand(rhs(*)); apresenta a soma das integrais das fracGes parciais do lado direito
do item anterior (rhs(“)).

>value(*); calcula as integrais.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral com a resposta.

Exemplos:

(—2x+4)
)I(x +1)(x— 1)

Solucéo:

>with(student):

Sfi=(-2*x+4)/((x"2+1)*(x-1)"2);
—2x + 4

(<2 + D) (x— 1)

>convert(f,parfrac,x);

-2 +2x+1+ 1
x—1 x*+1 (x—2)?

fi=

>Int(f,x)=Int(",x);

J-—2(—2x+é_1) 2.dx:J. (_2 2X+1+ S)dx

(x*+D(x-1 x-1 x*+1 (x- 2)

>expand(rhs(™));

[ 2 = (CRaxe | 2ok L yox
(x“+(x-1) x-1 xX“+1 (x=2)

>value(");

1 .
P 2In(x — 1) +arctan(x) +In(x* + 1)
x —

x* = 2X
)Iugnaxza'x

Solucéo:

>with(student):

>fi=(x"2-2*X)/((x-1)"2*(x+2));
x*— 2x

(x— 1 (x+2)

>convert(f,parfrac,x);

f=



158

1 1 +1 1 +a 1
3(x—1)2 9x—1 9x+2

>Int(f,x)=Int(",x);

J' (X2—2X) _J'(_ 1 + 1 + 8
(x-D*(x+2)’ 3(x-1)* 9x-1) 9(x+2)

>expand(rhs("));

1[ ! dx+1j ! dx+3f —_ix
3) k127 T9)x—1" T9)x+2

>value(™);

! 11 1 81 2
m an(x— j+—n[x+ j

>Int(f,x)=int(f,x);

1
> [gi e ®

Solucéo:

>with(student):

>f:=(1/(9*xM4+x"2));
1

f= 9x2 + x?

>convert(f,parfrac,x);
1 9

x2 9xZ 41

>Int(f, x):lnt(" X);

e Pt
9x % + x? 9x%+1

>Int(f,x)=int(f,x);

1 ) 1 .
—dx = —— — 3arcotan(3x)

JE??r;-

»10)

8x® +:L
Solucéo:
>with(student):
>f:=9/(8*x"\3+1);

)dx



>convert(f,parfrac,x);
3 ¥ —1
— & -
1— 2% dy-—2x+1
>Int(f,x)=Int(",x=);
[ommdr = [ (S — 6

gx¥+1 1-2x 4x='-—2x+1]

>expand(rhs(™));
dx

1
dxd—Tv 21

3_]- L dl—ﬁjﬁdl—ﬁj

1-2x

>value(");

—Eln(clx: —2x+1) —ENEarctan [E (8x — EJNEJ + Eln (2x + 1)
- 2 6 2

>10) [ e &

Solucéo:

>with(student):

>f:=(2*x"2+3*x+2)/(X"3+4*X"2+6*X+4);

>convert(f,parfrac,x);
2 1

x+2 xZ+2x+2

>Int(f,x)=Int(",x);

2x1+3x+2 2 1
e [~
x*+4x-+ 6x+ 4 x+2 x-+2x+2

>value(");

2In(x + 2) — arctan(1 + x)
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O Maple resolve ainda a integral de maneira imediata sem transformarmos a

funcdo em funcdes parciais aplicando diretamente os comandos de integracao ele

nos da o resultado da integral.

X
x2+1

>12) | dx

Para a integral do exemplo acima no Maple fizemos:

= int (xfz[xz +1) ’x:] = int (xf[xz + 1],1:);

X
x2+1

E como resultado temos: I dxzéln(x2 +1)
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Para a integral acima no Maple fizemos:
= int (1j(x4 n 1],;':;) = int(1/(x* + 1),x);

E como resultado temos:

J-x ax = 1\/_| (i i;(\/zilj %x/iarctan(x 2+1)+%x/§arctan(Xx/§—1)



9. Atividades

Atividade |
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Agora que vocé conhece um pouco da historia e da finalidade do Software Maple,

guais suas expectativas quanto ao desenvolvimento de nossas proximas aulas de

Célculo 11?
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Atividade Il

As integrais que se apresentam a seguir foram resolvidas usando o software Maple,
e como futoro professor de matematica completa os passos omitidos pelo software

Maple para chegar a mesma solucéo.

a)j4d(X+1) X =
X3 + x? — 6x

Esta integral foi resolvida utizando o software Maple, a chagou-se ao
resultado que apresentamos abaixo, para o efeito solicitamos que completes os

passos omitidos pelo Software para se chegar a mesma solucao.

A integral acima contém fatores lineares repetidos € foi resolvida utizando o
software Maple, a chagou-se ao resultado que apresentamos abaixo, para o efeito e
como futuro professor de matematica solicitamos que completes os passos omitidos

pelo Software para se chegar a mesma solugao.

1 2 1

—x" +2In(x) —2In(x—1) — —
2 X

x*=x3=-3x*-2x+2
c)f

dx
X3+ x% = 2x

A integral acima contém fatores lineares repetidos € foi resolvida utizando o
software Maple, a chagou-se ao resultado que apresentamos abaixo, para o efeito e
como futuro professor de matematica solicitamos que completes os passos omitidos

pelo Software para se chegar a mesma solugao
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%xz —2x+3In(x+2) —In(x) —In(x — 1)

d)j xgsz +2X+2dx
X" +3x°+2

A integral acima contém fatores distintos do segundo grau € foi resolvida
utizando o software Maple, a chagou-se ao resultado que apresentamos abaixo,
para o efeito e como futuro professor de mateméatica solicitamos que completes os
passos omitidos pelo Software para se chegar a mesma solucéo

ln(.x2 +2) + arctan(x)

dx

x> =X +4x3 - 4x* +8x -4
o A
(¢ +2)

A integral acima contém fatores repetidos do segundo grau é foi resolvida

utizando o software Maple, a chagou-se ao resultado que apresentamos abaixo,

para o efeito e como futuro professor de matematica solicitamos que completes os
passos omitidos pelo Software para se chegar a mesma solucéo

% In(x2 + 2] — % ﬁarctan(%xﬁ) S

(2 +2)°

Atividade Il

Usando os comandos do Software Maple, converte as fungcbes a seguir em fragdes
parciais.

As guestbes abaixo tém como objetivo levar o aluno a revisitar conteudos
basicos na medida em que o software converte as funcdes em fragdes parciais

X% +2x -1
af(x)=——"——
)T() X3 + x? —6x

4 3_ny2 _
b)f(x)=x +X°—-2X“+x-9

x? -6
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Xt +x3=-2x2+x-9

NW=" T
d) f(x) = (’; :1;3
O F(x) = x?-x® x*-3

x2=-2x2 +x-1

Atividade IV

Usando lapis, transforma as fun¢des que se seguem em soma de um polinémio e
uma fracao propria.

X% +2x-1
af(x)=—=> —
)T() X3+ x% - 6x

X'+ x> =2x* +x-9
b) f(x) =
) f(X) -6

x*+x3-2x2+x-9
of(x)= AT

(¢ +3)

2—

d)f(x):x—l6

e -1)

x°-x® x*-3
e)f(x) = =
)T () x2=-2x% +x-1
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9.1 RELATORIO FINAL
Elabore um relatério abordando os seguintes tépicos:
A importancia do trabalho com o Maple;
O que o uso do maple auxiliou em sua aprendizagem no Célculo I;
Os conteudos basicos revisitados por vocé;
A importancia do uso do computador na aula;
Se gostou ou ndo da realizacéo desta atividade e possiveis sugestdes;
Principais conclusdes da atividade.

Obs.: o relatério devera ser produzido em texto Unico ou em forma de
redacao.
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